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PRÉFACE 


A l’exemple  d’un  célèbre  romancier  contem|M)rain,  dont 
la  statue  curule  est  placée  à l’entrée  de  la  salle  des  séances 
intimes  de  nos  Académies  pour  glorifier  sans  doute  un  sys- 
tème de  politi(pie  religieuse  naguère  et  aujourd’hui  encore 
à la  mode,  j’aurais  pu  intituler  cet  ouvrage,  purement 
mathématique.  Mémoires  d’outre-tombe  ; c’est,  en  elïet,  le 
fruit  des  méditations  d’un  jeune  lieutenant  du  génie,  laissé 
pour  mort  sur  le  funeste  champ  de  bataille  de  Krasnoï,  non 
loin  de  Smolensk,  et  longtemps  rayé  des  cadres  de  l’ar- 
mée française.  Là,  dans  cette  horrible  retraite  de  Moscou, 
sept  mille  Français,  épuisés  par  la  faim,  le  froid  et  la  fa- 
tigue, sous  les  ordres  de  l’infortuné  maréchal  Ney,  vin- 
rent, privés  de  toute  artillerie,  le  i8  novembre  1812,  an- 
niversaire de  \ÿ.  Saint-Michaël  russe  (’*),  livrer  un  furieux, 
sanglant  et  dernier  combat,  aux  vingt-cinq  mille  soldats, 
frais  et  dispos,  aux  quarante  bouches  à feu  du  feld-ma- 
réchal  prince  Miliradowitcli,  (jui,  lui-même,  devait  être 
bientôt  victime  d’une  conspiration  militaire  ourdie  au 
.sein  de  la  capitale  moderne  des  czars  mo.scovites.  .Mais 
l'adoption  d’un  titre  aussi  fastueux,  quoique  justifiable 


(*)  Idj-.  la  Table  des  Malièrcs  à la  fin  du  volume,  p.  50i. 

(“)  Je  cite  cotte  fatale  coïncriience  de  dates  parce  «[uc,  amené  vers 
minuit  au  quartier  général  russe-  pour  y être  interrogé  comme  officier  du 
génie,  j'eus  l'ineffable  cbagrin  d’y  entendre  fêter  le  patron  du  général  en 
chef  par  un  commissaire  des  guerres  de  notre  armée,  eu  ignobles  vers 
Iraiiçais  où  était  célébrée  la  gloire  de  saint  .Michel  cha.sutnt  les  tmges  re- 
itrUrs  i/it  /u/mt/is. 
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en  apparence,  passerait  à l)on  droit  |>oiir  un  plagiat  ridi- 
cule, une  imitation  outrecuidante  d’une  licence  permise 
peut-être,  au  chef  avoué  de  l’école  romantique  de  notre 
France,  à une  épo(jue  de  perturbation  morale  tout  autani 
que  politique  et  littéraire.  Un  pareil  titre,  d’ailleurs,  ni' 
pouvait  convenir  à ce  livre  modeste,  ni  aux  liabitu<les 
sérieuses  et  réservées  de  l’Auteur,  bien  moins  eticore  au 
caractère,  aux  aptitudes,  aux  goûts  que  suppose  un  amour 
sincère  des  vérités  de  la  Géométrie,  dont  la  culture  appro- 
fondie réclame  un  es[>rit  dégagé  de  toute  passion  étran- 
gère, pour  ainsi  dire,  de  tout  intérêt  terrestre. 

Or  telle  était  précisément  la  |)osition  morale  et  maté- 
rielle, en  quelque  .sorte  inévitable,  de  l’Auteur  de  cet  ou- 
vrage dans  les  lointaines  prisons  de  la  Ilu.ssie.  Plus  tard, 
bu'squ’il  parut  négliger  l’étude  de  cette  Géométrie  pour 
se  livrer  à renseignement  des  Sciences  mécaniques  et 
industrielles,  il  n’avait,  en  réalité,  d’autre  but  que  de  se 
rendre  utile  à la  classe  ouvrière  et  à la  jeunesse  de  nos 
Ecoles;  il  voulait  leur  inspirer  l’amour  des  vérités  éter- 
nelles de  la  science,  la  baine  de  l’intrigue  et  des  sopbis- 
ti(|ues  subtilités  d’un  charlatanisme  cupide.  (|ui  signale 
une  épo(jue  où,  parmi  tant  de  conquêtes  de  l’esprit  mo- 
derne, on  déplore  aveccbagrin  des  aberrations,  des  pas- 
sions de  lucre  qui  déshonorent  notre  caractère,  nos 
mœurs,  et  jusqu’à  notre  littérature  nationale. 

Enfin,  si,  sur  les  traces  honorées  des  Vauban  et  des  Hc- 
lidor,  des  Bezout,  des  Borda  et  des  Coulomb,  des  Da- 
niel Bernoulli,  des  Euler  et  de  tant  d’autres  illustres 
bienfaiteurs  des  hommes  (’),  il  a tenté  de  se  rendre  utile 
à la  cla.sse  des  artistes  ou  ingénieurs,  en  écrivant  pour  le (*) 


(*)  Archimède,  Galilée,  Marintle,  Desur^iies,  Pascal,  De  LHhiro,Smcatoii, 
Deparcieux,  Bossnt,  Dubuaî,  Girnol,  Montgolfier,  Prony,  Eylelwein , 
Dupin,  Duleau,  Navier,  elc. 
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grand  nombre  et  de  manière  à éviter  les  reproebes  tro'p 
souvent  et  justement  adressés  aux  savants  de  profession  ; 
s’il  s’est  à regret  écarté  de  la  route  où  l’entraînaient  scs 
goûts  et  ses  instincts  primitifs,  il  ne  l’a  pas  fait  en  vue 
de  briller  ou  de  capter  les  suffrages  académiques,  mais 
pour  remplir  les  devoirs  souvent  pénibles  de  son  état, 
selon  sa  capacité  et  les  fonctions  diverses  qu’il  a été  ap- 
pelé à exercer  comme  officier  du  génie. 

Oite  prof»‘.ssion  de  foi  sincère,  cette  austère  déclara- 
tion de  principes,  si  étrangère,  semble-t-il,  à un  livre  de 
(iéométrie  abstraite,  peut  en  partie  motiver  l’intervalle 
d’un  demi-siècle  qui  s’est  écoulé  entre  sa  composition 
en  Russie  et  sa  publication  en  France;  cette  profession 
de  foi  doit  aussi  être  considérée,  par  les  géomètres,  sinon 
comme  une  excuse,  du  moins  comme  une  explication 
indispensable  de  la  règle  de  conduite  constamment  ol)- 
servée  par  l’Auteur,  soit  depuis,  soit  pendant  sa  captivité 
à Saratüff  en  i8i3  et  iHi/j.  Avec  un  peu  moins  d’indé- 
pendance dans  le  caractère,  avec  moins  de  patriotisme 
et  d’abnégation  personnelle,  il  aurait  pu,  comme  quel- 
ques compagnons  d’infortune  mieux  avisés  peut-être, 
mettre  à profit  ses  aptitudes  et  ses  connaissances  en 
matbématiques  pour  fuir  la  misère  et  acquérir  un  bien- 
être  relatif;  mais  il  lui  aurait  fallu  faire  le  sacrifice  des 
sentiments  les  jilns  intimes  de  sa  conscience,  de  sa  li- 
berté et  de  ses  opinions  politiques  ('  ). 

Quant  aux  ressources  matérielles  dont  l’Auteur  a pu 


(*1  Je  crois  devoir,  à cette  occasion,  rappeler  que  le  jeune  prince  de 
Wurtemberg,  allié  à la  famille  impériale  do  Russie,  le  brave  de  La  Rocbc- 
jaquelein,  ce  capitaine  balafré  do  la  garde  napuléonionnc,  Audoury,  mort 
depuis  colonel  d’artillerie,  Cagniot,  lieutenant  do  mineurs,  et  beaucoup 
d’autres  olTiciers  obscurs,  que  je  ne  saurais  citer,  comme  moi  prisonniers 
de  guerre  à Saratoff,  n’ont  point  cédé  à de  telles  suggestions  de  l’égoïsme 
|K)litique  ou  personnel. 
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<risposcr  iHMidanl  los  d(Hix  aiinéos  prcstjiie  n)lièr<‘s  de 
çett<*  Irislo  captivité,  il  suffira  de  dire  (pi’il  avait  été  com- 
plètement dépouillé  de  ses  effets  les  plus  indispensaldes 
sur  le  champ  de  bataille  de  Krasnoï,  d’où  il  n’est  sorti 
vivant  que  par  une  faveur  spéciale  de  Dien,  au  milieu  de 
ses  chefs,  de  ses  camarades  tués  ou  atteints  de  blessures, 
toutes  mortelles  dans  ce  pernicieux  climat  (').  Sans  vou- 
loir apitoyer  le  lecteur  sur  les  misères  et  les  périls  de  cette 
situation,  on  lui  permettra  d’ajouter  (|ue  ce  ne  fut  pas  sans 
des  luttes  et  des  souffrances  faciles  à deviner,  cpie  vêtu 
des  lambeaux  d’un  uniforme  français,  mangeant  le  pain 
noir  des  paysans  russes,  il  parcourut  à |)ied  les  longues 
étapes  qui  séparent  Krasnoi  de  Saratoff;  plaines  silen- 
cieuses et  glacées  où,  dans  ce  fatal  et  exceptionnel  hiver 
de  i8ia,  se  faisaient  souvent  sentir  des  froids  par  les- 
(juels  le  mercure  du  thermomètre  se  solidifiait  ! 

On  lui  partionnera  encore  d’ajouter  (|ue,  parvenu  en 
mars  i8i3  sur  les  rives  de  cet  immense  Volga,  non  loin 
des  steppes  désertes  du  gouvernement  d’ürenbourg, 
grâce  à l’énergie  physique  et  morale  dont  la  nature 
l’avait  heureusement  doué  à vingt-(|uatre  ans,  énergie 
qui  avait  mau(|ué  à beaucoup  d’autres,  il  i)aya  cepen- 
dant son  tribut  à tant  de  rudes  épreuves,  à tant  de  souf- 
frances, et  toml>a  malade  en  atteignant  le  but,  c’est-à-dire 
en  arrivant  dans  la  ville  alore  |)eu  hospitalière  de  Saratoff. 
I,à,  comme  on  le  concevra  facilement  encore,  il  ne  trouva 
ni  secours  matériels,  ni  ressources  morales  ou  scientili- 


(*)  D(î  ce  nombre  étaient  le  colonel  du  génie  Bouvier,  auquel  je  ser- 
vais d’aide  de  camp  depuis  Smolensk,  le  capitaine  du  génie  Lapipe,  etc., 
atteints  par  la  mitraille  en  marchant  à la  baïonnette  sur  les  batteries 
russes,  on  této  de  la  colonne  do  droite,  form^  des  compagnies  de  .«apeiirs 
et  do  mineurs  fraîchement  arrivées  d’Esiuigne,  dont  les  malheureux  sol- 
dats et  sous-officiers  disparurent  pres<pie  entièrement  dans  ce  cataclysme, 
ou  jonchèrent  île  leurs  cadavres  les  routes  intérieures  de  la  Uussie. 
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(Iiu's,  et  lors(j»e,  sous  la  hieiifaisaule  inlluence  du  spleu- 
(lide  soloil  d’avril,  il  recouvra  (|uelquos  l’orces  et  voulut 
se  distraire  par  le  travail  de  l’esprit,  il  dut  refaire  pénible- 
ment, et  pour  ainsi  dire  un  à un,  les  éléments  indispensa- 
bl(“s  aux  études  mathématicjues,  privé  <ju’il  était  de  tout 
livre,  de  tout  instrument  de  précision,  difficiles  à se  pro- 
curer dans  cette  ville  de  Saratolf,  d’ailleurs  dépourvue 
alors  de  bil)liotlièque<  scientifiques.  On  ne  doit  ilonc  pas 
s’attendre  à rencontrer  ici  comme  le  rellet  ou  l’éclio  loin- 
tain des  profonds  travaux  analytiques  des  Euler,  des  lier- 
uoulli,  des  Iluygens,  des  Newton,  des  d’Alenibert,  etc., 
ni  même  des  travaux  plus  récents  et  non  moins  admira- 
bles lies  Lagrange,  des  Legendre,  des  Laplace,  des  Monge 
et  de  leurs  disciples,  travaux  qui  n’avaient  laissé  aucune 
trace  dans  sa  mémoire  au  milieu  des  périls  et  des  an- 
goisses d’un  aussi  malheureux  début  dans  la  carrière  des 
armes. 

L’Auteur,  sorti  en  novembre  i8io  de  l’École  poly- 
technique, parti  de  l’École  d’Application  de  Metz  eu 
mars  1812,  pour  coopérer  aux  travaux  défensifs  de  Rame- 
kens  dans  l’île  de  Walcheren,  d’où  il  rejoignit  à la  bâte  la 
grande  armée  à Vitepsk,  ne  songeait  guère,  dans  une  vie 
aussi  agitée,  à s’occuper  des  sciences  abstraites.  Réduit  à 
ses  souvenirs  du  lycée  de  Metz  et  de  l’Ecole  polytech- 
nique, où  il  avait  cultivé  avec  prédilection  lès  ouvrages 
de  Monge,  de  Carnot  et  de  Brianebon,  on  doit  recon- 
naître qu’il  n’a  rien  pu  emprunter  aux  derniers  écrits 
publiés  avant  .sa  rentrée  en  France,  en  septembre  1814. 
Ces  circonstances  et  son  extrême  isolement  dans  la 
ville  de  Saratoff  expliquent  comment  il  fut'  conduit  à 
reprendre,  une  à une,  les  matières  de  scs  anciennes 
études  mathématiques  (arithmétique,  algèbre,  géomé- 
trie, trigonométi'ie,  etc.),  propres  à servir  d’appui  so- 
lide aux  recherches,  aujourd’hui  d’ailleurs  si  simples 


I 


X 


PRÉFACE. 

en  apparence,  qu'il  se  proposait  (INuitrepiendre  dans 
son  triste  exil. 

Ces  études  préliminaires  faisaient  l’objet  de  notes  ra- 
pides de  plusieurs  Cahiers  qui  n’entrent  pas  dans  le  pré- 
sent volume,  et  dont  il  a disposé,  pendant  son  séjour 
même  en  Russie,  en  faveur  de  compagnons  d’infortune, 
d’anciens  officiers  désireux  de  s’instruire,  et  auxquels 
ils  ont  été  utiles  pour  compléter  une  éducation  compro- 
mise par  des  campagnes  actives  et  incessantes , en 
Egypte,  en  Allemagne,  en  Italie,  en  Espagne  (*). 

Au  surplus,  il  n’est  peut-être  pas  sans  intérêt  pour  le 
lecteur  de  faire  observer,  à cette  occasion,  que  les  parties 
élémentaires  du  calcul  difi’érentiel  ou  intégral  et  de  l’al- 
gèbre sont  celles  de  ses  études  qui  avaient  laissé  dans 
l’esprit  de  l’auteur  les  traces  les  plus  vives,  et  qui  lui 
ont  permis  de  retrouver  les  plus  importants  résultats, 
concernant  la  quadrature  des  aires , la  cubature  des 
volumes,  etc.  Ces  résultats  étaient  presque  entière- 
ment effacés  de  sa  mémoire,  ainsi  qu’il  arrive  au  très- 
grand  nombre  des  élèves,  même  fraîchement  sortis  de 
l’École  polytechnique,  qui  se  hâtent  d’oublier,  comme  su- 
perflues, les  théories  étrangères  au  but  matériel  de  leurs 
services  actifs,  peu  encouragés  qu’ils  sont  par  les  chefs 
placés  au  sommet  de  la  hiérarchie  dans  chaque  corps 
civil  ou  militaire. 

Les  premiers  éléments,  les  résultats  usuels  des  diverses 
branches  de  mathématiques,  leurs  plus  faciles  applica- 
tions, en  y comprenant  même  celles  des  calculs  transcen- 


(*)  L’un  d’entre  eux,  M.  Cagniot,  lieutenant  de  mineurs  plein  de  mé- 
rite et  distingué  par  d’excellents  services  de  guerre  , a été  tué  malheu- 
reusement d’une  balle  au  front,  après  son  retour  en  France,  lors  d’une 
sortie  de  la  garnison  de  Strasbourg,  faite  [lendant  le  blocus,  dans  cette 
courte  et  à jamais  déplorable  campagne  de  i8i5.  On  m’excusera  de  lui 
donner  ici  un  mol  de  souvenir  et  do  regret. 
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dants,  voilà  en  effet  ee  qu’on  n’ouhiie,  pour  ainsi  dire,  à 
aucune  époque  de  la  vie.  Au  contraire,  les  niétliodes  com- 
pliquées ou  laborieuses  par  leurs  développements,  quels 
qu’en  soient  d’ailleurs  l’intérétet  le  mérite  scientifique, 
les  généralisations , les  démonstrations  abstraites  et 
épineuses,  les  objections  scolasti(|ues  et  trop  souvent 
pédante.s(|ues,  (jui,  depuis  les  Reynaud  et  autres  exami- 
nateurs, se  sont  introduites  dans  l’enseignement  des  ma- 
thématiques, mais  que  n’avaient  point,  à coup  sûr,  re- 
commandées Lagrange , Laplaee,  ni  Monge,  dans  leurs 
admirables  leçons  aux  primitives  Ecoles  normale  et  poly- 
technique, voilà  ce  (jui  s’efface  tout  d’abord  de  l’esprit, 
et  c’est  là,  sans  aucun  doute,  la  cause  première  des  récla- 
mations incessantes  formulées  par  les  diverses  branches 
des  services  juiblics  en  France,  avant  l’époque  de  i85o, 
où  s’opéra  la  refonte  des  anciens  programmes  des  di- 
verses Ecoles  préparatoires  (’). 

En  ce  qui  touche  en  particulier  les  sciences  mécani- 
ques, l’Auteur  de  ce  livre  doit  avouer  (|iie , sauf  les 
théories  purement  géométriques  sur  la  composition  des 
forces  appliquées  à un  point  et  les  théorèmes  relatifs 
au  moment  de  la  résultante  de  ces  forces,  le  prisonnier 
de  Saratoff  n’avait  rien  conservé  de  ses  souvenirs  d’é- 
coles. Mais  la  composition  des  vitesses  ou  des  quanti- 
tés de  mouvement  déjà  connue  d’.Aristote,  à fortiori 
celle  des  accélérations  ou  des  forces  accélératrices  dont 
l’expression  est  fondée  sur  la  notion  physique  tout  ex- 
périmentale de  la  masse  et  des  lois  de  la  communica- 
tion du  mouvement  découvertes  par  Galilée,  n’avaient 
laissé  absolument  aucune  trace  dans  son  esprit.  Aussi (*) 


(*)  Voy.  le  Rapport  sur  l’Enscifinemrrtl  de  l'Ecole  fmlytechniquc,  en 
un  volume  in-4°,  de  44»  pages,  publié  par  les  ordres  du  Ministère  de  la 
Guerre  (Paris,  imprimerie  nationale,  i85o). 
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üt-H  lie  vains  efforts  pour  en  écrii  e les  écpialions  tliffé- 
renüelles  suivant  les  axes  coordonnés,  et  pour  retrouver 
les  lois  si  simples  du  nionvement  paraholiqué  des  points 
matériels  pesants;  lois  devinées,  démontrées  expérimen- 
talement par  le  même  Galilée  et  son  célèbre  disciple 
Torricelli.  tous  deux  avec  Képler,  scrutant  de  près  la  na- 
ture que  Descartes  improvisait  a la  manière  d’Aristote, 
dont  pourtant  il  combattait  la  doctrine  pbilosopbique. 

Cela  expliquera  d’ailleurs  comment  plus  tard,  en  ibaS, 
et  cbargé  de  créer  les  Cours  île  niécani({ue 

à l’École  d’Applicalion,  à l’iiôtel-de-ville  de  Metz  sa  ville 
natale,  et  à la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  il  se  fit 
i^ovatenr  par  conviction  et  réformateur  par  nécessité. 


En  publiant  aujourd’bni  le  texte  même  dn  manuscrit  de 
Saratoff,  je  me  suis  fait  un  devoir  scrupuleux  de  n’y  ap- 
porter, à l’impression,  aucun  cbangement,  aucun  perfec- 
tionnement qui  eût  pu  en  altérer  le  sens,  en  modifier 
' les  conséquences  et  les  résultats  algébriques,  géométri- 
ques, etc.  Les  corrections,  cbangements  de  notations,  de 
titres  ou  d’énoncés  quelcomjues,  réclamés  par  l’exécution 
tvpographique  de  l’ouvrage,  ont  été  exactement  indiqués 
au  bas  (les  pages,  dans  de  nombreuses  notes  historiques, 
critiques  et  philosophiques.  J’ai  saisi  volontiers  la  seule 
occasion  favorable  qui  se  soit  offerte  à moi,  depuis  trente 
ans,  de  revendiquer  des  points  de  doctrine  ou  de  théorie 
exposés  en  1822,  dans  le  Traité  des  Propriétés  projectives 
des  figures,  et  qu’on  s’était  trop  hahitné,  à partir  d’une 
époque  postérieure,  à attribuer  à d’autres,  sans  doute 
par  oubli,  calcul  ou  préventions  scientifiques. 

J’ose  espérer  que  ces  dilTérentes  considérations  appel- 
leront l’indulgence  du  lecteur  sur  un  ouvrage  dont  la 
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publication  a été  retardée  de  près  d’un  demi-siècle  par 
des  causes  morales  et  matérielles  qu’il  serait  inutile  d’in- 
diquer à propos  de  ce  volume,  qui  contient  mes  premières 
tentatives  dans  une  voie  nouvelle,  insolite  même  et  semée 
de  plus  d’un  écueil. 

Sans  l’offre  obligeante  qui  m’a  été  faite  par  des  .savants 
aussi  distingués  que  .\I.M.  Moutard  et  Mannheim,  de  re- 
voir les  calculs,  les  épreuves  et  les  ligures  du  manuscrit 
deSaratoff;  sans  la  certitude  d’être  mis  par  eux  au  cou-' 
rant  dea  progrès  qu’ont  faits  les  études  géométrico-ana- 
lytiques  depuis  l’époque  de  mes  dernières  publications, 
à dater  desquelles  je  me  suis  très-peu  préoccupé  de  ces 
progrès,  atin  de  me  livrer  entièrement  à des  devoirs  plus' 
impérieux  , à des  labeurs  moins  agréables  sans  doute, 
mais  qui  avaient  un  but  d’utilité  plus  immédiat;  sans  ces 
offres  obligeantes,  dis-je,  et  sans  l’espoir  de  rencontrer 
un  concours  non  moins  bienveillant  et  empressé  dans 
l’impnmerie  mathématique  de  M.  Mallet-Bachelier,  si 
bien  dirigée  par  notre  célèbre  prote,  M.  Bailleul,  ainsi 
(|ue  dans  l’aide  de  M.  Claudel,  artiste  aussi  ingénieux 
qu’instruit,  inventeur  d’un  nouveau  système  de  gravure, 
et  auteur  d’ouvrages  fort  appréciés  sur  l’art  de  l’ingé- 
nieur; en  un  mot,  sans  la  perspective  de  pareils  stimu- 
lants et  d’une  coopération  soutenue  autant  qu’éclairée, 
à laquelle  est  venue  se  joindre  celle  d’une  amitié  active  et 
bien  chère,  je  n’eusse  jamais  osé,  dans  l’état  de  santé  où 
je  me  trouvais  encore  au  commencement  de  i86  i , affron- 
ter les  fatigues,  les  soucis  et  les  périls  d'une  aussi  tar- 
dive et  laborieuse  publication. , 

J.-V.  PONCELET. 

l’iiris,  lu  ï.o  avril  iStii.  . ‘ 
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APPLICATIONS 


D’ANALYSE  ET  DE  GÉOMÉTRIE. 


PREMIER- CAHIER.  ' 

LEMMES  DE  GEOMETRIE  SYNTHÉTIQUE  ; 

SUR  LES  SYSTEMES  DE  CERCLES  SITUÉS  DANS  ÛN  MÊME  PLAN  (*). 


Commenrê  k SaratnfC  «Mir  l«  VoUa.  aii  avril  IRUI. 

Les  cercles,  combinés  entre  eux  oii  avec  des  lignes  droites, 
donnent  lien  à de  nombreuses  propositions  qui  fournissent 
des  moyens  simples  et  élégants  pour  la  solution  d’une  classe 
de  problèmes  intéressants  par  eux-mémes,  et  surU>ut  par  l’ap- 
plication et  l’extension  (pi’on  en  peut  faire  aux  courbes  du 
second  degré.  Ce  sont  quelques-unes  de  ces  propositions  que 
j’ai  poUT  objet  de  démontrer  ici,  ]>ar  des  considérations  pure- 
ment élémentaires. 


(•)  tes  lecteurs  qui  ont  (]uelque  connaissance  du  Traité ih‘.<  Pmpriétés 
projectives  îles  figures,  comprendront  tout  de  suite,  quoique  cela  ne  soit 
' pas  dit  explicitement  dans  le  texte,  qu’il  s’agit  ici  de  pmpriétés,  de  pm- 
imitions  susceptibles,  en  général,  do  s’étendre,  par  voie  de  perspective 
ou  projection -centrale,  à des  systèmes  de  sections  coniques  quelconques 
ayant  une  même  sécante  ou  conic  commune,  réelle  ou  idéale;  ce  dont,  au 
surplus,  les  V et  VP  Cahiets  offrent  quelques  exemples  spéciaux,  très- 
remarquables. 

Cette  note,  et  généralement  toutes  celles  qui  accompagnent  ce  volume 
au  bas  des  pages,  datent  de  i86i.  Les  notes  anciennes,  ^en  très-jietit 
nombre,  seront  accompagnées  d’un  avertissement. 

I.  . > 
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PH0P0SIT10^  1. 

La  droite  RU'  qui  joint  tes  extrémités  R et  R'  de  deux  rayons 
parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens,  appartenant  respecti- 
vement à deux  cercles  (C)  f”/  (C'),  passe  par  un  point  0 qui  ne 
varie  pas  quand  on  fait  tourner  ces  rayons  autour  des  centres 
"G  et  G'.  Ce  point  invariable  est  situé  sur  le  prolongement  de  la 
ligne  des  centres. 


En  effet,  puisque  les  ravons  (^R,  G' R'  sont  parallèles,  on  a 
la  proportion 

GR  ou  R;  G' R'  on  R';:OG;OG', 

et,  dividende , 

R— R':R'::GG';OG'; 

par  où  l’on  voit  que  la  distance  OG'  est  constante. 

Pareillement,  si  l’on  joint  les  extrémités  de  deux  rayons  pa- 
rallèles et  dirigés  en  sens  contraire  CR  et  G' R,  par  une  droite 
RR. , cette  droite  passe  toujours  par  un  autre  point  O'  situé 
entre  les  de<ix  centres  sur  la  droite  GG';  car  les  deux  trian- 
gles semblables  GRO'  et  G' R, O'  donnent  la  proportion 

R : R'  : : GO'  ; G'  0' , - d’o  ù R + R'  : R : : GG'  : CO' . 

Gettç  dernière  proportion  montre  encore  que  la  distance  CO' 
est  constante,  et  qu’ainsi  le  point  O'  est  fixe.  , . 

Corollaire.  — On  conclut  de  là  que,  quand  il  est  possible  de 
mener  une  tangente  extérieure  TT',  commune  à deux  cercles 
iC)  et  (G'),  cette  tangente  passe  nécessairement  parle  pointO. 
En  effet,  les  rayons  CT  et  GT',  étant  alors  perpendiculaires  à 
une  même  droite  TT',  sont  parallèles  entre  eux.  Pareillement, 


• Digitized  by-Çoogl 


DE  GÉOMÉTRIE  SYNTHÉTIQUE.  3 

s’il  esl  possible  île  mener  une  langenle  inlérieure  H'  commune 
aux  deux  cercles,  elle  passera  nécessairement  par  le  point  O', 
car  les  rayons  Ciet  C'  correspondants  aux  deux  points  de  con- 
tact t et  t',  sont  parallèles  entre  eux  comme  perpendiculaires 
à une  même  droite  //',  et  dirigés  en  sens  contraire.  Par  suite, 
les  deux  points  O et  O'  sont  les  points  de  concours  respectifs' 
des  tangentes  extérieures  ou  intérieures  communes  aux  cer- 
cles (C)  et  (G'),  quand  ces  tangentes  sont  possibles. 

Scolie. — On  doit  remarquer  que  les  points  O et  O'  existent 
quelle  que  soit  la  position  relative  des  deux  cercles  (G),  (G'), 
et  que  ces  points  seront  toujours  donnés  par  la  construction 
indiquée  ci-dessus  (t).  .i' 

Lemme  gCnéral. 

'Deux  triangles  ABC  et  abc  à côtés  respectivement  parallèles 
sont  tels,  que  si  l’on  joint  deux  à deux  les  sommets  homolo- 
gues A tt  a,  B et  b,  G et  c par  des  lignes  droites,  ces  droites  se 
coupent  toutes  trois  en  un  même  point. 


Fig.  a.  Fig.  3. 


En  effet,  les  deux  triangles  AEG  et  abc,  ayant  leurs  côtés  ho- 
mologues parallèles,  sont  semblables,  et  l’on  a la  proportion 

\ \ 

AB  : flfr  : ; B(]  ; te  ; ; AC  ; flc. 

Mais  la' droite  BG  étant  parallèle  à te,  on  a aussi 
BO;  tO;;  BC:te:;  AB:et, 

(*)  A l’exemple  d’Euler  et  de  Monge,  on  aurait  pu,  dans  ce  Cahier, 
appeler  lea  points  fixes  O et  O'  centres  de  similitude  des  deux  cercles, 
déaominalion  indépendante  des  conditions  de  réalité  des  tangenles  com-  ' 
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d’où,  par  Id  théorie  des  proportions, 

nOip/>O:B0::  AHipni:  AB  on  BA:BO::ABrf:oA:  AB. 

De  plus,  si  l’on  appelle  0'  le  point  inconnu  où  la  troisième 
droite  \n  rencontre  Bè,  on  aura  également 

BO':èO';:  AB;«6, 

et,  par  conséquent, 

' BO'ip:èO':BO';:ABqzaè:AB'  ' 

ou  , - 

Bè:BO';:  ABq::rtè;AB.  ’ , . 

En  comparant  cette  dernière  proportion  avec  celle  déjà  ob- 
tenue, on  en  conclut  que  B0'=  BO,  et  qu’ainsi  les  trois  droites 
en  question  passent  par  le  même  point  O.  Il  est  inutile  sans 
doute  de  faire  observer  que  le  signe  supérieur  est  relatif  à la 
' J^S-  2,  et  le  signe  inférieur  à la  Jig.  3. 

• ; 

Paoposnio.N  II.’ 

K(atil  donnés  sur  mi' plan  trois  cercles  (C),  (C',)  et  (C"); 
soient  menées  à ces  cercles, r en  les  considérant  deux  à deux, 
les  tangentes  extérieures  et  intérieures  qui  leur  sont  communes, 
elles  déterjnineront  par  leurs  rencontres  respectives,  les' six 
poi^nts  0,.0, , O',  0'|,  0",  (>”,  : ou  hien,  ce  qui  est  plus  général, 
soient  déterminés  pour  chaque  couple  de  cercles  en  particulier, 
les  deux  points  où  se  coupent  les  droites  menées  aux'  extré- 
mités de  deux  rayons  parallèles  quelconques,  dirigés,ulans  le 
même  sens  ou  en  sens  con  traire  ; on  obtiendra  de  la  sorte  six 
points,  qui  Sont  les  mêmes  que  les  précédents,  lorsque  les  tan- 
gentes communes  sont  possibles. 

'Cela  posé,  les  trois  points  0,  O',  0"  seront  situés  sur.  Une  ^ 


rmines  à ces  cercles;  mais  une  telle  génoralisalion,  ici  sans  motifs  bbli- 
géS,  inconnue  au<  anciens  et  à leurs  sévères  et  logiques  imitatcurs  Vièle, 
Pascal,  Fermai,  etc.,  n’entrait  niillemént  clans  les  iiJées  et  les  intentions  - 
J do  l’auteur,  attendu  qu’elle  cesse  d^tro  exacte  pour  le  cas  des  sections 
coniques  et  de  toute  figure  qui  peut  être  considérée  comnae  la  projection 
centrale  ou  perspeclKe.,  plane,  d’un  système  de' cercles  quelcclnque. 
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même  ligne  droite  ; paieille  chose  aura  lien  pour.  l«  système  des 
trois  points  O,  O',  et  ü", , pour  celui  des  points  O',  O,  et  O'',  .ét 
enfin  pour  celui  des  points  U",  <),  e/  O', . • 


Considérons  d^abord  le  syslèiné  «les  i)oinls  O,  O'  ”01  ü".  Si 
l’on  mène  les  trois  rayons  parallèles  CR,  C'R'  et  C"R",  et  qu’on 
joigne  leurs  extrémités  deux  à deux  par  des  lignes  droites,  la 
droite  R'  R"  passera  par  le  point  O,  la  droite  R"  R par  le  point  O'y 
et  la  droite  RR' par  le  point  ü".  Soit  menée  de  plus,  par  le  cen- 
lYe  C",  la  droite  C"X  parallèle  à tlC',  et  par  l;e  point  R"  la  droite 
R"X  parallèle  à RR';  cés  deux  droites  se  rencontreront  eu  un 
certain  point  X.  ' - • 

Cela  posé,  puisque  les  triangles  CRO"etC"R"X.  ont  leurs 
côtés  respectivement  parallèles,  lès  trois  droites  CC",  RR"  et  ' 
0"X,  qui  joigncirf  deux  à deux, les  sommets  homologues,  con- 
courent en  un  point  O',  l’areillemenl,  les  deux  triangles  C'R' O" 
et  C"R"X  ayant  leurs  côtés  respectivement  parallèles,  les  trois 
droites  C'C",  t\'R"  et  0"X  convergeront  en  un  même  point  0/ 
Donc  0 et  O'  sont  à la  fois  situés  Sur  la  droite  O"  K ; donc  les 
, trois  points  0,0'  et  0".sont  sur  une  même  ligne  droite;  comme 
il  s’agissait  de  le  démontrer.  > . , ^ ^ . 

On  peut  prouver^iout  aussi  facilement  que. les  jtoints  0,  O', 
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el-O'i  sont  en  ligne  droite.  En  effet,  les  rayons  CR,  C'  R',  et  C''R' 
ayant  été  menés  parallèlemeiH,  et  leurs  extrémités  respectives 
ityant  été  jointes  par  les  droites  R', R',,  R’  R d RR',,  qui  déter- 
minent les  points  O,  O',  et  ü' , si  l’on  mène  par  R’  une  paral- 
lèle à RR',,  elle  coupera  la  droite  .rC"X,  menée  parle  centre 
C"  parallèlement  à C(7,  on  un  point  x,  et  le  triangle  C"R'jr 
aura  ses  côtés  respectivement  parallèles  à ceux  des  triangles 
C'R',0';  et  CRO',. 

De  là  on  conclut;  i",  que  les  trois  droites  R', R”,  C'C"  et  O'x 
passent  par  un  même  point  O,  et  2°,  que  les  trois  autres  droites 
RR’, , CC"  et  O"  X,  dont  la  dernière  passe  déjà  par  ü,  se  coupent 
toutes  trois  en  un  même  point  O',  ; donc  la  droite  O'  x renfer- 
mant à la  fois  le  point  O et  le  point  O',,  les  trois  points  O,  O', 
et  O’  sont  situés  sur  une  même  ligne  droite. 

On  prouverait,  de  la  même  manière,  que  les  trois  points  O', 
O,  et  O"  sont  situés  en  ligne  droite,  aussi  bien  que  les  trois 
points  O",  O,  et  O', . - ' 

Scolie.  — La  proposition  précédente  subsiste  quelle  que 
soit  la  position  relative  des  cercles  (C),  (C)  et  (C"). 

On  peut  remarquer,  de  plus,  que  les  côtés  opposés  des  deux 
triangles  CC'C"  et  0,0',  O"  se  coupant  respectivement  en  trois 
points  0,  0'  et  0"  situés  en  ligne  droite,  les  trois  droites  CO,, 
,C'0',  et  C"0"  qui  joignent  leurs  sommets  opposés  passent  par 
un  même  point  I. 

Cette  proposition  pourrait  être  directement  établie,  mais, 
comtrie  elle  est  étrangère  au  sujet  qui  nous  occupe  ici,  je 
n'en  donnerai  pas  la'démonstration. 

- ' ' Proposition  III.  ’ . 

Étant  donnés  deux  cercles  (C)  et  (C')  et  les  deux, points  f) 
et  0',  déterminés  comme  ci-desSus  : • . _ 

I®  Si  par  le  point  0 [fig-5)  on  mène  deux  sécantes  quel- 
conques OR  et  OR',  lesquelles  rencontrent'  eu  huit  points  les 
deux  circonférences,  les  quatre  points  intérieurs  R;  R',  r,' 

seront  situés  sur  un  même  cercle,  et  il  en  sera  ainsi  des  quatre 
points  extérieurs  R, , R',  , r,  r' . -, 

7."  Si  par  le  point  0'  [fig-  6)  on  mène  également  deux  sé- 
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cantes  O' R et  O' R',  coupant  en  huit  points  les  cercles  donnés, 
les  quatre  points  R,  R',  r,>  r\,  dont  deux  sont  intérieurs  et  deux 
extérieurs,,  seront  sur  un  même  cercle.  H en  est  de  même  des 
quatre  autres  points  \\,,  R',,  r,  r' . : 

Considérons  d’abord  le  premier  cas.  Puisque  le  point  0 est 
celui  où  passent  toutes  les  droites  menées  aux  extrémités  de 
deux  rajons  parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens,  les 
rayons  CR,  CR',  CR, , CR',  sont  respectivement  parallèles  aux 
rayons  C'r,  C'r',  C' /,  et  C' , et  par  conséquent  les  arcs  RR', 
RR,,  interceptés  parles  premiers  rayons  sur  la  circonférence  (C), 


Fig.  5. 


-soûl  d’un  même  nombre  de  degrés  que  les  arcs  rd,  rr,,  inler- 
' ceptés  sur  la  circonférence  (C'}>  par  les  rayons  parallèles  aux 
premiers.  ^ - 

De  là  on  peut  conclure  que  les  deux  triangles  O /■,/,  etORR' 
sont  semblables;  car  ils  ont  d’abord  un  angle  commun  en  O; 
de  plus,  l’angle  en  R',  qui  a pour  mesure  la  moitié  de  l’arc 
RR'R'i,  est  égal  à l’angle  en  r,,  qui  a pour  mesure  la  moitié 
de  l’arc  »r'r, . Par  suite,  en  comparant  les  côtés  homologues, 
on'aura  la  proportion  ... 

' • . , 0IU:0R::0/-,  :Or',  ; 

d’oii  l'on  tire.  • ' ' - ' ' ' 

OR'  XOc',  =ORXOr,. 

Donc  si  par  les  trois  points  r,,  r\,  R'  on  faisait  passer  une  cir- 
conférence de  cercle,  elle  passerait  nécessairement  aussi  parle 
quatrième  R.  . - - 

Si,  au  lieu  des  deux  triangles  ORR'  et  Or,  r', , on  avait  consi- 
déré les  deux  triangles  OR,  R',  et  O rr',  on  ciit  démontré,  de  la 
même  manière,  que  ces  triangles  sont  semblables;  d’où  l’on 
aurait  conclu  tineOR,  X Or  ^ OD';X  Or','  et  par  conséquent 
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que  les  quatre  poiirts  R„  R',,  r,  r'  sont  comme  les  premiers, 
, sur  une  même  circonférence  de  cercle. 

Considérons  iiiaintenanl  le  second  cas,  oii  il  s’agit  du  point 

' ■ ■ ' ■ ■ • Fie.  fi. 


ü'.  Ün  démontrerait,  comme  tout  à l’Iieuie,  (|ue  les  arcs  RR',  . 

RH„  etc.,  sont  respectivement  d’un  même  nombre  de  degrés- 
que  les  arcs  rr',  r/-,,  etc.;  de  là  on  conclurait  encore  que  les 
triangles  O' RR'  et  0'r,r'| , opposés  par  le  sommet  O',  sont  sem- 
blables et  qu’ainsi  on  a la  proportion  . • 

0'R;0'R':;0'c',  :(//■„  ’ ' - - ; ’ 

d’où  l’on  tire  • ■ ■ ' ~ ' 

O'Rx  O'r.  = O'R'xO'c',.  • - ..  ■ ^ 

On  voit  par  là  que  les  quatre  points  R,  R',  Ci^et  /■',  sont  tous 
sur  une  même  circonférence  de  cercle,  et  l'on- démontrerait  la  ; 
même  chose  et  de  la  jnème  manière  à l’égard  des. quatre  autres  • - 
points  R|,  R', , r,  r'.  ' ' 

♦ 's  . V • 

Corollaire  /.  — On  conclut  de  ce  (|ui  précède,  tjue  tout 
cercle  q.^ui  touche  les  cercles  (C)  et  (C')  à la  fois  intérieure-  • . 
ment,  ou  à la  fois  extérieurement,  a ses  deux  points  de  con- 
tact situés  sur  une  même  droite  passant  par  le  point  O [fig.  S]  ; - ' 
car  si  l’on  imagine  que  les  deux  sécantes  OR  et  OR'  se  cop-^ 
fondeiit,  il  est  clair  que  le  cercle  qui  passait  par  les  points 
R,  R';  r„'r',  touche  les  cerefes  (C)  et  (O)  aux^doubles  points  ' 

RR' et  et  r, r, . . .. 

Pareille  chose  a lieu  encore  par  rapport  au  second  cercle  qui  . 
passe  par  les  quatre  points  R,,  R', ,,  r, /•',  - , j . 

Corollaire  //.  ^ De  mème  (^^.  6),  tout  cerclé  qui  touche 
^ les  deux  cercles  (C)  et  (C'),  l’un  intérieurement  et  l’âuire. 
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ôxlérieurement,  a ses  deux  points  de  coniacl  situés  sur  une 
droite  unique  passant  par  le  point  O'. 

- Scoiié  I.  — On  peut  remarquer  {Jig.  5)  <|ue  les  cordes  K,  R', 
et  »i  /■', , RR'  et  rr'  sont  respectivement  parallèles,  et  que  pareil-  ; 
lêment  les  cordes  RR'  et  rr',  R,  R',  et  rr',  sont  aussi 

parallèles  l’une  à l’autre.  - . ' 

Scolie  II.  — Ôn  peut  remarquer  encore  ((ue  les  tangetiles  = 
en  R et  r,  R,  et  r,  de  la  Jig.  5,  sont  parallèles  chacune  à clia- 
cune,  aussi  bien  que  les  tangentes  menées  respectivement  aux  ; 
points  R et  r,  R,  et  r,  de  lay/g".  6.  . 

Scolie  III,.  — Quand  il  sera  possible  de'  inener  des  tan- 
gentes  communes  OtT  extérieures  aux  deux  cercles  (Cy  et 
(C')  {Jig.  5),  on  aura,  pbur.üne  mémo  séc.ante  OH,  , ^ 

ORxOr,  = OTxO/,  OR,x0r=OTx0t, 

et,  par  suite,  ' . ■ - 

bRxOr,  = ORxOr.  ' 

Pareillejnénl  [Ji^.  6),  quand  il  sera  possible  de  mener  deux  » ' ,• 
tangenies  communes  ?0'T,'  intérieures  aux  deux  cercles  (£)•  . 


I 


lo  r CAHIER.  - LEMMES 

les  parties  \x  et  x'  interceptées  sur  les  tangentes  intérieures 
par  les  tangentes  extérieures,  sewnt  égales  aux  parties  T t et 
T'/',  comprises  entre  les  points  de  conCuct  extérieiws.  P-areil- 
lement,  les  parties  \x'  et  \' x,  interceptées  sur  les  tangentes 
' extérieures  par  les  deux  tangentes  intérieures,  seront  aussi 
égales  entre  elles  et  aux  parties  B0,  h'O'  comprises  entre  les 
points  de  contact  intérieurs. 

. En  effet,  on  a évfdemmonl  ■ ' • ' 


et 


Xa:  = X0  + 0x=\T-l-T'Ær 
Xa:=  X04-6a:=  X/ -4- 

«loue  si  l’on  ajoute  ces  deux  valeurs He  \x,  on  aura 
7.\x  — XT  4-  X/  + T' JT  -h  t'x  ^ -x'V-t, 


donc  aussi 


Xa:=X'x'  = T<:=:'r/': 


I 


•premier  point  qu’il  s’agissaU  de  démontrer.  / ; ' , . ' 

On  a évidemment  aussi  • " , , . 

Xi^'=T/  — TX— /.r'  et  ï/  = X'.t'  = 0"0'-4-X'h'4-V,0'. 

J 

ou,  puisque  , . . 

• V ■ . . * *■ 

r ‘ X'e'=:X0  = TX,  T<  = 0'0'-i-TX-t-/j;'.  • • .• 

Substituant  dans  la  première  équation  pour  T/  sa  valeur,  on 
aura  enfin  . \ , ” . ' _ • - • • 

' Xæt.'^0'0'-  •’  ■ 

et,  par  conséquent,  ' ■ • ’ 

. < ‘ Xar'=  X'ar  = 0'0' = 00.  ■ ‘ 

* * ^ * •*  . 
Corollaire.  — On  peut  conclure  de  là  que  foules  les  parties 
XT,  X0,  ,v' t,  x'i' , etc.,  sont  égales  entre  elles;  car,  par  exem- 
ple, on  a 

\0=\h_1_hO  et’  \t  = \x'-^k't,  ■ .- 
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Donc,  puisque  e9  = Xar'  ei \0  = X<,  on  a aussi 

**•■*.  <^  V * • 

Proposition  V.  . . i. 

Soient  deux  cercles  quelconques  (C)'e/  (C'};  si  par  le  point  ^ ' , 

O déterminé  comme  ci-dessus,  on  tire  une  sécante  0/T,  qui 
' coUpe  [Ji^.  8j  ces  cercles  en  quatre  points,  et  qu’on  mène  aux  _ . 

■'  deux  points  extérieurs  deux  tangentes  Ta  et  ta.,  celles-ci  se 
' couperont  en  un  point  a,  qui  sera  à égale  distance  des  points  T 
et  i.  Pareillement,  si  par  les  deux  points  intérieurs  T'  et  t'  on 
mèi^i^^^tngentes  T'a'  et  t' a'  se  doupant  en  a',  les  distances 
seront  égales  entre  elles. 

Si  if^méme,  par  le  second  point  O'  [fig'.  q),  on  mène  une 
autre  sécante , et  qu’on  exécute  les  opérations  correspondantes. 


En  efTet,  il  résulte  du  Cbroll.  I de  la  Proposition  III,  que  l’on 
peut  mener  par  les  points  T et  t un  cercje  qui  touche  à la  foi.s  . 

les  deux  cercles  (C)  et  (C'};  donc  les  deux  tangentes  Ta  et  ta, 
qui  appartienneni  à ce  cercle,  sont  égales  entre, elles.  Pareille 
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chose  a lieu  à l’égaid  des  poîiils  itilérieurs  T'  et  car  on  peut 
mener  par  ces  deu\  points  un  cercle  (|ui  louçbe  à la  fois  les 
cercles  (C)  et  (</). 

i"'C-  9- 


De  même,  si  par  le  point  ü'  on  mène  une  sécante  (juclcon-  , 
que  O'T,  qui  coupe  les  deux  cercles  (C)  et  (C')  en  quatre  .'  ' 

,, points  T,  T',  t,  l',  il  est  clair  (Coroll.  Il,  Drop.  III)  (jue  l'on 
peut  mener  par  les  deux  points  T et  t un  cercle  tangent  à la 
fuis  aux  deux  cercles  (Ç)  et  (C'),  e4  qu’ainsi  les  deux  tangentes  ' 

Ta  et  ta,  qui  appartiennent  en  même  temps  à ce  cercle  et  aux 
cercles  (C)  et  (C'),  seront  égales.  Pareille  chose  encore  a lieu.  ' 
à l’égard., des  tangentes  T'a' et /'a'.  „ 

Scolie.  — On  peut  remarquer  H)  que  si  l’on  prolonge  , . 
les  quatre  umgenies  Ta  et  T'a',  ta  et  t' a',  jusqu’à  letirs  ren- 
contres' respectives  en  p et  p',  la  droite  (|ui  joint  ces  deux  points  ' • 
passera  par  le  point  O.  En  effet,  il  est  visible  que.  si  l’oti  joint  ' 
ces  points  respectivemcni  aux  centres  C'ei  ('.',  les  droites  Cp 
et  C'p''sont  parallèles^  et  qu’ainsi  les  deux  triangles  CpT  et 
■ G'p't'  ont  leurs. cotes  honiolognes  parallèles;  dloù  l’on"  peut 
conclure  {Lemme  général)  (jueles  trois  droites  pp',  Tt'  et  C(7 
concourent  en  un  même  point  O.  . ‘ 

On  démontrerait  pareillement  que  la  droite  pp'  [Jig.  ^]  passe' 
par  le -point  O'.  ... 

’ ' ■ PROPOSITIO.X  ,\T . ■ ■ ■ ■ ) ■ _ 

Le  lieu  de  touit  les-points  a,  tels  que  les  quatre  tangenteSaï, 
aT,  at,  at',  menées  pur  l^un  quelco'miue  d'eutee  eux  à deux 
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cercles  ((')  e('[C.'),  sont  égales  entre  elles,  est  une  droite  LM  per- 
pendiculaire  à la  ligne  des  centres  CC',  eti]i(i  est  la  corde  com- 
mune Â ces  cercles  quandils  se  coupent  {*}. 

Fig.  >o.  ■ , . 


En  effet,  si  l’on  joint  le  point  a,  considéré  dans  nne  de  ses 
"positions,  aux  centres  C et  C',  par  les  droites  Ca, T/a,  il  est 
clair  qu’on  aura 

r ' , ^ . 

= ^ Ta  = /a, 

on,  si  l’on  -appelle  le  rayon  CT,  R,  et  le  rayon  C t,  r, 

■/  . ' . Ca  = R’  -4-  l’a  , 'C'a  = c’  +•  ’l  a . 

Cela  pose,  si  l’on  abaisse  du  point  a'  stir  CC',  la  perpe.rfdicu-- 
laire  al),  on  aura  évidemment  dans  le  triangle  CaC', 

■'  C^’  = (^'Vc^’  — aCC'xC'l). 

Substituant  pour  Ca  et  C'a  leurs  valeurs  dans  cette  dernière 
expression,' il  viendra  . ..  , . , 

, • Ri==;-’+CC'— aCC'X  C'D.  - 


(*)  Coite  proposition,  en  .'elle-mônae  fort  remarquable,  a été  rangée 
dans  cos-dernières  années,'  gratuitement  peut-être,,  au  iiômbro_  des  pà-- 
W.rmc.ï'd'Euclidç,  dont  on  trouvera  dans  le  second  volume  de  cet  écrit,  quel- 
ques données  tradnites  de  divers  ouvrages  anciens  pi  conitnentéés,  par 
rauteur,j,gu  milieu  des  loisirs  que  lui  avait  faits  la  paix  dm  i8t5.  Ici  en- 
core,'en  yué  de  généraliser,* on  aurait  pu  nommer  la  droite  LM,  næe  de 
similitude  des  deux 'cercles^  axe  d’égales  tangentes,  ou  lui  appliquer 
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Toutes  les  longueurs  qui  entrent  dans  celte  équation  étant 
constantes,  à rexception  de  C'D  qui  est  inconnue,  on  voit  que 
cette  ligne  doit  être  aussi  constante;  ainsi,  quel  que  soit  le 
point  a que  l’on  considère,  ce  point  sera  toujours  situé  sur  la 
perpendiculaire  élevée  au  point  I). 

Il  n’est  pas  difficile  de  voir  que,,  quand  les  deux  cercles  sé 
coupent,  la  perpendiculaire  l)a  est  la  corde  commune  à céscer- 
.ejes.  Car,  si  par  un  de  leurs  points  de  rencontre  on  mène  une 
tangente  au  cercle  C et  une  tangente  au  cercle  C',  leur  inter- 
section se  confondra  avec  le  point  commun  de  contact,  et 
par  conséquent  les  distances  aT  et  «/  seront  égales  en  ce 
point,  comme  nulles  toutes  deux.  Il’ en  est  de  même  pour 
le  deuxième  poirtt  d’intersection  des  cercles  (C),  (C');  donc 
ces  points  appartiennent  au  //er/ des  points  «. 


Fi{^.  M. 


Au  reste,  on  peut  le  démontrer  directement.  - " 

En  effet,  si  l’on  Joint  le  point  1 d’intersection  des  deux  cercles 
aux  centres  C et  C'  par  les  droites  CI  et  C'I,  et  qu’on  abaisse  sur 
CC'  la  perpendiculaire  ID,  qui  sera  la  corde  commune,  on  aura 
évidemment  dans  le  triangle  CIC' 

. ■ ci’=:CC'Vcn’  — 2CC'xC'I>-  / 

ou  , ' ■ . 

R>=:  r=-t- CC'’ - aCC' X C^D. 


telle  autre  dénomination,  française,  grecque  ou  latine,  ayant  ou  non  fait 
fortune  plus  tard.  Mais,  par  les  motifs  d(ÿà  indiqués  dans  une  précédente 
note,  l’auteur,  voulant  dès  lors  admettre  e.\plicitement  la  /«/,  le  principe  de 
eonrimiiié,  sauf  à l’approfondir,  le  jrisfifier  ultérietiremént,  a dûs’ebstenir 
dlemployer  dos  épltliètes  susceptibles  de  devenir  complètement  fausses  ou 
illusoires  pour  les  systèmes  de  sections  coniques,  . . ” 
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(%'tle  dernière  équaiion  doiuiam  pour  la  disiaiice  C'ü  la 
même  év|>ression  (|ue'celle  oblciuic  précédemmenl  pour  un 
point  quelconque  a de  tangentes  égales,  le  lieu  des  points  a 
passe  par  les  points  I et  I',  et  se  confond  par  suite,  avec  la  corde 
commune  aux  deux  cercles. 

Coro/fatVe.  — Quand  les  cercles  (C),  (C')  se  coupent,  la 
droite  LM  est  très-facile  à construire,  puisqu’elle  est  leur 
corde  commune;  mais  quand  ils  ne  se  coupent  pas,  la  même 
construction  n’est  plus  possible;  cependant  la  droite  LM  existe 
toujours.  Pour  la  construire,  on  se  servira  de  la  propriété  géné- 
rale dont  elle  jouit  indépendamment  de  la  position  relative 
des  deux  cercles.  . . 


Pour  cela,  om  élèvera  aux  deux  points  R et  R',  sur  la  ligne  des 
centres  CC',  deux  [Terpendiculaires  RF  et  R'F',  qui  seront  en 
même  temps  tangentes  aux,  cercles  respectifs  (C)  et  ((>');  on 
prendra  sur  ces  perpendiculaires  des  distances  égales  RF  et 
R'F',  et  des  points  C et  G'  comme  centres  avec  GF  et  G'F'  pour 
rayons,  bn  décrira  deux  circonférences  qui  se  couperont  aux 
points  L et  M situés  sur  la  dioite  Cherchée;  car;  par  exemple, 
il  est  évident  que  les  tangentes  LT  et  LT'  partant  du  |)oint  L,  .. 
sont  respectivement  égales  aux  tangentes  R'F  et  RE’',  et  par 
conséquent  égales  entré  elles. 

Scolie  /.  — On  peut  regarder  In  droite  LM  comme  la  corde 
commune  aux  deux  cercles  G et  G',  même  quand  ils  ne  se  cou- 
pent pas,  car  ce4te  droite  jouit,  à l’égard  dê  ces  cercles,  des  - 
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mêmes  propriétés  générales,  soit  que  les  deux  cereles  se  cou- 
- peut  ou  qu’ils  ne  se  coupent  pas.  , 

Seolie  II.  — < D’après  la  l’ropos.  V [fig.  S ei  9],  les  droiiès  T/ 
ei  ï'/'  passent  dans  toutes  leurs  positions  par  un  môme 
point  0;  pareillement,  les  droites  Tt'  et  li't  passent  aussi  dans 
toutes  leurs  positions  par  un  même  point  0'.  De  tout  cela  on 
peut  conclure  la  proposition  suivante  : ' 

Proposition  ^’II. 

Soient  (G)  et  (G')  [ftg.  8 et  9),  deux  çercles  de  position  ar- 
bitraire; 0 et  0'  les  deux  points  déterminés  comme  ci-dessus  ; 
ÔT  une  sécante  quelconque  menée  par  le  point  0 et  qui  coupe 
les  deux  cercles  ((i)  et  (G')  aux  quatre  points  T,  T',  t,  t'  ; les 
tangentes  menées  aux  cercles  en  ces  points  formeront  parleurs 
intersections,  le  parallélogramme  «{ia'p'.  Cela  posé,  si  l'on  fait  - 
tourner  la  sécante.  OT  autour  du  point  ()  [Jig.^],  les  deux 
points  a et  a.'  parcourront  dans  leur  mouvement^  c/tarun  en 
particulier,  une  même  drpite  a a'  ou  LM  perpendiculaire  à GG', 
et  qui  pourra  être  considérée  comme  la  corde  commune  à ces 
deux  cercles,  soit  qu’ils  se  coupent  ou  ne  se  coupènt  pas. 

Pareillement,  si  par  le  point  O'  [fig.  Ç))  pn  mène  une  sé- 
cante O'T  qui  coupe  le  système  des  deux  cercles  en  quatre 
points  T,  T',  t et  t',  et  qu’on  exécute  à l’égard  de  ces  points  la  ■' 
même  construction  que  précédemment,  ce  qui  donnera  un  pa- 
rallélogramme apa'p',  les  deux  points  CH  et  tC parcourront  en- 
core cette  unique  droite  LM  quand  on  fera  tourner  la  sécante 
O'T  autour  du  point  0'.  ■' 

Seolie  J.  — Ges  deux  propriétés  fournissent  le  moyen  de' 
construire,  dans  tous  les  cas  possibles,  la  droite  LM  au  moyen 
des  points  0 et  O'.'  , 

/ •*  '1 

' Seolie  II.  — Ori  se  rappellera  auÿsL  (Scolies  de  la  Proposi- 
tion V)  que  les  droites  désignées  par  pp',  dans  les  fig.  8 et  9,- 
passefit,  danstouGes  leurs  positions,  l’une  par  le  point  O^  râutre 
'par  lé  point  0'.  ‘ . ,,  v . ‘ 
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Proposition.  Vlll. 

Soient  trois  cercles  quelcon^es  (C),  (C')  e/  (C"),  qui  se  cou- 
pent [Jlg.  i3),  ou  ne  se  coupent  pas  [fig.  i4).  trois  cordes 
LM,  L'M',  L"M",  communes  à ces  cercles  considérés  deux  à 
deux,  passent  par  un  même  point  K (*  )• 

Fi(j.  i3.  /'  '' 


Considérons  d'abord  le  cas  où  les  trois  cercles  se  coupent,  et 
faisons  pour  un  moment  abstraction  du  cercle  ( C"),  en  conser- 
vant cependant  la  corde  LM.  Appelons  K le  point  où  cette 
corde  rencontre  la  corde  L"M",  on  aura  évidemment  [Jig.  i3] 

KM  X KL  ='kM"x  KL".  ' f 

Si,  par  le  même  point  K et  par  le  point  M',  on  mène  une  sé- 
cante KM'  dans  le  cercle  (C),  elle  coupera  ce  cercle  en°un  autre 
point  que  j’appelle  L',  et  l’on  aura  évidemment,  puisque  les 
droites  KM"  et  KM'  sont  sécantes  d’un  même  cercle  (C), 

KM'  X KL'  = KM"  X KL"  ; 
donc  . - 

KM'xKL'  = KMxKL. 

^ Cette  dernière  équation  fait  voir  que  les  points  M,  L,  M'  et  L' 

(*)  H est  pou  nécessaire,  sans  doute,  de  rappeler  ici  que  ce  remar- 
quable théorème  et  celui  de  la  Prop.  XI  ont  été  déduits,  par  Monge, 
do  considéré  bons  fort  élégantes  do  géométrie  intuitive  dans  l'espace, 
dont  la  généralité  et  la  rigueur  furent  contestées  par  des  esprits  diffidles 
dès  l’époque  de  1808. 

. ' t.  ■ . . . Z 


• Digilized  by  Google 


iK  ' r (’.AIHER.  - I.KM.MJ-.S 

sont  situas  sur  uni*  inêinc  cirronrérencc  de  cercle.  Donc,  puis- 
que le  cercle  (C")  passe  par  les  trois  points  L,  M et  M',  il  passera 
aussi  par  le  quatrième  point  L';  rl’oii  l’on  peut  conclure  réci- 
proquement qire  si  ce  cercle  est  tracé,  les  trois  C(5rde,s  LM, 
L'M'  et  L"M"  passent  par  un  même  point.  ■ , 

- Fi«.  I '|.  ' • . . 


Supposons  en  second  lieu  [fig.  i4)  que  les  trois  cercles  ne 
se  coupent  pas,  et  soient  L"M"  et  L'M'  les  cordes  imaginaires 
communes  aux  deux  cercles  (C)  et  (C'),  et  aux  deux  cercles 
(C)  et  (C")  ; soit  K le  point  où  elles  se  rencontrent,  il  est  clair 
que  si  par  ce  point  on  mène  une  tangente  à chacun  des  trois 
cercles,  les  deux  tangentes  KT  et  KT'  seront  égales,  comme  ap- 
partenant à la  droite  L"M";  pareillement  les  deux  tangentes 
KT  et  KT"  sont  égales,  comme  appartenant  à la  droite  L'M'; 
donc  la  tangente  KT'  est  égale  à la^  tangente  KT",  et  par  suite 
le  point  K,  commun  aux  deux  droites  L'M'  et  L"M",  appnr- 
• tient  aussi  à la  droite  LM.  Ces  trois  droites  se  coupent  donc  en 
un  même  point  K. 

Scolie  I.  — On  voit  par  là  que  les  droites  LM,  L'M'  et  L"M" 
se  Comportent  de  la  même  manière,  soit  (pie  les  cercles  se 
coupent  ou  qu’ils  ne  se  coupent  pas.  La  même  cljose  aura  lieu 
, toutes  les  fois  qu’il  ne  s’agira  que  de  propriétés  qui , ainsi 
-que  la  précédente,  ne  sont  relatives  qu’à  la  position  des  trois 
droites;  la  raison  de  ce  fait  consiste  en  coque  ces  droites  sont 
liées  aux  cercles  (C),  (C')  et  (C")  par  une  condition  indépen- 
dante de  la  valeur  absolue  de  leurs  rayons  et  de  leurs  posi- 
tions relatives  (Prop.  Vil). 

. ' ' •/  ’ • 
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Scolie  II.  — La  proposition  précédente  subsiste  quand  deux 
ou  trois  des  cercles  (G),  (C'),  (C")  se  touchent  ; les  cordes 
communes  deviennenlalors  les  tangentes  aux  points  communs. 


PROI’OSITION  IX. 

Le  lieu  de  tous  les  points  a.  pour  lesquels  la  distance  aC'  à un 
point  fixe  G'  est  égale  à la  tangente  a T menée  à un  cercle  G, 
est  une  droite  LM,  perpendiculaire  à celle  qui  passe  par  le 
centre  C et  par  le  point  G'. 


Fig.  i5. 


Gette  proposition  n’est  qu’une  conséquence  de  la  Proposi- 
tion VI;  car  si  l’on  imagine  [fig.  10),  que  le  cercle  (G')  dont  il 
s’agissait  alors,  se  réduise  à un  point,  il  est  clair  que  la  tan- 
gente a / à ce  cercle  deviendra  simplement  une  droite  aG',  pas- 
sant par  son  centre  G'.  Mais  on  peut  la  démontrer  directement 
de  la  même  manière  que  la  Prop.  VI. 

En  effet,  le  triangle  GaG' donne 

GÏ; ’ = (ÿï’ -H  G(ÿ * — 3. GG' X G' D ; 
or,  K étant  le  rayon  de  (G), 

+ Ti' = R» -H  ; 

donc  on  a simplement 

R>=ÔÏ'’  — aGG'  XG'D. 

D’où  l’on  voit  que  C'D  est  constant,  et  que,  par  conséquent, 
r.  a*. 
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tous  les  points  a sont  placés  sur  une  même  perpendiculaire  à 

la  droite  CC',  élevée  par  le  point  D (*). 

Proposition  X. 

Étant  donnés  un  cercle^  [C)  et  une  droite  LM  quelconques 
[fig.  i6),  soient  menées  au  cercle  par  un  point  a de  cette  droite 
deux  tangentes  aT  et  aT',  ce  qui  déterminera  une  corde  de 
contact  TT';  si  l’on  fait  parcourir  la  droite  LM  par  le  point  a., 
la  corde  TT'  passera  dans  toutes  ses  positions  par  un  même 
■point  L _ . . ^ 

l’ig.  i<i  '• 


En  effet,  si  du  point  a comme  centre,  avec  la  tangente  aT 
comme  rayon,  on  décrit  une  circonférence  de  cercle,  elle  cou- 
pera la  droite  CD  perpendiculaire  à LM,  en  deux  points  C'  et  c' 
qui  seront  les  mêmes,  quel  que  soit  le  point  a qu’on  ait  choisi. 
Car,  si  l’on  considère  un  autre  point  a,  et  que  de  ce  point  on 


(*)  Cette  proposition  et  quelques-unes  de  celles  qui  suivent  ou  qui  pré- 
cèdent, ont  dà  aussi  être  connues  des  anciens,  d’Euclide  notamment, 
sous  le  nom  de  Porismcs,  dont  le  sens,  aujourd’hui  controversé  encore,  ' . ' 
est  si  singulièrement  obscurci,  tronqué  peut-être  et  amoindri  dans  les 
énoncés  des  171  Théorèmes  et  des  38  Lemmes  principaux  du  livre  pré- 
cieux de  Pappus,  tant  et  si  souvent  interprété  ou  commenté.  Vraisembla- 
blement aussi,  c’est  le  cas  de  quelques  autres  propositions  ou  théorèmes^ 
coocemant  le  contact  et  l’intersection  des  cercles,  connus  ù'dpoUonms 

* ' ' 
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mène  deux  nouvelles  tangentes  a' t et  a.' l’  au  cercle  (C),  il  est 
clair  que  ces  tangentes  seront  égales  à la  distance  a' C',  puisque 
la  droite  LM  perpendiculaire  à CC'  contient  déjà  un  point  a 
pour  lequel  la  distance  a C'  est  égale  à la  tangente  aT,  et  que 
par  conséquent  elle  est,  à l’égard  du  cercle  (C)  et  du  point  G', 
la  droite  analogue  à I.M  dont  il  est  parlé  dans  la  proposition 
précédente.  l\Iais  la  distance  a'C'  étant  égale  aux  tangentes  a' < 
et  a'/',  si  l’on  décrit  du  point  a'  comme  centre,  avec  a'  t pour 
rayon,  une  circonférence  de  cercle,  elle  passera  par  les  points 
t,  /',  C'  et  c';  par  suite,  si  l’on  mène  les  cordes  communes  aux 
trois  cercles  (C),  (a)  et  (a'),  à savoir  TT',  tt'  et  Ce'',  elles  pas- 
seront toutes  trois  par  un  même  jjoint  1 ( l*rop.  VIII). 

Donc  tous  les  points  de  la  droite  LM  jouissent  de  la  propriété 
que  les  cordes  de  contact  TT',  qui  leur  correspondent,  (lassent 
par  un  même  point  I,  situé  sur  la  perpendiculaire  Cl),  abais- 
sée du  centre  C sur  la  droite  LM. 

Scolie.  — La  réci])roque  est  également  vraie  et  se  démon- 
trerait d’une  manière  analogue.  Ainsi,  que  d’un  point  1 quel- 
conque, on  mène  des  sécantes  arbitraires  TT',  tt',  dont  chacune 
coupe  le  cercle  (C)  en  deux  points,  et  qu’en  ces  deux  points 
on  mène  des  tangentes  à ce  cercle,  celles-ci  se  couperont  en 
un  point  a qui  sera  toujours  situé  sur  une  même  droite  LM 
perpendiculaire  à celle  qui  passe  par  le  point  I et  par  le 
centre  C. 

Proposition  XL 

Soient  G et  G'  [fig-  17)  deux  points  arbitraires,  le  lieu  des 
centres  x de  tous  les  cercles  pour  lesquels  les  tangentes  G'f , 
menées  par  le  point  C,  sont  égales  à une  longueur  constante  T, 


de  Perge,  et  restaurés,  étendus,  comme  on  dit,  par'  divination,  dans 
V Apollonius  Gallus  de  Viète,  etc.  Or,  ces  rapprochements,  ces  divina- 
tions d’une  critique  philosophique  et  historique  transcendante,  épineuse, 
délicate  et  parfois  même  fort  subtile,  intéressent  spécialement  les  érudits 
de  profession,  dont  le  siçge  est  à l'Âcadémie  des  Inscriptions  et  Belles- 
Lettres;  mais  très-peu,  je  crois,  les  lecteurs  du  présent  ouvrage,  qui  a 
fort  couru  le  risque  de  demeurer  à jamais  ignoré  du  public,  du  moins 
sous  la  forme  rudimentaire  qu'oqdui  a conservée  ici. 
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et  tes  l<tn}'entes  Cl’  menées  par  te  point  C'  sont  égales  à une 
autre  tondeur  constante  T',  ce  lieu  est  une  droite  EM  per- 


F'C-  17- 


pendiculaire  à CC',  corde  commune  aux  deux  cercles  décrits 
des  points  C et  C'  avec  les  distances  T et  T'  pour  rayons. 

De  plus,  tous  les  cerctes(x)  ont  la  droite  C.ÇJ  pour  corde  com- 
mune, et  par  conséquent  ils  passent  par  deux  mêmes  points  I 
et  K,  quand  ils  rencontrent  la  droite  CC. 

Jîn  effet,  considérons  le  cercle  [x]  dans  une  de  ses  positions; 
puisque  CT  est  une  tangente  à ce  cercle,  il  est  clair  que  le  rayon 
a:T  est  perpendiculaire  sur  CT,  et  par  conséquent,  si  du  point 
C comme  centre,  avec  la  distance  constante  CT  ou  T comme 
rayon,  on  décrit  un  cercle,  cette  droite  xJ  lui  sera  tangente  au 
point  T : on  prouverait  pareillement  quelc  rayon  xT'  du  cercle 
[x]  est  langent  au  cercle  décrit  du  point  C'  comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à T';  donc  puisque  les  rayons  a;T  et  .tT'  sont 
égaux  entre  eux,  le  centrer  est  un  des  points  de  la  corde  LM 
commune  aux  deux  cercles  (C)  et(C'),  et  par  conséquent  celle 
corde  est  le  lieu  de  tous  les  centres  x ; ainsi  qu’il  s'agis.sait  de  le 
prouver  (Prop.  VI), 

Je  dis,  de  plus,  que  tous  les  cercles  (x)  passeront  par  les 
deux  points  1 et  K,  où  l’un  d’entre  eux  rencontre  la  droite  CC', 
et  que  par  conséquent  cette  droite  sera  la  corde  réelle  ou  ima- 
ginaire commune  à tous. 

En  effet,  si  l’on  considère  le  point  K et  qu’on  joigne  ce  point 
au  centre  x,  il  est  clair  que  la  distance  Kx  et  la  tangente  xT 
sont  égales  comme  rayons  du  cercle  (x)  ; donc  la  droite  LM 
(Prop.  IV)  qui  passe  par  le  point  x et  qui  est  perpendicu- 
laire à KC,  est  telle  que  si  d’un  autre  point  quelconque  x'  on 
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mène  au  poini  K la  droite  jt'K,  et  au  cercle  (C)  la  laiif-ente  x'9, 
ces  den\  lignes  seront  égales  entre  elles^  D’oit  l’on  voit  (|ue  le 
cercle  (jiii  aurait  |M)iir  centre  x' , et  nui  passerait  par  le  point  0, 
passerait  aussi  par  le  point  K,  et  par  suite  par  le  point  I,  nui  est 
également  éloigné  de  la  perpendiculaire  I.M;  or  ce  cercle  (a:') 
est  un  des  cercles  (.r)  pour  lestpiels  j T est  égal  à æ-T”;  donc 
tous  ces  cercles  passtüoiu  jiar  les  dtniK  points  1 et  K. 

On  aurait  pu  iléirionlrer  celle  dt'rniére  propiii.‘ic  d'une  ina- 
niére  plus  sinjple;  car  si  l'on  considéré  le  cercle  (.r)  dans  deux 
de  ses  positions .î;  il  est  clair  (|ue  les  deux  points  (1  et  G' 
étant  l(‘ls  i(iie  les  tangentes  menées  par  chacun  de  ces  points 
aux  <'ercles  [x]  et  [x'),  sont  respeeiivt'inent  égales,  la  <lroiie 
(!ty  ('Si  la  corde  eonnnnne  à ces  ee.rcles,  et.  par  suite,  coin- 
loniH'  à tous  les  cercl»‘s  décrits  de  la  même  manière. 

PiiorosiTiON.XII. 

Le  lieu  des  ventres  x,  des  cercles  tels  que  les  tangentes  UT 
(jui  leur  sont  menées  par  un  même  point  U,  sont  égales  à une 
constante  T,  et  que  les  contes  RU'  menées  par  un  autre  point^V 
sont  divisées  en  ce  point  en  deux  parties  iL'W  et  U' K'  dont  le 


Fig  iB. 


« 


'produit  est  égal  à la  constante  T'’,  ee  lien,  dis-je,  est  une  per- 
pendiculaire à CU',-  et  tous  les  cercles  (æ.-)  ont  pour  corde  com- 
mune réelle  la  droite  CUJ , en  sorte  que  si  l’un  d-’eux  ppsse  par 
les  qioinls  I et  K de  (itr,  -ils  .»•  passeront  tons. 

En  effet,  St  dti  point  U eotnnie  centre,  avec  nn  rayon  égal  à 
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la  longueur  conslaïUe  T,  on  décrit  vine  circonférence,  il  est 
clair  que  le  rayon  xT  sera  perpendiculaire  à CT,  et  par  consé- 
quent tangent  au  cercle  (C).  Pareillement,  si  du  point  C' 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à l’autre  quantité  con- 
stante T',  on  décrit  une  circonférence  de  cercle,  elle  passera’ 
par  les  extrémités  R et  U'  de  la  corde  UR'  menée  par  le  point 
C',  perpendiculairement  à 1a  droite  C'x;  car  le  cercle  (x)  est 
tel,  que  C'RxC'R'=T'’  ou  que  C/R  est  égal  au  rayon  T' 
du  cercle  (C'). 

Cela  posé,  si  l’on  mène  le  rayon  xR  et  lu  droite  Cx,  et  que 
du  point  X,  on  abaisse  la  perpendiculaire  xD  sur  CC',  on  aura 
dans  le  triangle  CxC', 

Cx  = (X'’-1-Cx’  — aCC'  X C'D. 

Or  les  triangles  rectangles  x(jT  et  xC'R  donnent 

CÏ ’= '1’’ -t- Tx T'%- 
dpnc,  substituant,  on  aura  , 

æ’ — T'=  — aCC' X C'D . 

On  voit,  par  cette  dernière  équation,  que  la  distance  C'D  est 
Constante.  Par  conséquent,  quel  que  soit  le  centre  x,  si  l’on 
abaisse  de  ce  point  une  perpendiculaire  sur  la  droite  CC',  elle 
passera  toujours  par  le  point  D;  tous  les  points  analogues  se- 
ront donc  situés  sur  une  même  droite  élevée  par  le  point  D 
perpendiculairement  à CC'. 

Je  dis,  de  plus,  que  la  droite  CC'  est  la  corde  commune  à 
tous  les  cercles  (x)  : d’abord,  cette  droite  étant  perpendicu- 
laire à la  ligne  LM  des  centres  x,  il  suffit  de  démontrer  qu’un 
de  ses  points  jouit  de  la  propriété  qui  appartient  à tous  les. 
jiointsde  la  corde  commune.  Or,  si  l’on  considère  le  cercle  (x) 
dans  une  autre  position  (x'),  il  est  clair  que  la  tangente  CT  au 
cercle  (x'),  menée  par  le  point  C,  est  égale  à CT;  donc  (Prop.’Vl) 
le  point  C appartient  à la  corde  commune  aux  deux  cercles  (x) 
et  (x'),  et,  par  la  même  raison,  à la  corde  commune  à tous  les 
cercles  déterminés  de  la  même  manière  que  le  cercle  (x).  Donc  , . 


• ■ 
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• / , 

enfin  la  droite  CC'  est  une  corde  commune  à toiis  ces  cercles, 
et,  par  suite,  si  l’un  d’eux  passe  par  lès  points  I et  K situés  sur 
cette  droite,  ils  y passeront  tous. 

Scolie-,  — 11  est  facile  de  voir  que  le  cercle  (a?)  rencontre 
nécessairement  la  droite  CG'. 


PaoPosiTios  XIII. 

Le  lieu  du  centre  x,  d'un  cercle  tel,  qu’en  menant  par  le  point 
C une  sécante  quelconque  dans  ce  cercle,  le  produit  des  seg- 
ments formés  parle  point  C soit  égal  à une  quantité  constante 
T?,  et  qu’en  menant  par  un  autre  point  C'  une  sécante  quelcon- 
que dans  le  cercle  (x),  le  produit  des  deux  segments  formés  en 
ce  point  soit  égal  à une  seconde  quantité  constante  T'’,  ce  lieu- 
est  une  droite  perpendiculaire  à la  direction  de  CC'  ; en  outre, 
la  droite  CC'  peut  être  considérée  comme  une  corde  commune 
à tous  les  cercles  (x). 

Fig.  19. 


En  effet,  puisque  le  point  C est  tel,  que  le  produit  des  deux 
segments  formés  en  ce  point,  dans  le..cercle  (xJ,  est  égal  à T’, 
il  est  clair  que  la  perpendiculaire  CH,  élevée  au  point  C sur  la 
droite  Cx,  est  égale  à T.  Pareillement,  la  perpendiculaire  C'R' 
élevée  par  lé  point  C'  sur  la  droite  C'x,  est  égale  à T';  donc  si 
l’on  mène  les  rayons  xH  et  xR'  aux  points  R et  R',  on  aura 
' \ 

Cx  =iRx  — CR  =Rx  — 'P, 

• ëx’=iÛ7’  — (ÿF’=RT^'-T'>.  ■ 
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Si,  de  plus,  'on  iibaisse  du  cciiUe  x,  la  pcrpi'iidiculaire  :rl), 
sur  la  droite  CC',  le  triaiifjlc  C:c(7  donnera 

— aCC' XC'J). 

Substituant  les  valeurs  de  et  IVæ-  dans  rette  équation,  il 
viendra,  à cause  de  ^K'=  arR, 

■ . — ’r  = _T''+(X'’— 9,(;C'XCI).  ' ■ 

D’où  j’on  voit  ([ue  la  distance  C'I)  est  constante  pour  tous  les  • 
cercles  (x),  et  ipie,  par  conséquent,  leurs  centres  sont  situés 
■sur  une  même  droite  perpendiculaire  à CC'  : premier  point 
iju’il  s’agissait  de  démontrer. 

Je  dis,  de'  plus,  que  si  le  cercle  passe  par  les  deux  , 

points  I et  K de  la  droite  CC',  tous  les  cercles  analogues  passe- 

•ront  également  par  ces  points.  Kn  effet,  il  est  clair  que  l’on  a 

) 

RC'=T=  = ICx  CK  = (11)  - CD)  (11)  4-  CD)  =1T)'  — CD\ 

d’où  il  résulte  que  la  distance  II)  sera  constante  quel  que  soit  |<î 
cercle  (x),  et  que,  par  conséquent,  tous  les  cercles  décrits  de 
la  même  manière  passeront  par  le  point  I,  et,  par  suite  aussi, 
par  le  point  K. 

Donc  la  droite  CC'  est  la  corde  commune  à tous  les  cer- 
cles (.r)  ; elle  conserve  cette  (uopriété,  même  quand  des 
cercles  ne  se  coupent  pas,  (|uoique  le  raisonnement  précédent 
ne  subsiste  plus  alors;  mais  il  n’est  pas  difficile  de  voir  que. 
cette  circonstance  ne  saurait  jamais  se  présenter  quand  les 
points  C et  C'  sertmt  situés  dans  l’intérieur  du  cercle  (a^). 
(Juant  an  cas  oit  les  points  C et  C'  devront  être  situés  en  ' 
dehors  de  ce  cercle,  il  est  clair  <ju’il  rentrera  dans  celui  de  la 
Proposition  XJ.  , , ’ , 

i • 

Scolie  I. — Il  est  facile  d’apercevoir  que  la  propriété  dont 
il  s’agit  ici  renferme  les  deux  propositions  précédentes,  et 
que,  par  conséipient,  on  eut  pu  les  considérer  comme  ses  co- 
rollaires; mais  nous  avons  préféré  leS  d.émontrer  à part,  afin 
de  les  distinguer  mieux  les  .unes  des  autres. 
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ScoUe  II.  — On  doit  remarquer  aussi  que  la  lt§nè  des  cen- 
tres 2tD  n’esl  la  corde  commune  aux  deux  cercles  (C)  et  (C') 
(|ue  quand  les  deux  points  C et  C'  sont  situés  en  dehors  du 
cercle  (x).  Pour  déterminer  cette  droite  dans  le  dernier  cas  par 
exemple,  on  imaginera  que  le  point  x soit  situé  sur  la  droite 
CC',  alors  il  est  clair  que  les  cordes  RH,  et  II' R',  seront,  pour 
cette  position  particulière,  perpendiculaires  à la  droite  CC';  ce 
qui  donnera,  par  conséquent,  quatre  points  R,  R.,  R',  R',,  par 
lesquels  devra  passer  le  cercle  (x),  puisque  CR  doit  toujours 
être  égal  à T et  C'R'  à T'.  Donc  si  l’on  fait  passer  une  circonfé- 
rence de  cercle  par  ces  quatre  points,  son  centre  x détermi- 
nera le  point  D,  et  ses  intersections  avec  la  droite  CC'  donne- 
ront les  points  1 et  K.  •. 

Une  construction  tout  aussi  simple  donnerait,  comme  nous 
le  verrons  plus  tard,  la  position  de  la  droite  xD  et  des  points  I 
et  K pour  le  cas  de  la  Pi  oposition  XII. 


Proposition  XIV. 

Soient  (C)  et  (C'),  deux  cercles  de  position  arbitraire 
[ fig.  20);  ART' OM  ART  un  cercle  qui  les  touche  de  manière  à les 
envelopper  tous  deux,  ou  d les  laisser  en  dehors  de  sa  circon- 


- Fig.  30. 


contact  passe  par  le  point  défini  0 ; si  par  0 on  mène  dans 
ce  cercle  tangent,  une  sécante  quelconque  OR,  qui  le  coupe  en 
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deux  points  A et  B,  et  que  par  ces  deux  points  on  fasse  passer 
une  circonférence  de  cercle  arbitraire  R rAB,  elle  coupera  les 
deux  cercles  (C)  et  (C')  en  quatre  points  R,  r,  R',  d tels  que  la 
corde  qui  joint  les  points  supérieurs  ^ et  r et  celle  qui  joint 
les  deux  points  inférieurs  R'  et  d,  passent  l’une  et  Vautre  par  le 
point  ci-dessus  nommé  O. 

De  plus,  si  Von  considère  [fig.  ar)  un  autre  cercle  ATB/ 
tangent  à la  fois  aux  deux  cercles  (C)  et  (C'),  de  manière  qu’en 
enveloppant  l’un  de  ces  cercles,  il  laisse  Vautre  en  dehors,  au- 


Fig.  31. 


quel  cas  la  droite  T t qui  joint  les  points  de  contact,  passe  par 
le  point  nommé  O',  et  qu’on  exécute  à V égard  de  ce  cercle  et 
de  O'  la  même,  construction  que  précédemment,  les  deux  cordes 
Rr  RV  passeront  l'une  et  Vautre  par  ce  point  O'. 

En  effet,  soit  menée  par  le  point  O et  par  le  point  r [fig.  ao) 
la  sécante  Or:  si  elle  ne  se  confondait  pas  avec  la  corde  Rr,  eHe 
couperait  (C)  en  un  certain  point  R,  différent  de  R,  et  l’on  au- 
rait alors,  puisque  les  sécantes  rR,  et  ï<  passent  par  le  point  ü 
(Prop.  lU), 

OR,  X Or  = OTx  0/. 


Mais  puisque  OT  elOB  sont  sécantes  du  même  cercle  BAf  T, 
on  a aussi 

0TXÜt  = 0BXÜA; 

donc 


0R,X0r  = 0BX0A; 


d’où  l’on  voit  que  les  quatre  points  B,  A,  r et  R,  sont  nécessai-r 
rement  situés  sur  une  même  circonférence  de  cercle;  mais  la 
circonférence  BArR  passe  déjà  par  les  trois  premiers  points 
B,  A",  r,  donc  elle  passe  aussi  par  le  quatrième  R,  d’où  il  rér 
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suite  jt(ue  la  corde  Rr  passe  par  le  point  O,  ainsi  qu’il  fallait  le 
prouver.  Par  la  même  raison,  les  deux  autres  points  R'  et  r' 
sont  aussi  situés  sur  une  droite  passant  par  le  point  O. 

En  répétant  le  raisonnement  qui  précède  sur  la  Jig.  ai,  et 
changeant  seulement  la  dénomination  du  point  O en  celle 
de' O',  on  aura  la  démonstration  du  second  cas  indiqué  dans 
l’énoncé.  ‘ 

Scolie  I.  — Il  existe  deux  cercles  qui,  passant  par  les  poîptsA 
et  B>  sont  tangents  à la  fois  aux  deux  cercles  (G)  et  (C')  [Jig.  20 
et  21),  car  si  l’un  imagine  que  le  cercle  arbitraire  ABRr  vienne 
à changer  de  grandeur,  il  est  clair  que  la  distance  RR'  variera 
aussi,  et  qu’elle  pourra  devenir  nulle  en  deux  cas  différents. 
^■Ën  .pffet,  si  l’on  suppose  que  ce  cercle  diminue  de  grandeur, 
, les  péiwts  R,  R'  se  rapprochent  de  plus  en  plus  et  arrivent  à se 
confoiuire  en  un  seul  T;  supposant  au  contraire,  que  le  cercle 
vienne  à augmenter,  la  distance  RR'  commencera  par  augmen- 
ter aussi,  mais  elle  diminuera  indéfiniment  ensuite  et  devien- 
dra nulle  au  point  T',  ' 

Scolie  II.  — Il  est  clair  que  les  centres  x,  x'  et  a des  cercles 
qui  passent  par  les  deux  points  A et  B,  sont  tous  situés  sur 
. Une  droite  perpendiculaire  à AB,  en  son  milieu. 


Nous  allons  faire  maintenant  l’application  de  ces  proposi- 
tions aux  problèmes  qui  concernent  le  contact  des  cercles  et 
des  lignes  droites. 

• Problème  1. 

.■Par  deux  points  donnés  A et  B,  mener  un  cercle  tangent  à 
• un  cercle  (C)  également  donné. 

Soit  ABT  [Jig.  22)  le  cercle  cherché,  et  soit,  par  les  points  A 
elB,  mené  on  cercle  quelconque  qui  coupe  le  cetcle  (G)  en  deux 
points  m et  n,  il  est  évident,  d’après  la  Proposition  VIII,  que  la 
tangente  au  point  de  contact  inconnu  T et  les  deux  cordes  mn 
et  AB  passent  toutes  trois  par  un  même  point  p;  donc,  ayant 
déterminé  .les  points  m et  » au  moyen  de  la  circonférence 
' quelconque  ABnm,  on  tracera  la  corde  mn,  et  par  le  point  p. 
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où  elle  rencontre  la  droite  AB,  on  mènera  nne  tangèate  au 

cercle  (C)  : le  point  de  contact  T,  sera  le  point  où  la  circonfé- 

ViB.  aa. 

,M 


rence  cherchée  touche  ce  même  cercle.  Pour  en  trouver  le 
centre  x,  on  tracera  le  rayon  CT  et  la  perpendiculaire  élevée 
sur  le  milieu  de  AB;  le  point  d’intersection  de  ces  deux  droites 
sera  le  centre  demandé. 

Le  problème  est  susceptible  de  deux  solutions,  car  du  point 
f on  peut  mener  deux  tangentes  p'ï  et  pV  au  cercle  (G). 

S'eolie. — Si  les  deux  points  donnés  A,  B étaient  confondus 
en  un  seul  D,  c’est-à-dire  si  le  cercle  tangent  cherché  devait 
loucher  en  ce  point,  une  ligne  droite  donnée  pJ),  la  construc- 
tion s’exécuterait  de  la  même  manière;  seulement  la  circon- 
férence arbitraire  AB  mn,  au  lieu  de  couper  la  droite  AB  aux 
points  A et  B,  serait  tangente  à celle  droite  au  point  D. 

PaOBI-ÈillK  II. 

Mener  un  cercle  tangent  à la  fois  à trois  cercles  donnés. 

Solution. — Il  est  facile  de  voir  que  ce  problème  est,  en 
général,  susceptible  de  huit  solutions  distinctes;  ce  nombre 
pourra  se  réduire  pour  des  positions  particulières  des  trois 
cercles  donnés,  et  cela  sera  toujours  très-aisé  à reconnaître 
dès  le  premier  abord  : ainsi,  par  exemple,  si  deux  de  ces  trois 
cercles  se  coupaient,  il  est  clair  qu’il  n’y  aurait  plus  que  quatre 
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sülulions  de  possibles;  nous  supposerons  en  cünsé(|uence  (|iie 
les  lr#fs  cercles  soient  isolés,  cl  ce  que  nous  dirons  dans  ce 
cas  pourra  s’appliquer  facilement  à toute  autre  disposition.  : 
Soient  donc  (C),  (€')  et  (C")  les  trois  cercles  auxquels  on  '• 
demande  de  mener  un  cercle  tangent.  Supposons  d’abord  ejue'" 
parmi  les  huit  cordes  qui  peuvent  en  général, être  tangents  à 
CCS  trois  cercles,  on  choisisse  celui  qui  doit  les  laisser  tous  en 
dehors  de  sa  circonférence. 

Soit  (j:)  ce  cercle  et  T,  T,  T"  ses' trois  points  de  contact 
avec  Ics'cercles  respectifs  (U),  ((]')  et  {('"),  il  est  clair  que  les 
trois  droites  T' T",  r"'r  et  Tl  ' passeront  respectivement  par  les 
points  connus  O,  O'  et  O"  (Prop.  111,  Coroll.  1 et  II),  qui,  dans 
le  cas  que  nous  considérons,  sont  les  points  de  concours  des 
tangentes  communes  extérieures  aux  trois  cofcles  donnés. 

• < ■ . - ’ 

.i'  '*  .Fig.  a.t.  ■ . _ . . „ . 
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Donc,  quoique  les  point-s'ï'  et  T"vSoierlt  inconnus,  comme  la 
direction  de  la  droite  qui  les  joint  passe  par  le  point  O,  le  pro-  ; 
duit  des  segments  OT'  et  OT",  est  égal  an  produit  connti  des 
segments  similaires  OR'  et  OR^,  obtenus  par  une  sécante  quel- 
conque. is.sue  du  point  O : représentant  ce  produit  par  T’,  on  s 

• ' 0T'XÔT"=P. 

* ■ ■ ’ * 

Pareillêment,  le  produit  des  deux  segments  O'  f,  O' T"  dçvant 

'être  égal  à une  quantité  connue  T",  on  a donc  aussi 

. - • ■ ' ' ' i 

. 0'ïxO'ï"=T". 
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Cela  posé,  si  par  le  point  O on  mène  une  langenie  au  cercle 
inconnu  (x),  il  est  clair  qu’elle  sera  égale  è T;  el  parcill(î«ienl,  , 
si  par  le  point  O'  on  mène  une  tangente  à ce  même  cercle,  elle 
sera  égale  à T'.  Le  problème  revient  donc  à celui-ci  ; Tracer 
un  cercle  tangent  aU  cercle  donné  {{7),  de  telle  manière  que 
les  tangentes  menées  à ce  cercle,  par  deux  points  O et  O', 
soient  respectivement  égales  à T et  T'. 

En  effet,  soit  un  cercle  quelconque  touchant  (C")'en  T"  et 
qui  remplisse  les  deux  conditions  précétlcntes;  si  l’on  joint  le 
point  T"  au  point  O par  une  ligne  droite,  celle-ci  coupera  le 
cercle  (C')  en  un  point  T'  qui  appartiendra  au  Cercle  {x);  car 
lé  produit  OT-'xOT"  étant  égal  au  carré  T’  de  la  tangente 
menée  par  le  point  O au  cercle- (j:),  et  le  point  ï"  appartenant 
déjà  à ce  cercle,  le  point  T'  lui  appartiendra  aussi.'De  plus,  cü  • 
cercle  sera  évidemment  langent  en  ce  même  point  au  cercle  (C'), 
car  il  se  confondra  avec  celui  qui  loucherait  les  deux  cercles 
(G')  et  (C")  aux  points  T'  el  T",  comme  ayant  avec  lui  trois 
points  en  commun  : savoir  le  point  T'  et  le  point  T"  de  contact 
qui  équivaut  à deux  points.'  . , 

On  démontrerait,  de  la  même  manière,  qu’un  cercle  remplis- 
sant les  conditions  précédentes  serait  aussi  tangent  à (G)  ; donc 
il  serait  à la  fois  langent  aux  trois  cercles  donnés,  et  par  consé-^ 
quent  ce  sei-ait  le  cerclé  cherché  lui-rnôme. 

La  question  se  trouvant  ainsi'finalement  ramenée  à celle  de 
tracer  un  cercle  langent ttu  cercle  (G"),  pour  lequel  la  tangente 
menée  par  le  point  O,  soit  égale  à ï,  et  celle  menée  par  le 
point  O',  égale  à ï',  il  n’est  plus  difficile  d’én  trouver  la  soTu-, 
tion;  En  effet,  nous  avons  vu  (Prop.  XI)  que  le  centre’ d’un 
leLcercle  doit-  être  silvié  sur  la  corde  commune  aux  deux 
^ cercles  décrits  des  points  O et  O'  comme  centres  avec  des 
rayons  .respectivement  égaux  à T et  à T',  et  que  ce' cerclé 
doit  passer  par  deux  points  de  la  droite  00'  faciles  à déler-  ^ 
miner.  Donc  si  par  ces  deux  points  on  mène  une  circonfé- 
rence tangente  au  cercle  (G"),  ce  sera  la  circonférence  même' 
demandée.  ‘ 

La  construction  s’exécutera  ainsi  qu’il  suit  : On  commen- 
cera par  déterniiner  T et  T';  pour  cela,  on  fera  passer  par  lès 
deux  points  A et  B de  (G)  et  (G')  {Jig.  a4)>  appartenant  à la 
ligne  des  centres  GG',  une  circonférence  quelconque  à laquelle 
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on  mènera  par  le  point  O une  tangente  Or,  qui  sera  égale  à T, 
puisque  Or  = OA  OB  = T’.  On  opérera  de  même  a l’égacd 


Fig.  s/|. 


des  cercles  (C"),  (C')  et  de  O',  ce  qui  donnera  la  tangente  O'r' 
égale  à T';  des  points  O et  O',  avec  les  tangentes  Or,  O'r'  pour 
rayons,  on  décrira  deux  nouvelles  circonférences  dont  on  dé- 
terminera la  corde  commune  LM  comme  il  a été  dit  (Prop.  VI); 
d’un  point  quelconque  a de  cette  corde,  avec  un  rayon  a?  égal 
à la,  tangente  menée  de  ce  point  au  cercle  (O)  de  rayon  T,  on 
décrira  une  circonférence  qui  coupera  (C")  aux  points  m et/i; 
on  tracera  la  corde  indéfinie  mn,  laquelle  coupera  la  corde  00' 
commune  à tous  les  cercles  (a)  au  point/?;  enfin,  parce  point 
on  mènera  une  tangente  à (C"),  et  le  point  de  contact  ï"  sera  * 
un  des  points  du  cercle  cherché  (ar)  (Probl.  1)  : son  centre  de- 
vant être  sur  la  droite  LM,  il  sera  facile  de  le  déterminer.  On 
voit,  de  plus,  que  le  point  p donnant  deux  tangentes  pT" 
et /?Ï|",  on  obtiendra  généralement  deux  positions  distinctes 
pour  le  centre  x. 

Par  conséquent  aussi,  cette  même  construction  donnera 
deux  cercles  tangents  aux  proposés  (C),  (C')  et  (C");  or  il  n’est 
pas  difficile  de  voir  que  le  dernier  correspondant  à pV,,  sera 
celui  d’entre  eux  qui  louchera  ces  trois  cercles  en  les  enve- 
loppant dans  sa  circonférence. 

I.  3 
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La  solulion  plus  parliinlioi'emcut  indiiiut'e  sur  la  Ji^. 
pour  le;  cas  où  le  cercle  cherché  iloil  cire  enveloppé  par  les 
cercles  (G),  {C)  et  (G"),  celle  solulion  (pTi  coniprenci  implici- 
leineul  le  cas  où  le  cercle  laugenl  doii  envelopper  ces  trois 
cercles  dontiés,  pourra,  en  suhsliluanl  les  Prop.  XII  et  Xlll 
à la  Prop.  XI,  s’appliquer  (pielle  (|ue  soit  la  disposition  des 
cerclesdonnés  (G),  (G')  et  {(7),  cl  quelle  que  soit  la  position  du 
cercle  tangent  (pi’il  s'agit  de  mener  à ces  trois  cercles.  Gar, 
celle  position  étant  désignée,  on  connaîtra  les  points  lixes  par  . 
où  doivent  passer  les  cordes  qui  joignent  deux  à deux  les  trois 
points  inconnus  où  ce  iiièine  cercle  touche  les  cercles  donnés, 
aussi  bien  que  le  produil  des  deux  segments  formés  sur  cha- 
cune de  ces  trois  cordes. 


Supposons,  par  exemple,  que  les  cercles  donnés  (C),  (G')  et 
(G")  soient  placés  comme  l’indique  la  Jig^  i5,  et  qu’il  s’agisse 
de  mener  un  cercle  (a:)  langent  à ces  trois  cercles,  de  manière 
qu’il  louche  le  cercle  (G')  extérieurement  en  T'  et  le  cercle  (G") 
intérieurement  enï";  il  est  clair  que  la  corde  T'T"  qui  joint 
les  deux  points  de  contact  inconnus  T'  et  T",  doit  passer  par 
le  point  O dont  la  position  sur  la  droite  CG'  est  donnée,  et  que 
le  produit  OT'x  OT"  est  aussi  égal  a une  quantité  T’  connue; 
donc  si  l’on  mène  parle  point  extérieure  une  tangente  à ce 
cercle  [x),  elle  sera  égale  à T.  Pareillement,  la  corde  TT"  pas^ 
sera  par  un  point  donné  O'  situé  sur  la  droite  GG",  et  le  produit 
des  segments  O'Tx  O'T"  sera  égal  à une  autre  quantité  con- 
nue T'*;  en  sorte  que  le  problème  revient  à celui-ci  : 

« Tracer  un  cercle  [x),  tangent  à (G"j,  tel,  <|ue  la  tangente 
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» menée  par  le  point  O à ce  cercle,  soit  égale  à T,  et  qu’en 
))  menant  par  O'  une  corde  dans  ce  cercle,  elle  soit  coupée 
» en  ce  point  en  deux  segments  dont  le  produit  soit  égal  . 
» <à  T'’.  » 

Or  nous  avons  vu  (Prop.  Xll)  qu’un  pareil  cercle  doit  avoir 
son  centre  x sur  une  droite  xî),  perpendiculaire  à 00',  et  qu’il 
doit  rencontrer  00'  en  deux  points  qui  appartiennent  en 
même  temps  à tous  les  cercles  remplissant  ces  deux  dernières 
conditions.  Donc,  ayant  déterminé  l’un  quelconque  de  ces  ‘ 
cercles,  qui  coupe  le  cercle  (G")  aux  points  m et  «,  je  suppose, 
il  ne  s’agira  plus  (Probl.  I)  que  de  mener  par  le  point  p,  où 
la  droite  mn  rencontrera  00',  une  tangente  au  cercle  (G"),  la- 
quelle déterminera  le  point  T"  demandé.  ' 

Gette  solution  rie  diffère,  comme  on  voit,  de  la  précédente 
qu’en  ce  que  le  cercle  que  nous,  avions  appelé  (a)  doit  être 
déterminé  d’une  manière  différente. 


Fig.  56. 


“ Pour  construire  un  pareil  cercle  dans  le  cas  actuel  ijfg- 
soient  décrits  de  0 et  0'  comme  centres,  avec  des  rayons  égaux 
à T et  ï',  deux  circonférences  (0)  et  (0').  Soient  x'  le  centre 
de  ce  cercle  êt  OT  la  tangente  qu’on  peut  lui  mener  du  point  0; 
il  est  clair  que,  la  direction  de  OT  une  fois  clioisie,  la  recher- 
che du  cercle  (a;')  revient  à trouver  tine  circonférence  qui 
soit  tangente  en  T à la  droite  donnée  OT,  et  qui  rencontre- 
la  circonférence  0'  en  deux  points  U et  R'  situés  sur  un  même 
diamètre  RO' R'.  Or  cette  question  est  très-facile  à résoudre. 

3. 
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Car,  supposons  le  cercle  \x')  trouvé,  et  soit  T»i/i  une  autre 
circonférence  quelcon<]ue,  qui  touche  OT  en  T,  et  qui  coupe 
le  cercle  (O')  en  deux  points  m et  «;  il  est  évident,  d’après  la 
Prop.  VIII,  que  la  tangente  OT  et  les  deux  cordes  RK*  et  mn, 
dont  la  première  est  inconnue,  iront  toutes  trois  concourir  en 
un  même  point  p.  Donc  si  par  ce  point,  lequel  se  trouve  déter- 
miné par  la  rencontre  de  la  corde  mn  et  de  la  droite  OT,  on 
mène  une  droite  pO'  qui  passe  par  le  point  O',  elle  coupera 
le  cercle  (O')  en  deux  points  R et  R'  qui  seront  situés  sur  le, 
cercle  [x'),  et  par  çônséquent  il  sera  facile  de  décrire  ce  der- 
nier cercle  qui  contient  en  même  temps  le  point  T'. 

On  peut  voir  à posteriori,  que  le  cercle  ainsi  trouvé  jouit  en 
effet  des  deux  propriétés  ci-dessus;  car  d’abord,  la  tangente 
OT  menée  par  le  point  O à ce  cercle,  est  égale  à T;  de  plus,  il 
est  évident  que  si  par  le  point  O'  on  mène  une  corde  quelcon- 
que dans  ce  cercle,  le  produit  des  deux  segments  formés  sur 
cette  corde  par  le  point  O'  sera  égal  à 

0'RxO'R'=T'’.  • 

-Scolie  /.  — On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  chacune  des 
droites  O O' O",  00',  O*,,  O'O.O*,,  0"0,0'',  {fg.  4,  Prop,  II) 
donne  lieu  à deux  solutions  particulières  du  problème  qui 
consiste  à mener  un  cercle  tangent  aux  trois  cercles  (C)  (G') 
et  (G"),  et  qu’ainsi  ces  quî^tre  dVoites  considérées  séparément, 
donneront  les  huit  solutions  dont  ce  problème  est  susceptible 
en  général. 

Scolie  II.  — On  peut  remarquer  aussi  que  le  problème  pré- 
cédemment résolu  revient  à celui-ci  [Jig.  a3,  Probl.  Il)  : 

. Tracer  un  cercle  (x)  qui  soit  tel,  que  les  tangentes  menées  à ce 
cercle  par  trois  points  donnés  0,  0'  et  0"  situés  en  ligne  droite, 
soient  respectivement  égales  à trois  longueurs  données  'f ,,  T' 
et  T".  Gar,  si  Ton  joint  notamment  les  points  de  contact  T,  T' 
par  une  droite,  il  est  clair  qu’elle  devra  passer  par  le  point  0", 
et  qu’on  aura  0"T  X 0"T'  = T"^;  d’où  l’on  conclut  que,  si  du 
point  0",  on  mène  une  tangente  au  cercle  (x),  elle  sera  préci- 
. sèment  égale  à T", 

Scolie  III.  — Si  les  trois  points  donnés  0,  0'  et  0",  au  lieu 
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d’èlrje  en  ligne  droite,  étaient  [fig.  ■î'j)  situés  d’une  manière 
quelconque,  la  solution  du  problème  énoncé  dans  le  Seul.  II, 
deviendrait  encore  plus  simple  : il  suffirait,  en  effet,  de  cher- 
cher le  lieu  des  centres^,  relatif  aux  points  O et  ()',  puis  celui 
qui  est  relatif  aux  deux  points  O et  O",  leur  rencontre  qui  s’ob- 
tiendrait par  l’intersection  de  deux  lignes  droites,  donnerait  la 
position  unique  du  centre  x cherché. 

. ' ' r 

- . ' ’ . ■ Ki0.  if. 


Pour  achevpr  la  construction  de  ce  dernier  problème,  on 
décrira,  des  points  donnés  O,  O'  et  O"  comme  centres,  avec  les, . 
distances  T,  T'  et  ’T"  respectives  pour  rayons,  trois  circonfé- 
rences dé  cercles,  et  on  déterminera  les  cordes  communes  à- 
ces  trois  cercles  considérés  deux  à deux  ; celles-ci  donneront 
par  leur  rencontre  unique  au  point  a:,  le  centre  du  cercle  de- 
mandé. Pour  en  avoir  le  rayon,  on  mènera  du  centre  x,  une 
langente'à  l’un  des  trois  cercles  (0),  (0')  et  (0"),  et  la  longueur 
de  cette  tangente  sera  celle  du  rayon  cherché.  Cette  construction 
donne  la  solution  de  cet  autre  problème  : Trouver  un  point  x ' ' 

'tel,  que  les  tangentes  menées  de  Ce  point  à trois  cerclés  ^0),  (0')  • 
et  (O")  soient  toutes  égales  entre  elles. 

Scolie  IV.  — La  solution  précédente  pourrait  s’appliquer 
encore  au  problème  suivant,  en  la  modifiant  d’une  manière 
convenable  : * . 

Trouver  un  cercle  tel,  qu’en  menant  de  trois-points  donnés 
0, 0'  et  O"  des  sécantes  dans  ce  cercle,  les  trois  produits  des 
deux  segments  formés  respectivement  par  chacun  des  trois  ' 
points  O,  0'  et  0",  soient  respectivement  égaux  aux  trois 
quantités  données-'V , T’’  et  T"i. 
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U’  Solution.  — Le  problème  de  mciitr  un  cei;(  le  langent  a, 
trois  cercles  donnés  (€),  (C')  et  (C"),  peut  se  résoudre  d’une 
autre  manière  bien  simple  au  moyen  des  considérations  sui- 
vantes (*). 

Quand  la  position  des  trois  cercles  .(C),  (L')  et  (C")  serp 
assignée,  il  sera  très-facile  de  reconnaître  le  nombre  de  cer- 
cles qui  peuvent  résoudre  la  question  et  la  nature,  intérieure 
ou  extérieure,  de  leurs  contacts  avec  les  cercles*  donnés.  Cela 
posé,  si  l’on  imagine  que  le  rayon  du  cercle  inconnu  (x)  soit 
diminué  ou  augmenté  du  rayon  du  plus  petit  des  trois  cer- 
cles (C},.(C'),  (C"),  selon  qu’il  doit  toucher  ce  petit  cercle 
intérieurement  ou  extérieurernelil,  et  que  l’on  diminue  ou  ■ 
augmente  de  la  môme  quantité  les  rayons  des  trois  cercles 

donnés,  selon  la  nature  du  contact  de  ce  cercle  avec  le  certle 

^ . * 

’ tangent  [x] , il  est  clair  que  le  petit" cercle  que  nous  supposons 
être  (C"),  se  réduira  à un  point,  et  que  le  cercle  cherché  de-' 
Viendra  un  cercle  passant  par  ce  point,  et  tangent  aux  cercles 
(C)  et  (C')  transformés  comme  nous  venons  de  le  dire.  Ainsi 
le  problème  sera  ramené  à celui-ci  : Par  un  point  donné 
' mener  un  cercle  tangent  à deux  cercles  donnés. 

Avant  de  nous  occuper  de  la  solution  de  ce  dernier  pro- 
blème, nous  ferons  remarquer  que,  quoiqu’il  y ail  en  général 
huit  cercles  tangents  à trois  cercles  donnés  (C),  (G')  et  (G"), 
le  nombre  des  transformations  précédentes  se  réduira,  cepen- 
dant à quatre, ’el  que  chacune  d’elles  appartiendra  à deux  cer- 
cles tangents.  Le  nombre  des  solutions  se  réduira  donc  aussi 
à quatre  distinctes,  dont  chacune  donnera  deux  positions 
du  cercle  cherché.  Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  les 
trois  cercles  (G),  (G')  et  (G")  soient  entièrement  isolés,  on 
verra  facilement  comment  on  devra  modifier  les  constructions 
relatives  à ce  cas  général,  lorsque  les  cercles  donnés  se  cou- 


(*)  Ce  mode  de  solution  est  analogue  à celui  dont  je  m’étais  servi  dans 
une  note  insérée  au  tome  II  de  la  Corrcsitirndam  c sur  l’École  polytech- 
nipie,  et  qu’on  trouvera  à la  suite  de  ce  I"  volume,  avec  la  solution  cor- 
respondante du  problème  de  la  sphère  tangente  à quatre  autres. 
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■peroTU  ou  s’envelopperont  ot  que,  par  suite,  une  ou  plusieurs  • 
(les  solutions  deviendront  impossibles  géométriquement. 

('ela  posé,  il  est  clair  que  les  réductions  dont  il  a été  ques-  , 
tioii  sont  les  quatre  suivantes  : 

1“  Lorsque  le  cercle  langent  enveloppera  à la  fois  les  trois 
cercles  (C),  (C')  et  (G"),  ou  qu’il  sera  enveloppé  par  tous  les 
trois,  ib  suffira  de  diminuer  le  rayon  de  chaque  cercle  du  rayon 
du  plus  petit  d’entre  eux  (G"). 

3°  Lorsque  le  cercle  tangent  enveloppera  les  deux  cercles 
(G)  et  (G'). à la  fois,  en  laissant  G"  au  dehors,  ou  (jue  laissant  - 
en  dehors  (G)  et  (G')  il  enveloppera  (G") , il  faudra  augmenter 
les  rayons  dp  ces  deux  cercles  du  rayon  du  plus  petit  (G"). 

3“  Lorsque  le  cercle  tangent  touchant  extérieurement  (<i) 
et  (G")  enveloppera  (G'),  ou  que  touchant  intérieurement  les  ’ 
mêmes  cercles  (G)  et  (G"),  il  laissera  (G')  en  dehors,  il  faudfâ 
diminuer  le  rayon  du  cercle  (G)  et  augmenter  celui  de  (G') du 
rayon  du  plus  petit  cercle  (G"). 

4"  Enfin  lorsque  le  cercle  tangent  touche  extérieurement  (G') 
et  (G")  en  enveloppant  (G),  ou  que,  touchant  intérieurement 
les  mêmes  cercles,  il  laissera  G'  en  dehors,  il  faudra  augmenter 
le  rayon  du  cercle  (G)  et  diminuer  celui  du  cercle  (G')  du 
rayon  du  plus  petit  cercle  (G").  • 

Au  moyen  de  Ces  quatre  transformations,  le  cercle  (G"  ) se  ré* 
duit  à un  point.  On  résoudra  les  quatre  questions  relatives  aux 
deux  premières  transformations  en  menant  dans  l’un  et  l’autre 
cas,  par  ce  point  donné,  un  cercle  tangent  qui  enveloppe  à la 
fois  les  deux  cercles  transformés  ou  soit  enveloppé  par  eux  : 
dans  ce  cas,  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  contact  pas- 
sera par  le  point  que  nous  avons  appelé  O.  Quant  hux  quatre 
solations  relatives  aux  deux  dernières  transformations,  elles 
s’obtiendront  en  menant  par  un  point  donné,  aux  deux  cercles 
transformés,  un  cercle  langent  qui  touche  l’un  d'eux  intérieu- 
rement et  l’autre  extérieurement;  dans  ces  deux  cas,  la  droite' 
qui  joint  les  points  de  contact  passera  par  le  point  que  nous 
avons  appelé  O'.  ' 

Tous  CCS  préliminaires  posés,  il  ne  s’agit  plus  que  de  ré- 
soudre le  problème  mentionné  plus  haut  : par  un  point  donné 
mener  un  cercle  tangent  à deux  cercles  donnés. 
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Il  esl  facHe  de  voir  qu’on  peut,  en  générai,  par  un  point  A 
[fig.  28),  mener  quatre  cercles  langeiUs  à deux  ccrçles  (7) 
et  (7');  savoir  : deux  qui  toucheront  à la  fois  ces  cercles  inté- 
rieurement ou  extérieurement,  et  deux  touchant  intérieure- 


Fij;.  j8. 


ment  l’un  de  ces  cercles  et  extérieurement'  l’autre.  Dans  les 
deux  premiers  cas,  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de 
contact  T et  T',  passera  par  le  point  que  nous  avons  appelé  O 
(Prop.  III,  Coroll.  I)^  Proposons-nous  donc  d’abord  de  résou- 
dre le  problème  pour  cette  dernière  circonstance,  et  soit  ABT 
le  cercle  (.*;)  cherché.  ... 

Par  le  point  0,  on  mènera  une  sécante  arbitraire  OR,' qui' 
coupera  les  cercles  (7)  et  (7')  intérieurement,  aux  pointsRetR'; 
on  fera  passer  par  lés  trois  points  R,  R'  et  A une  circonférence 
(le  cei'cle.RR'A,  qui  coupera  la  droite  menée  parle  point  A et 
le  point  0 en  un  second  point  B,  par  où  passera  aussi  le  cerclé 
tangent  cherché  {Prop.  XlV,  i).  La  question  se  troùvera 
ramenée  à celle  de  mener  par  deux  points  A et  B un  cercle 
tangent  à un  cercle  donné  (7)  ou  (7').  On  achèvera  la  solution 
ainsi  qu’il  a été  dit  ci-dessus  (Prob.  I),  et  l’on  obtiendra 
en  môme  temps,  les  deux  cercles  (x)  et  (x'),  tangents  à la 
fois  in'térieuremenl  ou  extérieurement  aux  deux  cercles  don- 
nés (7)  et  (7'). 

Si  l’on  exécute  la  même  construction  à l’égard  du  second 
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pohu  O',  on  aura  les  deux  autres  cercles  tangents  à (7)  et  (7'] 
doitt  il  a ôté.  question  plus  haut.  > 

Le  problème  actuel  a donc  quatre  solutions  : deux  relatives 
au.  point  O et  deux  relatives  au  point  O',  lesquelles  fourniront 
les  huit  solutions  du  problème'  général.  ' . ‘ 

Scolie.  — Un  ou  plusieurs  des  trois  cercles  (C),  (U')  et  (C"] 
peuvent  se  réduire  à des  points  du  à des  lignes  droites,  et  ces 
différentes  nlodifications  donnent  lieu  à autant  de  problèmes, . 
doilt  nous  allons  déduire  la  solution,  de  la  solution  générale 
qui  précédé.  - - 

Appelons  P^n  point,  C un  cercle  et  h une  ligne  droite 
donnés,  il  est  clair  qu’en  combinant-çes  données  de  toutes  les 
manières  possibles,  pn  aura  les  dix' combinaisons  suivantes, 
qui  correspondront  à autant  de  problèmes  particuliers  ; PPP,  .• 
LLL,  CGC,  PPC,  CCP,  PPL,  LLC,  LLP,  CCL,  PCL. 

1 La  première  correspo'nd  au  problème  de  mener  un  cercle 
par  trois  points  donnés,  la  seconde  à celle  d’inscrire  un  cerclé 
dans  un  triangle  donné,  ou,  plus  généralement,  de  mener  un 
cercle  tangent, à tfois  droites  données.  Ces  , deux  problèmes 
sont  résolus  par  les  éléments  ; la  troisième  combinaison  CCC 
correspond  à la  question  : mener  un  cercle  tangent  à trois 
cercles  donnés,'  déjà  résolue  précédemment  aussi  bien  que 
celles  relatives  aux  deux  combinaisons  PPC  et  CCP,  dont  l’une 
répond  au  problème  de  mçner,  par  deux  points  donnés,  un  , 
cercle  tangent  à un  cercle  C également  donné,  et  l’autre  à celui 
de  mener  par  un  point  quelconque  un  cercle  tangent  à deux 
cercles  donnés.-  ' ' 

Quant  aux  problèmes  relatifs  aux  cinq  dernières  combinai- 
sons, nous  ne  les  avons"  pas' encore  résolus,  et  c’est  de  leurs 
solutions  que  nous  allons  nous  occuper  maintenant. 

Problème  III.  , . 

V - • » 

Par  deux  points  A ef  B (Jig.  29),  mener  un  cercle  ^tangent  à 
une  droite  donnée  M'S.  . 

Par  les  deux  points  donnés  A et  B,  on  fera  paSser  une  circon- 
férence de  cercle  quelconque  ABT;  par  le  point  p,  où  la  droite 
AB,  prolongée,  rencontre  MN,  on  mènera  une  tangente pT  à ce  , 
cercle,  on  rapportera  ensuite,  par  un  arc  de  cercle,  la  distance  • 


Va  1"  (UHIEK.  - LEMMliS 

pT  sur  lu  droilo  MN,  de  pari  et  d’autre  du  point  p,  et  les  points 
0 et  0'  ainsi  obtenus,  seront  les' points  de  contact  des- deux, 
cercle'^  diercliés’,  car  il  est  visible  (pie  tons  les  cercles  pas- 


fiC-  3<J.  ' 


'saiil  par  les  pinnts  V et  B sont  tels,  que  les  tangentes  qui  leur 
sont  menées  par  le  point  p sont  tontes  égales  entre  elles, 

-,  connue  partant, d’un  mèmè  point  de  leur  corde  commune  AB 
(Prop.  VI).  . ■ , ' 

Problème  1V\  • 

Mener  un  eérele  langent  à deux  droites  MAI,  mn  et  à un  ' -, 
cercle  (C.)  donnés. 

•-‘  On  rapproCbera  ou  l’on  écartera  les  deux  droites  MX  et 
nin  d'une  longueur,  égale  au  rayon  du  cercle  (C),  seUîii  la  na- 
, tore  de  leurs  contacts  avec  le  cercle  cherché  r dans  rùn  et 
l’autre  cas,  le  cercle  (Q)  se  réduira  à un  point,  et  la  question 
sera  ainsi  ramenée  à la  saivarite,  par  laquelle  on  verra  que  la 
solution  de  ce  problème  est  quadruple. 

. • Problème  V.  • 

Par  un  point  donné  A {Jig.  'io)-;  mener  un  cercle  tangent  à 
deux  droites  MN  et  mn  également  données. 

On  considérera  les  droites  données  MN  cl  mn  comme  deux 
cercles  de  rayons  inlinis.  Cela  posé,  tout  cercle  tangent  aux 
droites  MN  et  mn  ayant  scs  points  de-conlact  K et  B'  situés  à 


■ i 
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égale  dislance  de  l’intersection  K de  ces  droites,  il  est  clair  que 
si  l’on  prend  sur  ces  droites,  à partir  de  K,  deux  distances  égales 


KK  et  KR',  la  droite  RR'  pourra  être  considérée  comme  une 
sécante  passant  (Prop,  III)  par  le  point  O,  situé  dans  ce  cas  à 
l’infini;  donc  la  droite  qui  joint  le  point  donné  A au  point  O ■ 
est  une  parallèle  à RR'  ; donc  si  par  les  points  A,  R et  l^'on 
mène  une  circonférence  de  cercle,  celle-ci  coupera  la  droite 
AO  parallèle  à IlR',  en  un  second  point  B,  par  où  devra  passer 
aussi  la  circonférence  cherchée  (trop.  XIV)  t le  problème  se 
trouve  ainsi  ramené  à mener  par  deux  points  A et  B une  cir- 
conférence tangente  à une  droite  MN  (Prob.  111). 

. Pkoblëms  VI.  . . 

Par  un  point  donné  A [fi g.  3i),  mener  un  cercle  langent 
à uiie  droite  MN  et  à un  cercle  [C]  donnés. 

■ F‘e-  3i.  ' , . _ V ■ 


^ O 


En  regardant  la  droite  MN  comme  un  cercle  de  lajon  infini. 
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-On  verra  taeilemciil  que  les  poinis  O el  O',  reialifs  à ce  cercle 
el  au  cercle  (G),  onl  ici  la  positiun  indiquée  sur  la  figure; 
on  appliquera  donc  à celle  question  la  deuxièiiic  solution  du 
Prob.  II  ; c’esl-à-dirc  que,  pour  construire  les  deux  cercles  tan- 
gents relatifs  au  point  0,  par,  exemple,  on  mènera  par'ce  point 
une  sécante  arbitraire  OR  et  une  droite  O.V  plissant  par  le  point 
donné  A ; par  ce  point  A et  par  les  deux  poinis  K el  R',  de  lu  sé- 
cai\lo  OR,  on  fera  passer  une  circonférence  de  cercle,  qui  renr 
contrera  la  droite  AO  en  lui  second  point  B,  par  lc(|uei  devront 
passer  les  deux  cerclés  cherchés;  en  sorte  qu’il  ne  s’agira  plus 
que  de  mener  par  les  deux  poinis  A el  B,  deux  cercles  tangents  , 
à la  droite  M\  ou  au  cercle  (G),  ce  qui  s’exécutera  comme  il  . 
a été  dît  au  Prob.  I ou  III.  , . 

Le  point  0'  donnant  deux  autres  cercles  tangents,  le  pro- 
blème est  s'usceplible  de  quatre  solutions  distinctes. 

• ■ pROBLÈSE  Vli.  ‘ . 

Mener  un  cercle  langent , à deux  cercles  (A),  (G)  c/  <1  une 
ligne  droite  MN  donnés  sur  Un  plan.  • • • 

En  examinant  celte  question,  on  verra  que  le  cercle  cherché 
péut  avoir,  eh  général,  quatre  positions  différentes.  Pour  trou- 
ver la  construction  relative  à l’une  de  ces  positions,  on  rappro- 
chera ou  écartera  Ja  droite  MN  du  centre  A du  plus  petit  des 
deux  cercles  donnés,  d’une  longueur  égale  au  rayon  de  ce 
cercle,  èl  l’on  diminuera  ou  augmentera  en  même  temps  le 
rayon  de  l’autre  cercle  (G)  de  la  mêiné  quantité,  selon  la  na- 
ture des  contacts  avec  le  cercle  inconnu  : dans  tous  les  cas,  le 
cercle  (A)  se  réduira -à  un  point  et  la  question  sera  ramenée  à 
la  précédente.  ’ . 

Il  n'est  pas  difficile  de  voir  que,  parmi  les  quatre  solutions 
fournies  par  celle  dernière  question,  il  y en  a deux  qui  don- 
.ncront  chacune  deux  solutions  du  problème  actuel. 

Scolie,  — Quand  le  cercle  tangerrt  cherché  se  trouve  être  ■ 

' assujetti  à une  condition  particulière  différente  de  celles  que 
nous  nous  sommes  imposées  dans  les  problèmes  précédents, 
celle  nouvelle  condition  équivalant  à l’une  des  trois  données 
'P,  L,  G,  on  ne  pourra  plus  assujettir  le  cercle  tangent  qu’à 
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deux  de  ees  trois  conditions,  et  cela  donnera  lieu  à differents 
problèmes  particuliers,  donl'nogs  allons  dire  un  mot,  en  choi- 
sissant ceux  qui  peuvent  offrir  le  plus  d'intérêt. 

Problème  Vni.  '• 

Trouvet  un  cercle -qui  soit  tangent,  à une  courbe  en  un  point 
donné,  et  qui  touche^iL  méme  temps  une  droite  ou  un  cercle 
donné,  ou  encore  passé  par  Un  point  donné. 

On  mènera  à la- courbe  proposée  une  tangente  par  le  point 
donné  sur  son  contour  ; il  est  évident  que  le  cercle  cherché 
qui  doit  être  tangent  à'  la  courbe  en  ce  point,  sera  aussi  tan- 
gfent  au  même  point  à fa  droite  tracée  ; or  cettp  dernière  .con- 
dition équivaut  à celle  que  le  cercle  cherché  passe  par  deuV 
points  réunis  en  un  seul  donné,  et  par  conséquertt  les  ques- 
tions dont  il  s’agit  ici  se  résoudront  de  la  même  manière  que 
les  IProb.  I et  111., 

Quand  la  derniere  donnée  est  un  point,  le, problème  se  réduit 
par  la  même  observation,  à un  problème  élémentaire.' 

Problème  IX.  ' ‘ . 

Trouver  un  cercle-  tqngent  à un  cercle  (C),  qui  passe  par 
un  point  flonné  A,  et  dont  le  centre, soit  situé  sur  une  droite 
également  donnée  'S\^  [fiS-  ' ' 

Puisque  le  centre  x du  cercle  cherché  doit  se  trouver  sur  la 
droite  MN,  cæ  cercle  passant  parle  point  A,  doit  aussi  passer 
par  le  point  B situé  sur  la  perpendiculaire  AD,  abaissée  du 
point  Asnr  MN,  à une  distance  BD  = DA.  Donc  le  problème 
se  trouvera,  p^r  cette  construction  simple,  ramené  à conduire 
par. deux  points  et  B un  cercle  tangent  au'cercle  (C),  et.il 

se  résoudra  par  conséquent  comme  le  Prob.  I.  ^ ‘ ; 


Problème  X'.  ■ ' 

'A  une  droite  donnée  MN  [fig.  29),  mener  un  cercle  tan- 
gent qui  passe  par  un  point  A ,et  dont  le  centre  soit,  de  plus, 
.sur  une  autre  droite  donnée  PQ.  * , , 

Le  cercle  cherché  devra  passer  par  le  point  B,  situé  sur  la 


Digitized  by  Googic 


4ü  ■ I"  CAHIER.  — LKMMKS  ' . 

perpendirulafrc  AD  à MN,  à iino  clistuiice  lU)  do  cotlo'dpoiie  , 
égide  à AD;  el  par  conséqiioiil  le  problème  se  irouvani  ramené 
au  Prob.  TII,  se  ré.soudra  de,  même. 

Prori.ème  XI.  - . , ^ ■ 

Mener  un  cercle  tan^^ent  à-deux  cercles  donnés  (C)  et  (C')  - 
et  dont  le  centre  soit  situé  sur  une  droite  .donnée  MN  (*). 

On  augmentera  ou  diminuera  le  rayon  du  cercle  (C)  d'une 
longueur  égale  au  rayon  du  plus  petit  cercle  (C'),  selonda  na- 
ture de  son  contact  avec  Ic'  cercle  cherché  et  de  manière  que 
le  cercle  (C')  se  réduise  à un  point  C7  ; le  problème  se  trouve^ 
ainsi  ramené  au  Prob.  IX,  et  chacune  des- deux  solutions 
ainsi  obtenues,  fournira  deux  solutions  de  la  question  même 
dont  il  s’agit.  . 

, PaoBLiiMF-  XJI.  ■ ■ ' ■ , 

J une  droite  PQ  et  à un  cercle  (.<]),  mener  un  cercle  tan-  ^ / 

frent  dont  le  centre  soit  situé  sur  une  droite  MN. 

Oii  rapprochera  ou  éCarteea  la  droite  PQ  du  centre  €,  d’une 
longueur,  égale  au  rayon  du  cçrclc  donné,  selon  la  nature  du 
contact  avec  le  cercle  elierché,  et  de  manière  que  le  cer- 
cle (C)  se  réduise  à un  point.  Le  problème  sera  ramené  par 
cette  construction  _aii  Prob.  X et  se  ré.soudra  de  même.  ■ 

Scolie.  — Le  cercle  tangent  cherché  peut  être  aussi  assujetti  ■■ 
à une  condition  de  grandeur;  on  pourrait  demander,  par  exem-, 
pie,  que  son  rayon  fût  d’une  longueur  donnée  ou  d’un  rap- 
port donné  avec  une  droite  de  grandeur  indéterminée  dans  la.  - 
figure,  etc.. Il  peut  encore  être  assujetti  à la  cortdition  que  ses 
tangentes  menées  par  un  ou  deux  points  donnés,  soient  égales 
à deSjignes  données;  ce  donA  on  a vu  un  exemple  (Prob.  II, 
première  solution).  Tous  les  problèmes  de  cette  espèce  pour- 
ront se  résoudre  au  moyen  des  Prop.  XI,  XII  et  XllI,  cl  en 
se  servant  des  solutions  ihdiquées  pour  les  précéilenls. 


,(*)  Les  figures  dé  re  problème  ot  du  suivant  aüssi  bien  que  celles  du 
Prob.  IV,  ont  été  supprimées;  à cause  de  leur  simplicité. 
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Vuici'cncore  un  problènip  de  ce  genre,--donl  la  solution'  est 
fort  simple.  . . , . . 

Pboblème  XllI. 

• # ^ ' 

Ktnnl  donnés  un  cercle  (C.)  et  deux  tangentes  OT  e/,OT'  ù 
ce  cercle  (^g'.  3^),  mener  entre  ces  tangentes  une  droite  \x 
de  grandeur  donnée  AB  ej  qui  touche  le  cercle  ,(C). 


On  portera  ABjle  T en  t,'  sur  la  tangente  OT  et  de'  T'  en 
sur  la  tangente  OT';  on  fera  passer  ensuite  par  les  deux  points 
t et  ainsirdéterminés,  une  circonfétenec  de  cercle,  tangente  ' . 
à TO  et  qui  sera  en  même  temps  tangentq  ù T'O.  Cela  fait,  on 
mènera  les  deux  tangentes  commune^  X.r  et  X'.r'  aux  cer- 
cles (C)  et  {C'),  et  ces  ungentes  seront  les  droites  deman- 
dées; car  (Urop.  IV), 'dans  une  telle  figure  \x=  \'x'  = T<  =;: 
par  conséquent  AB.  ' , ' , 

Si,  au  lieu  de  porter  ABde  T vers  O,  on  l’eût  porté  en  sens  con-  • 
traire,  et  qu’on  e'ùtagi  de  ’mêntc  à l’égard  de  T',  on  eût  obtenu 
,de  ce  côté  uri  nouveau  cercle  i]ui  aurait  donné,  comme  (C')’, 
dénie  solutions  du  problème.  Ainsi  ce  problème  est  Suscep- 
tible en  général  de  quatre  solutions.  Ce  nombre  pourra  se  ré- 
duire dans  certains  cas,  et  même  la  solution  pourra  alors  de- 
venir impossible.  ' - ■ , : , , ■ - - 


Nous  allons  maintenant  faire  l’application  de  ce'  qui  précède 
au, problème  qui, a pour  objet  de  trouver  l’inlerseclion  d’une 
droite  donnée  av^ic  une  section  conique  dont  on  connaîtrait  les' 
axes  ainsi  que  les  foyers.  ‘ 
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Pboi'ositiw'  XV*  • . • 

Vn^  section  conique  quelconque  peut  être  considérée  comme 
la  courbe  parcourue  par  le  centre  d'un  cercle  variable  de 
grandeur^  assujetti' à être  oontinuellément  .tangent  ù deux 
cercles  donnés,  ou  à passej-  par  un  point  et  à toucher  un 
cercle  égahment  donnéi  , 

Commençons  par  rechercher  la  nature  de  ,1a  courbe  qui  sera  ' 
en  général  engendrée  de  cette  manière.  ' ' 

Les  deux  cercles  donnés  peuvent  avoir  trois  positions  dis- 
tinctes l’un  à l’égard  de  l’autre  : i”  ils  peuvent  être  entièrement 
_isolés;  2°  ils  peuvent  être  renfermés  l’ün  dans  l’autre.;  3“  ils 
peuvent  se  toucher  ou  se  couper  en  deux  points.  , . 

' Considérons  le  premier  ras  33) , où  les.  cercles  (G) 


Ktc.  JS.  • * 


cl  {C')  sont  isolés  : le  cercle  générateur  (a;)  peut  avoir  deux, 
séries  de  positions  (a:)  et  [x'\  différentes^  et  par  conséquènl 
son  centre  décrit  alors  deux  courbes  distinctes.’ 

. Quand  le  cerclo.(jr)  louche  extérieurement  (C)  et  (C'),  on  a 
évidemment,  quelle  que  soit  la  position  du  centre  X,- 

■ ' ’ ■ Cx-'C'x  = CR -CV,  : ■ ■ 

cly  par  suite,  le  centre  parcourt  une  hyperbole  dont  C et  C' 
som  les  foyers,  et  dont  la  différence  des  rayons  vecteurs  ou 
l’axe  iransvérsè  est  égal  à CR  — C'c. 

Quand  le  cercle  (^')  louche  leS  cercles  donnés  (C)  et  (G'), 
l’un  intérieurement  et  l’autre  extérieurement,  on  a 

Cx' — C' .r' = CR' 4- R^x' — x' /■  + rC' = CR -I- G' 


.•OiqHzcc!  hv  GoOj^K' 
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Le  centre  x'  décrit  donc  aussi  une  hyperbole  qui  a'  mêmes 
foyers  que  Ja  première,  mais  dont  l'axe  fransverse  est  égal-à, 
CR-+-C'r.'  ' 

- ■ Fifl.  34- 


Considérons  à présent  le  cas  [fig.  34)  où  le  cercle  (C')  est 
renfermé  dans  (C).  11  est  clair  que  le  cercle  tangent  peut  en- 
core avoir  deux  séries  de  positions  distinctes  (x)  et  (a:').'  * 

Quand  il  a la  nosilion  iar),  on  a ‘ , . ' ' " 

CjT-f-C'.ï=  GR  — Rar-f-C'r-t^ri-^CR.-i-C'r;  ^ 

ainsi  la  courbe  que  parcourt  le  point  x estj  dans  ce  cas,  une 
ellipse  dont  C et  C'  sont  les  foyers,  et  qui  a pour  grand  axC'la 
somme  CR-f;CV  des  rayons  des  deux  cercles  donnés.  , ' 
Pour  l’autre  centre  x',  on  a pareillement 

Cy-f^'C;.r'  = CR'— Il'jc'4-r.r'— G'>==CR'  — CV;  , 

ainsi  la  courbe  quë  parcourt  le  centre  x',  est  aussi  une  ellipse 
qui  a mêmes  foyers  que  la  première,  mais  dont  le  grand  axe 
■est  égal  à la  différence  dés  rayons  des  cercles  donnés,  . " . 

• ’ Fig.»  35.  . ' ■ ■ • ; " ^ ! 


Si  le  oercle(C)  avait  un  rayon'  infini  et  qu’il  se  féduistt  par 
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conséquent  à une  ligne  droite  CK  {fig.  35),  le  cercle  tangent 
pourrait  encore  avoir  deux  séries  de  positions  (x)  et  [x'\. 
Quand  touclre  extérieurement  le  cercle  (C')>  on  a 

CJ  X — Ri  = G'r; 

ce  qui  prouve  que  la  courbe  parcourue  par  le  point  x est  une 
parabole. Un  effet,  supposons  qu’on  écarte  du  centre  C'  en 
KM,. la  droite, CK  d’une..quantité/>9  — C'r,  il  est  évident  qu’on 
aura  pour  tous  lés  points  X,  ' . 

; - . ..  =C'jr; 

ce  qui  montre  en  outre  que  le  centre  C'  est  le  foyer  de  la  para- 
bole, et  que  KM  en  est  la  directrice. 

Pour  la  même  raison,  le  centre  x'  parcourt  Une  parabole 
'dont  C'  est  lé  foyer  et  dont  une  autre  parallèle  à .CR,  p'K,  est 
la  directrice.  Car  on  a évidemment 

. . ' RV  — C'i'  = c''i-  . V 

et  par  conséquent,  en  supposant //ç  =C'c,  j ■ 
C’x'^R\x\ 

(Considérons  maintenant  les  cas  où  les  cercles, (C)‘et  (C')  se 
coupent  ou  se  touchent.  Lorsque  les  deux  cercles  se  coQpent 
i^g.  36)'j  le  cercle  langent  peut  avoir  les  deux  positions  (ar)  et 
• ' • • ' ' 

: . ' Fie.,  36.  - 


(x').  Le  centre  a:. parcourt  une  hyperbole  dont  C et  C'  sont  les 
fovers-et  dont i’axe  transverSe  est  égal  à CR  ^C'c.  Le  centre  r' 
deérii  une  ellipse  dont  C etC'  sont  aussi  les  foyers  et  qui  a pour 
grand, axe  ÇR  -+■  C'e  ; xhacunc  de  ces  deux  courbes  passé  évi- 
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ilemment  par  les  deux  points  K et  Lt  où. se  rencontrent  les 
cercles  (C)  et  (€'). 

On  voit  que,  dans  tous  les  cas  précédents,  il  y a deux  courbes 
distinctes  engendrées  pour  les  deux  mêmes  cercles  (G)  et  (G'), 

- soit  qu'ils  se  coupent  ou  qu’ils  ne  se  coupent  pas.  Mais  la 

- même  chose  n’a  plus  lieu  quand  ils  se  toucltent. 

Si  les  deux  cercles  (G)  et  (G')  se  touchent  extérieurement 


FiR.  37. 


37),  il, est  évident  que  le  cercle  (.r)  n’a  plus  qu’une  seule 
position  elle-même  extérieure  à ces  cercles,- et  comme  bn  a'  - 

Gar  — G'.r  = GR~G'r,  ' 

le  centre  décrit  une  hyperbole  dont  (’  et  (]'  sont  les  foyers,  et- 
qui  a ('H — GV  pour  a.xe  transverse.  ' ' 

Quand  les  cercles  (0)  et  (G')  se  touchent  intérieurement 
(,/t^''.  38),'Ie  centre  ar  décrit  une  ellipse  qui  a pour  foyers  les 


FiR  38. 


centres  G et  G' et  pour  grand  axé  la  somme  GR  -1-  G'rdes  rayons, 
de  ces  cetcles.  Dans  l’un  et  l’autre  de  ces  deux  dertiiers  cas,  la 
courbé  parcourue  touche  à la  fois  les  cercles  (G)  el^G')  au  point 
(le  coniact  T.  * . * • ' 

'•  Si  lé  cercle  (G)  {ftg.  Sq)  était  une  figne  droite  (7r  Umgente 
au  cercle  (G'),  la  courbe  unique,  parcourue  par  le  centre" du 

4-' 
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(■(‘irle  ntoliil(‘  sentit  une  paniltole  dont  (i'  sentit  le  foyer, 
MK  lit  dire.ctfice,  etc.  ' . 

ïinfin,  $i  les  cercles  ((])  et  (C')  se  rédtiisaiem  à deux  lignes 


Fie  ’O 


‘droites,  il  est  clair  que  la  courbe  njirc.ourue  par  le  centre  x se- 
rait clle-inème  uit  système  de  deux  lignes  droites. . 

■ ^ On  conclut  de  cet  exanieit,  qu’tint?  section  conitfue  quel- 
conque, cotirbo  ou  limite,  peut  être  engendrée  parle  centre;, 
d’unxercle  <|ui  serait,  dans  toutes  ses  positions,  constamment 
_ tangent  à deux  cercles  donnés,  en  ayant  soin  d’observer  que 
'ces. cercles  peuvent  avoir  des  rayons  infinis  et  par  conséquent 
devenir  de  simples  droites. 

.V  Si  l’on  suppose,  dans  tous  les  cas  précédents,  que  le  cercle  (C') 
•SC  réduise  à un  point,  le  centre  de  (x)  ne  décrira  qu’une  Seule 
courbe,  qui  sera- une  hyperbole  quand  il  sera  situé  en  de- 
hors du  cercle  (C),  une  droite  quand  ce  point  sera  situé  sur  la 
circonférence  de  ce  même  cercle,  une  ellipse  quând  il  sera 
situé  au  'dedans,  enfin  une  parabole  quand  jp’  Cerclé  (C) 
deviemlra  une  ligne  droite  (*),  *■  » 


Nous  pouvons  maintenant  nous  proposer  de  trouver  l’inter- 
section d’une  courbe  du  seconif  degré  et'd’unc  ligne  droite.  - 

(*)  Cette  discussion,  pour  ôlro  complète',  aurait  besoin  do  s’étendre  au 
-câs.où,  do  deux  cercles  fixes  donnés  sur  un  même  plan,  l'un  enveloppe 
le  cercle  mobile,  et  l’autre  en  est  enveloppé  extérieurement,  etc.  Mais 
celte  discussion  h’olfre,  aucune  difiiculté,  et  n’a  qu’un  bien  faible  intérêt 
pour  la  solution  du  problème  ci-après.  ' • . ' • ■ 
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1 - 

V • . - , ' PllUllLtMli  XIV. 

,IMtenniner  lus  deux  points  d intersection  d'une  ti «ne  droite 
et  d'une  section  conique.  ' , ' • 

Quelle  c(ue  soit  la  courbe  donnée»  elle  peut  être  considérée 
■comme  engendrée  par  le  centre  d'un  cercle  de  rayon  variable, 
assujetti  à passer  par  un  point  donné  et  à rester  tahgént'à  ujr  . 
cercle  donné;  Les  deux  points  d’intersection  cherchés  seront  . 
donc  tels,  que  si  de  l’un  d’entre  eux  comme  centre,  avec  sa 
distance  au  pointdoiuiépoüF  rayon,  on  décrit  une  circônféi'ence 
de  cercle,  celle-ci  sera  tangente  au  cercle' donné.  Par  suite,  le. 
])robîème  proposé  est  ramené  au  Probl.  IX  résolu  plus  haut. 

Si*la  courbé  donnée  eSt  une  parabole,  la  question  revient  a 
celle  du  Probl.  X.  Considérons  ce  dernier  cas -pour  premier  - 
yjxemple. 

Soit  A [fig.  4®)  Ig  -foyer,  de  la  parabole;  PQ  sa  directrice;  ' 
MN  la  droite  dont  on  veut  déterminer  les  inierséctions  et  .i' 
avec  la  paiabolc*.  la  (juestion  revient,  comme  nous  l’avons  dit, 
à mener  par  le  loyer  un  cercle  langent  à la  directrice  PQ,  et 
dont  le  centre  soit  situé  sur  la  droite  MN.  On  abaissera  donc 


(Proli.  X)  du  point  A,  une  perpendiculaire  AI)  sur  MN;  on  pui'- 
-lera  AD  suj' cette  droite,  de  Den  B;  par  les*deux  points  A et  B 
on  fera  passer  une  circonférçnre  de  cercle  quelconque  ABT; 
par  le  point  p où  AB  prdlonçée  rêncouife  PQ,  on  mènera  la  . 
tangente  />T  à ce  cercle  f on  rapportera  ensuite  celte  tangente 
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sur  la  directrice  PQ,  de  part  et  d’autre  du  point  p,  eu  ® et 

enfin  aux  points  0 et  6'  on  élèvera  sur  cette  directrice,  des 

perpendiculaires  qui  couperont  la  drojtc  MN  aux  points  x eix'' 

demandés. 

Svolie.  — 11  résulte  de  là  que  la  parabole  jouit  de  cetle  pro- 
priété : Soit  MN  4o)  une  droite  quelconque  rencontrant  Ja 
courbe  eu  x et  x'  ; si  l’on  abaisse  du  foyer  A,  sur  cette  droite, 
une  perpendiculaire  .AD  qui  coupe  la  directrice  au  point  yr, 
et  que  des  points  x et  x',  on  mène  à l’axe  de  la  courbe  les  pa- 
rallèles x'^'  et  x%  qui  rencontreront  la  directrice  aux  points  6' 
et  6,  la  distance  90'  sera  divisée  en  deux  parties  égales  par  le 
'point  /?,  et  la  distance  pù  sera  égale  à V/>A  (/>A-+-2ÂD). 

Si  la  droite  MN  passait  parle  foyer  A la  construction 

précédente  aurait  encore  lieu;  seulementle  cercle  ABT  serait 


Fig.  4i. 


V ■ 

tangent  à la  droite  p\  élevée  perpendiculairement  sur  AIN 
au  point  A,  et  alors  on  aurait  p6  = p(i'  = />  A.  11  est  aisg  de  voir  ' 
aussi  que  le  point  p serait  celui  où  se  coupent  les  tangentes  à 
la  parabole  menées  par  les  points  x'  et  ar;  car  les  deux  trian- 
gles p^x’  et  pO' x'  relatifs  à l’intersection  x',  par  exemple, 
étant  alors  rectangles  et  égaux,  l’angle  px^\  = aug.  px'V  : pa- 
reille chose  a lieu  pour  le  point  x ; donc  les  tangentes  en  x et  x' 
passent  par  le  même  point /?.  t)n’peut  remarquer,  en  outre, 
qiire  l’angle  xpx‘  de  ces  deux  tangentes  est  un  angle  droit  (*  ). 

^ ; iî ■ 

(*)  à la  suite  dé  ce  I"  volume,  sous  le  titre  de  'Souvenirs  de 

l’École  polrtcclmiqiir,  quelques  autres  propo.«ilions  relatives  à la  pam- 
hole,  démontrées  par  voie  de  synthèse  : notamment  lu  détermination  des 
itoriiinlcs,  des  ruj-ons  de  coitrbutv  et  de  lu  développée  de  cette  rourbe. 
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■ Supposôits,  pour  second  exemple,  qy’H  s’agisse  de  trouver 
l’intersection  d’une  ellipse  avec  une  droite  MN  [fig.  4a). 

Soient  Ç et  C'  tes  fo_j^ers  de  l’ellipse  ; du  point  C commo  • 
centre,  atee  te  grand  axe  pour  rayon,  on  décrira  une  circonfé- 
rence (C),et  l’ellipse  pourra  être  considérée  comme  engendrée 
par  le  cenlre-d’un  cercle  qui  passerait  par  le  point  C',  et  qui 
serait  dans  toutes  ses  positions,  tangent  au  cercle  (C).  On  abais- 


. Fie.  4^- 


sera  donc  (Prob.  lX))du  foyer  C',  une  perpendiculaire  C'D  sur 
la  droite  dpnnée  MN;  puis  on  feraJ)B=C'D;  par  les, points 
B et  C'  on  fera  passer  une  circonférence  quelconque  BCf/inj 
qui  coupera  le  cercle'  (C)  aiix. points  m et  nj.on  tracera  la 
corde /tm,  laquelle  coupera  C' B au  point  de  ce  point,  on 
mènera  les  tangentes  pT  ei  pT'  au  cercle  (C);  on  joindra  lés 
points  ï et  'P  avec  le  foyer  C par  les  droites  GT  et  CT',  qui  cou- 
peront MN  aux  points  x et  x'  demandés. 
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PftOPOSmONS  FONDAMENTALES  TIRÉES  DU  SVSTEME 
DES  œORDONNÉES  DE  DESCABTES. 


I.  ; 

SLR  l’iDENTIT£  des  COURBES  DU  SECOND  DEGRÉ  ET  DES  SECTIONS 
DU  CONE  DROIT  A BASE  CIRCULAIRE 

, -G  . • • 

• Les  divers  auteurs  qui,  jusqu’à  présent  (i8i-3),  nous  ont 
donné  des  Traités  élémentaires  sur  l’application  de  l’algèbre 
à la  géométrie,  ayant  mis  un  ordre  différent  dans  l’énchalne- 
ment  des  propositions,  il  est  nécessaire,  avant  d’aborder  la 
question  dont  il  s’agit  ici,  d’indiquer  là  marche  que  je  sup- 
pose adoptée  à ce  sujet.  Gela  permettra  de  donner  >à  cet  essai 
de  démonstration  le  degré  de  clarté  et  de  rigueur  indispen- 
■ sable,  tout  en  faisant  éviter  jusqu’à  l’apparence  de  cercles  vi- 
, deux. 

Transformation  et  discussion  préalables  de  l'équation  générale 
des  lignes  du  second  degré. 

Je  suppose  qu’on  ait  commencé  par  déterminér  les  équa- 
tions du  point  et  de  la  ligne  droite,  soit  que  l’on  considère  ce 
point  ou  cette  droite  d’une  manière  isolée,  soit  qu’on  les 
suppose  combinés  entre  eux  par  voie  géométrique  ou  par 
* - voie  analytique.  ■ ' 


Le  cercle  étant,  après  la  droite,  la  ligne  la  plus  élémen- 


(*)  Cetto  Note  était  destinée  à un  ancien  camarade  de  promotion  d’École- 
polytechnique,  M.  Dufrayer,  officier  d’artillerie,  comme  moi  prisonnier  de 
» . _ . guerre  dans  le  gouvernement  de  SaratofT,  et  qui  se  proposait  d'en  faire 

usage  poûr  Teriseignemenl  de  la  Géométrie  analytique  à de  jeunes  Russes  : 
cette  Note-  ne  put  parvenir  à sa  destination  par  la  voie  de  la  poste  offi- 
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taire,  je  suppose  qu’oi>  passe  tout  de  suite  à l’examen  de  ses  di- 
veYses- propriétés,  de  celles  des  tangentes,  des  sécantes,  etc. 

Cet  examen  pouvant  exiger  qu’on  transforme  les  axes  coor- 
donnés, ce  sera  le  lieu  de  faire  connaître  les  différentes  for- 
mules au  moyen  desquelles  on  peut  y parvenir.  ’ • • ' . • - 

Formulas  de  transformation  des  coordonnées  sur  le  plan.  — 
Comme  nous  aurons  occasion  d’employer  ces  formules,  je  vais 
les  rappeler  d’une  manière  succincte  et  sans,  en  donner  la  dé-  . ‘ 

monstration,  (i.xtrèmement  facile  .à  trouver  par  des  considéra- 
tions géométriques  de  projection.  ' . I 

1°  Quand  on  voudra  changer  les  axes  de  coordonnées  de 
manière  que  l’origine  soit  transportée  eu  un  point  connu,  dont  - 
l’ordonnée  serait  ±«  et  l’abscisse  ± m,  on  emploiera  les  deux 
formules  ‘ , ■ - 

x==x'dzm,  rr=r'dt.n,'  , 

x'  et  y'  représentant  les  nouvelles  coordonnées, a?  cty’les 
anciennes.  _ 7 . 

2“  Pour  le  cas  où  il  s’agira 'de,  changer  les  axes  coordonnés 
de  manière  que,  l’origine  restant  la  même,  les  nouveaux  axés, 
censés  rectanguraires  comme  les  anciens,  aient  une  direction  - ' 
différente,'  on  emploiera  les  formules  " ' . 

a:  = A;'cosa  — >-'sina,  -/•=  x'sin.a -|-3’'éosa,  , ” 

dans  lesquelles  les  coordonnées  anciennes  et  nouvelles  con- 
servent les  mêmes  dénominations  que  ci-dessus,  et  où  ‘ 
représente  l’angle  formé  par  le  nouvel  axe  des  x avec  l’an-  •. 
cien. 

3“  Si  l’on  veut  à la  fois  changer  l’origine  et  la  direction  des  ; 
axes  d’un  système  rectangulaire  en  un  autre  système  de  même 
nature,  on  prendra  i ' 

a:  = ar' cos  a — sin  adz  ot,  = sin  « -t-/' coS  adz  «,  , • . 


cielle.  On  la  conservo  ici  malgré  son  peu  d’importaiico  relative,  iion-seu- 
léçnent  pour  l’ordre  logique, des  idées  et  l’enchaincment  mélhédique  deir  ’ • 
démonstrations, -mais  aussi  (lour  montrer.  Bans  réticence,  quelles  étaient  à 
cette  époque,  ips  idées  et  les  vues  de  l'auteur  én  fait  d’Èléments  de  géo- 
métrie analytique.  ' s , . • 
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4“  'Pûur  passer  d’un  système  de  coorduimées  rectangulaires 
à un  système  de  coordonnées  obliques,  l’origine  restant  la 
même,  on  se  servira  des  formules  . ' 

x = x'  COS'a4-.r'  cos  (a  ÿJ,  )'  = x'  Sjll  a -!-  >■'  Sill  (a  -f;») , 

oii  a représente  toujours  l’angle  que  le  nouvel  axe  des  x fait 
avec  l’ancien,  cl  l’angle  que  fomtenl  entre  eux  les  nou- 
veaux axes.  On  .tire  de  ces  deux  formules,  par  l’éliniina- 
lion, 

■ / 

, xsin(a-l-ip) — J’cosfat-l-v)  , vcos».,— .vshla 

X = ^ ) y — ' : • 


(les  nouvelles  formules  servirent  réciproquement  à repasser 
du  système  oblique  à un  système  rectangulaire. 

5“  Enfin,  si  l’on  veut  passer  d’un  système  de  coordonnées 
obliques  à un  autre  système  de  mcinc  nature  changer 
l’origine,  on  aura  les  deux  formules 


ar'sin  (ij*  — g)-f-  r'  8111(^11  — p) 

siui}. 


a:' sin  a 4- r'sin  8 

■V*  — — ■ ..  L • 


dans  lesquelles  a et  p représentent  respectivement  les  angles 
des  deux  nouveaux  axes  x'  et  avec  l’ancien  axe  des  x,  et 
l’angle  que  les  anciens  axes  forment  entre  eux. 

Si  l’on"  se  proposait  en  outre,  dans  les  deux  derniers  cas,  de 
changer  l’ongine  des  axes  en  la  iransporlanl  en  un  nouveau 
point  dont  les  coordonnées  seraient  ±w  et  db«,  il  faudrait, 
comme  pour  les  formules  précédentes,  ajouter  ±w  à l’expres- 
sion de  X et  zhn  à celle  de  y. 

'Vprès  avoir  discuté  les  propriétés  tlu  cercle  relatives  à des 
axes  reciangidaires  ou  obliques,  je  suppose  que  l’on  passe  à 
l’examen  des  coordonnées  rectangulaires  à trois  dimensions, 
(‘Il  déterminant  les  équations  du  point,  de  la  ligne  droite  et  du 
plan  situés  d’une  manière  (juelconque  dans  l’espace,  et  résol- 
vant toutes  les  questions  qui  y ont  rapport  comme  celles  de 
trouver  la  distânee  entre  deux  points,  un  point  et  une  droite 
ou  ml  plan,  l’anglë.de  deux  droites,  etc.  ■ 

Triinsformalions,  simpli/irations  diverses  de  IV'quatien  gé- 
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némle  des  lignes  du  second  degré.  — C(!S  préliminaires  étant 
établis  et  bien  connusije  passe  à Pexamen  des  lignes,  droites 
ou  courbes,  représentées  par  l’équatron 

.•  A 

(i)  ay' bxy->r.c^e^ -^dy-!r  ex -k-f  =Oy  ^ 

la  plus  générale  possible  dn  .‘second  degré.  Elle  comprend  évi- 
demment toutes  eelles  des  courbes  ouvertes  ou  fermées, 
réelles  ou  imaginaires,  du  même  degré.  , ' ' 

' Pour  parvenir,  avec  rapidité  et  clarté,  à la  connaissance,  à 
la  classification  dos  différentes  espèces  de  lignes  qu’elle  peut, 
représenter,  il  est  imlispensable  de  la  ramener  à la  forme  la 
plus  simple  possible,  sans' altérer  cependant,  en  aucune  ma- 
nière,, la  nature  .des  courbes  qu’elle  représente.  Or  c’est  ce 
qui  aura  lieu  néces^irement  si  l’on  ne  fait  que  changer  la  posir 
tion  relative  des  axes  coordonnés  auxquels  ces  mêmes  courbes, 
se  trouvent  rapportées.  ; ‘ . 

Disparition  du  terme  en  xy.  — On  ■Change  seulement  la 
direction  de  ces  axes  supjK)sés  rectangulaires,  sans  en  dépla- 
cer  l’origine,  commmie,  au  mo.Yen  des  formules 

r ■ 

x — x'cosx  — j^'sina,  a:'' sin  a -I- cos  a. 

On  introduira  ainsi  dans  l’équation  (i),  une  arbitraire  a qu’on 
pourra  choisir  à volonté,  et  dont  on  se  servira. pour  faire  dispa- 
raître l’un  des  termes  de  cette  équation  en  annulant  son  coef- 
ficient. Effectuant  cette  substitution,  on  trouvera 


N 


; ,Y'^’(«cos’a — é sin  a cos  K -f- fsin’a)  '' 

I -T-  x'y'  (ansin  «cosa  — ésin’a-f-A  cos’  a — 2 c si  n a cos  a) 
1 -i- x'’(a  sin’a-i- Asinacosa -f- c cos’a) 
f -1- J--'  ( rf cos  a — e sina)  -|-.r'(r/  sin  a -l-  e cos  a ) 4-/  = o; 


en  prenant  a de  façon  que  le  terme  x'y'  disparaisse;- on  aura,  • 
pour  déterminer  cette  inconnue,  l’équation  en  elle-jnème 
fort  simple,  • , ' 

^2  sin  a cos  a (rt-^c)T— è (cos’a— .^sill’a)  . 


( 
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(*eite  valeur  de  laug  ast,  élan\  esseuliellemenl  réelle,  il  sera 
toujours  possible  de  changer  la  direclipn  des  axes  <le  façon  (|ue 
l’équalion  de  la  courbe  rcpfésenlée  par  ré<|ualion  (i),  ne  reii- 
ferine  plus  le  lernie  en  a-r.  ' 

'■  Mainlcnanl,  si  l’on  subsliiue  la  valeur  ainsi  «blenue  pOur  a, 
-dans  les  divers  coefficients  de  ré(|ualion  transformée  (2),  et 
(|u’oii  ÿ remplace  0^  et  y'  par  x el^r,  elle  ])rendra  la  forme  par- 
ticulière 


(3) 


aj  ’ -4-  bx'  -+-  cy  -H  (Ix  -f-  e = o ; 


les  coefficients  a,  b,  c,...,  élanl  distincts  de  ceux  de  réqua- 
lion(i)d'où  l'on  est  parti,  et  ajanl  pour  valeurs  respectives 
ceux  de  l’équation  (2).  ' 

Disparition  du  terme  tout  connu  et  de  l’un  des  termes  x ou  tx 
— On  peut  encore  simplifier  l’éqnation  (3)  de  la  courbe  pro- 
posée, sans  en  altérer  d'aucune  facortla  nature  et  les  firopriélés, 
en  transportant  l’origine  des  axes  en  un  nouveau  point  arbi-, 
traire,  sans  changer  leur  direction;  on  à pour  cela  ' 


■ »i  1 


■expressions  qui,  substituées  dans  l'équation  (3 ',  donnent 

i uy’’' bx‘‘ y' [c  •}.nn)-{-x' {d %mb) 

( • -+-  UH’  -H  bnd  -f-  en  dm  H-  e = o . 

Disposant  de  Hi  et  de  «,  de  manière  à faire  disparaître  le  terme 
en  r'  et  le  terme  tout  connu,  on  posera  les  nouvelles  équations 
de  condition 

(5)  c-f-2Hrt  = o,  «h’ -i- è/n’ -4- CH -t- </m -+- e = O . 

Cette  dernière  transformation  sera  possible  si  les  valeurs  cîe 
HI  et  de  H sont  toutes  deux  réelles.  Or  on  lire  des  é<i nations  (5} 


r 

'xn 


et  m = ~~  S'n  (di/*  -t-  bc‘  — 4 <^bc) 
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la  valeur  (le  n (“laiil  esseiuiellemcnl  rtielle,  il  sera  efCeeiiveiticiu 
toujours  possible  de  faire  disparaître  le  terme  én 
Quanl  à la  valeur  de  m,  elle  ne  sera  nielle  qu’autant  quc«la 
quantité  a[ad^  h<-' — sera  positive.  Dans  le  cas  eon-  ^ 
traire,  m devenant  imaginaire , -la  Iransformatiott  précédente 
ne  serait  plus  possible;  c’est-à-dire  que,  dans  ce  cas,  ori  ne 
pourrait  pas  faire  disparaître  à la-  fois  le  terme  en  y'  et  le  terme 
tout  connu;  mais  alors  même  on  pourra'  faire  disparaître  simul- 
tanément le  terme  tout  connu  et  le  terme  ep  jc'. 

En  effet,  il  vient  alors,  pour  déterminer  m ein,  les  équa- 
tions de  condition  ' 

d-^»mb  — O.,  aii‘~\~bin‘‘  -t-  cn.-î- dm  -|- e = g ; 

I 

d’où  l’on  tire  les  valeurs  particulières 

, , d — bc±  \J b ( «(/’  -I-  bv^  — 4 nbe) 

(,)  m = »= ±—!. 

X 

I 

Or  je  dis  que  les  deUx  quantités  a{ad'‘ -y  bc'  — ^abe)  et 
b (ad'^~  bc'‘  — ^abe)  comprises  sous  les  deux  radicaux  (6)  et 
(7),  sont  nécessairement  de  signes  contraires  quand  l’une  d’elles 
est  négative  et  que  l’équation  (3)  ou  (i)  représente  une  courbe 
.existapte. 

En  effet,  on  peut  mettre  l’équation  (3)  sous  cette  forme 

' • ' ' "s  ^ . 

■(8)  b{7.ay  + cY a{^ïbx  -y  dy—  d*a-i-  c'b  — ^abe; 

par  .conséquent,  si  la  quantité  — était  néga-  ' 

tive,  c’est-à-dire  si  n et  ad'-\-bc'  — ^abe  avaient  des  signes 
contraires,  il  faudrait  que  b eût  un  signe  opposé  à celui  de  a, 
sans  quoi  en  pas.sant  tous  les  termes  de  l’équation '(8)  dans  le 
premier  membre,  elle  se  trouverait  composée  de  la  somme  i 
des  trois  quantités  de  même  signe  b[iay+cf,a[ibx-h  dy, 

S^abe  — ad‘‘. — bc^,  et  ne  pourrait  être  satisfaite  par  aucune  des 
valeurs  réelles  attribuées  à a?  et  à j.  Dans  ce  cas  donc,  la 
courbe  que  cette  même  équation  représente  serait  essentiel- 
lemertt  imaginaire.  ,, 

D’autre  part,  puisque  dans  le  cas  de  a{ad^ be^ — 4«^c)  né- 
gatif, b est  nécessairement  de  signe  contraire  à n,  il  s’ensuit  que 
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la  quaiilUfi  b[ad'-\~hc' — ^abe)  sera  en  même  temps  positive, 
et  qu’ainsi  l’un  des  radicaux  ei-dessus  étant  imaginaire,  l’autre 
sgra  par  là  même  réer(‘].  . 

Forme  g)hi(h-ale  la  plus,  simple  de  Véiiualion  des  lignes  du 
deuxième  degré.  — Il  suit  de  là  que  rc<]uatjon  (i)  ou  (3)  de  la 
courbe  considérée,  peut  toujours  être  ramenée,  sans  en  modi- 
fier la  nature  ni  les  propriétés  mais  en  déplaçant  seulement  les 
axes  coordonnés,  à l'une  ou  à l’autre  des  deux  formes 

I Aj’ + Bx* -t- C x-=  O , 

/ Ax’-)-Br’-f-(:.r=o, 

dont  la  seconde  représente  évidemment  la  même  courbe  que 
la  première. 

Car,  en  j changeant  x en  j-  et  réciproquement,  ce  qui  tend 
simplement  à éclianger  les  axes  des  xct  des  _r  entre  eux,  sans 
altérer  non  plus  la  nature  de  la  courbe,  il  est  clair  que  cette 
seconde  équation  deviefidra  identique  à la  première.  ^ 

Donc  l’équation  (9)  représente  cffectivenKHit  toutes  les 
courbes  possibles  du  second  degré,  et  par  conséquent  sa  dis- 
cussion complète  fera  connaître  les  diverses  propriétés  et 
espèces  particulières  de  courbes  que  peut  représenter  l’éqjua- 
tion  la  plus  générale  du  même  degré. 

Le  terme  Aj'  pouvant  toujours  être  censé  positif  dans  l’équa- 
tion (9),  en  changeant  convenablement  tous  les  signes  de  cette 
équation,  je  dis  de  plus  qu’il  est  permis  d'y  supposer  le  terme 
Cx  négatif,  sans  altérer  en  rien  la  nature  de  la  courbe  dont  il 
s’agit.  Car,  en  changeant  dans  cette  équation  x en  — x,  ce  qui 
revient  simplement  à transporter  tout  d’une  pièce,  la  courbe  du 
côté  des  X positifs,  le  terme  Bx’  ne  changeant  pas.de  signe,  et 
le  terme  Cx  devenant  seul  négatif;  l’équation  prendra  ainsi  la 
forme  toute  spéciale, 

, +Bx’  — Cx=o. 


(*)  On  peut  remarquer  que  les  coordonnées  /«  et  u de  la  nouvelle  ori- 
gine, satisfaisant  à l'équation  (3)  de  la  courbe,  celte  origine  est  l’un  des 
points  de  cette  courbe,  et  la  discussion  de  l’équation  ( 8 ) apprend  que  ce 
|)oint  est  le  sommet  môme  de  la  courbe.  (Note  du  mnuusrrit  de  181 3.) 
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Classijication  des  lignes  du  second  degré.  De  là  on  doil 
conclure  que  l’espèce  et  les  propi  iéiés  de  la  courbe  en  ques- 
tion ne  dépendront  que  de  la  relation  existante  entre  les  signes 
et  les  valeurs  des  coefficients  A et  B;  ce  qui  peut  offrir  trois  cas 
très-distincts,  savoir  ; le  cas  où  A et  B ont  tous  deux  même 
signe,  celui  où  ces  coefficients  ont  des  signes  contraires,  et 
enfin  celui  où  le  coefficient  B est  nul. 

Quant  aux  cas  dans  lesquels  les  coefficients  .A  ou  C seraient 
séparément  nuis  dans  l’équation  ci-dessus,  ils  n’offriraient  que 
(le  simples  particularités,  (iar,  A étant  nul,  par  exemple,  et 
celte  équation  devenant  en  eonsfiquence, 

Bæ^’ — ('..r  = o, 

on  peut  y satisfaire  en  posant  soit  xz=o,  soit  B æ:  — C=o: 
la  première  est  évidemment  l’équation  de  l’axe  des  j,  la  se- 
conde celle  d’une  droite  parallèle  à ce  même  axe  à une  dis- 

, . . . G ' 

tance  mesurée  par  la  quantité  ^ 

Si  G est  nul  à son  tour,  l’équation  devenant  ■ 

A^’  -H  Bx’  = O , 

•r 

A et  B étant  supposés  de  mêmes  signes,  ne  pourra  évidem- 
ment être  satisfaite  que  par 

x = o et 

équations  d’un  point  isolé,  placé  à l’origine  même  des  axes 
coordonnés.  , s 

Enfin  si  A et  B ont,  au  contraire,  des  signes  différents,  l’é- 
quation 

A_r^  -I-  B.*'^  = o 
• >* 

pourra  alors  être  satisfiiite  par  l’une  ou  par  l’autre  des  deux 
relations  distinctes 

.r=y/-|x  et  j = 

qui  représentent  deux  droites,  symétriques  par  rapport  a l’axe 
des, ar  et  passant  par  l’origine  des  coordonnées,  droites  dont 
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l’ensemble,  le  système  peut  en  effet  être  considéré  comme  une 

ligne  du  deuxième  degré. 

On  voit,  d’après  cela,  que  l'équation  généralc(i)  peut  repré- 
senter un  point  ou  le  système  de  deux  droites,  réelles  ou  ima- 
ginaires suivant  les  signes  de  A et  B,  mais  qu’elle  ne  repré- 
senterait qu’une  seule  ligne  droite  si  A et  B étaient  nuis  en 
même  temps.  Ces  dernières  circonstances  correspondent 
évidemment  aux  divers  cas  où  l’équation  (i)se  réduit  simplç- 
ment  au  premier  degré,  ou  devient  naturellement  décom- 
posable  en  deux  facteurs  de  ce  degré,  ou  enfin  est  implicite- 
ment-ou  explicitement  composée  de  la  somme  de  deux  carrés: 
ce  que  l’on  peut  toujours  reconnaître  à priori,  en  la  résolvant 
par  rapport  à l’indéterminée  x ou  _>". 

La  discussion  à priori,  de  l’équation  (i)  des  courbes  du  se- 
^cond  degré,  sous  la  forme  générale  ou  particulière  où  elle  se 
trouve,  n’ayant  pas  trait  à l’objet  dont  il  s’agit  ici,  je  ne  m’en 
occuperai  point.  D’ailleurs,  ce  qui  précède  et  ce  qui  suit  rem- 
plit le  même  but  d’une  manière  différente. 

Énumération  des  espèces  distinctesi  — On  vient  de  prouver 
qu’il  existe,  en  général,  trois  espèces  distinctes  de  courbes  du 
deuxième  degré,  représentées  respectivement  par  les  équa- 
tions suivantes  : 

( Aj^''-t-Ba:’  — Ca?  = o,  A>'’  — B.r’  — Cx  — o,  s.  . 

(•»)  iA,._C.r  = o, 

où  A et  B sont  censés  des  constantes  absolues. 

En  discutant  séparément  chacune  de  ces  équations,  on  voit 
que  la  première  représente  la  courbe  fermée  appelée  ellipse, 
la  seconde  la  courbe  à deux  branches  infinies  appelée  hypet^ 
bole,  la  troisième  enfin  la  courbe  à une  seule  branche  infinie 
et  ouverte  nommée  parabole,  toutes  trois  égafement  rappor- 
tées à un  sommet. 

Je  suppose  maintenant  que,  prenant  chacune  des  équa- 
tions (lo)  à part,  on  la  combine,  d’une  manière  convenable,  avec 
celles  de  la  ligne  droite  et  du  cercle;  on  en  tirera  les  divers  tlvéo- 
rèmes  relatifs  aux  axes,  aux  foyers,  aux  tangentes,  etc.  Il  est  clair 
que  la  nature,  les  propriétés  mêmes,  des  courbes  du  second 
degré  seront  ainsi  parfaitement  définies;  il  ne  s’agira  plus,  dès 
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lôrs,  que  fie  prouver  rîdcniilé  de  des  courbes  avec  les  sec-  ■ 
tiojls  coniques.  Mais,  avanlGrabordor  celle  quesiiun,  il  ne 
sera  penl  être  pas  innlilc  de  rappeler  la  hianièrc  tloni  AI.  Le-»  ' 
- T'rançois  Irouvc  el  déflnit,  en  parüculler,'  les  fovers  des  courbes  ; 
>-du  second  deirré  f').  . ' 

w-  . 'f  • - . y.  • - • / , 

'■  ■ JRecherche  anmlylique  des  foyers.  — (Jn  'sail  (|üe,  dans' le  , 
'çercle,  la  distance  du' centre  à un  point  quelcoiufue  de  la  cir- 
^"conlerence,  est  fonction  rationnelle  de  I^abscisse  correspon-’ 
dante;  dans  l’ellipse,  l’hyperbelé  ou  Ja  parabolç,  cela  n’a  évi- 
demment pas  lieu  à l’égar^  du'cènlre'ou  dû  sommet;  mais 
. on  ppul  se  demander  si  la^ chose  est  possible  à ré{;ard  d’un 
■•autre  Itoint  inconnu  de  leurs 'axes  principaux.  ■ 

■ Soient  donc  a et  ^ les  coo’rdonnées  dc’ce  point, 'sa  distance 
ài’un  pojnl  quelconque  a;/’ _r  de  la  courJie  aura  én  générai 
-pour  expréssiori  . ' _ - . ■ 


1)=:  +i  f- 


' 'Posons,  .afin  d’abrégér  et  d'ê  simplifier  tes  calculs,  les  équa- 
tions ' ■ U , • ’ -T  ^ ■ 


= O,  OU  ,1  * — o/' 
'av  fl  . ^ ^ 


pôlir  roprésciiler' la. courbe  ^èn  question^  rapportée.?!  Tun  de 
ses'sommets  ét  à l’axe  correspondant;  celte  coiir.be  étant  une  ■ - 
-ellipse,"  une  hyperbole  ou  une  parabole,  selon  qûp  le  coef-'  • 

' ' ' .-  *’■ . ■ V 

: 1, — ' ' .. — ^ • é — ~ ■ — , 

• „ .•  •,*  ,'•  l-'  ' / 

' ' jf*  ) {Essai' fJc  Ct^imètrfc  'analytique,  édition,  i8i>4). f'Ctto  mé- 
thode, purémerifamilyli^ue^,àpparlient,  jo  crois,  aw  grand  F.nt'er;  comme  < 
< celle  d’Apollonius,  fclle  est  indirecte;  peu  simple,  et,  s’écarte  enTiércméhf 
de  la  iWehe  de  l’invention.  Lh  notion  de.s  foyerS  des’ sections  coniques 
dériva  plus 'naturellement,  peut-être,  de  la  cônsidération^  géométrique  dp 
certames  propriétés,  sôildu  cène  droit  . à baso  rirculaire,  soft  do  la  théoria 
des  Cçrplcs  téngonts-  (font  il  ést-.  question  à'ia'fin  du  précédent  Cahier-. 
Mais  jo  crois  ulile-dé  faire  remarquer  dès  à pre^nt,  ce  i[ui'sera.encoref^ 

' mieux -établi  dans;  le  tome  11  dé  cet  ouvragc/vque’la  détermination  gène-  ' 

» raie  du  foyer  4es  coniques  apiiarlîènl  véritablement  âii  quatrième  flogré,  , 
i jft  comporte  deux  syslèraes  de  solutions  dîstittets,  .relatifs  à çliacun  des 

axes  prjimipaux  de  ces.ligncs  courbes.'^  ^ ^ 


t ~ ^ 
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ficienl  B sera  positif,  néf<aiif  ou  nul;  on  tirera  île.  là  et  «les 

équalioiis  ci-dessus  la  valeur  , . • 


, sjCx  — bx‘f  ■ ■■  . • • 

qui,  substituée  dans  l’expression  de  B,  donne  ■ ■>/'' 

* ' I ’ ' ■*.  ' 

l)=r  V’(i  — B)  (C  r-  na)  Æ'-l-  a*,4-  — Bx’  • “ 

Or  ceu'e  expression  ne  .saurait  évidemment  devenir  ration- 
nelle tant  qiié  le  terme  — B.t;’  subsistera  sous  1®, 

radical;  il  faut  donc  qu’on  ait  généralement  fl'=.o,  et  alors 
comme  elle  prend  la  forme  . ' . _ . 


= — B)  ar’ -t- (C  2a)  X -t- à’-,  ' 

pour  qu’elle  soit  rationnelle  , indépendamment  de  toute  vq- 
Icur  particulière  attribuée  à x,  il  J'aut  que  l’expression  sous 
,Iè  radical  devienne  un  carré  parfait , ce  qui  exige,  que  . . 


« 1 •- 


,C— 2a  = ±2aVl  — B;'., 
d’où  l’on  tire  pour  a les  deux  valeurs  suivantes  ■ 

■ _ - - ' : .^ç: 


B) 


ééeltcs,  pourvu  que  B soit  O r.  ' v ■ 

Donc'il  y a généralement  deux  points  distincts  qui  jouissent 
de  la  propriété  énoncée , et,  puisqiid  jïsîsl  nul,  l’un  et  l’autre 
.de  ces  points  se'  trouvent  situés  sur  l’axe*  même  des  x,  con-  , 
fondu  en  direction  avec  l’-axe  ?.n  de  la  courbe,  qui  est'g'^nrf 
axe  à cause  deB<)i.  Si  B est  nul,*  c’est-à-dire,  quami  là 
courbe  se  réduit  à une  parabole,  les  valeOrs  de  « devenant  ' 

■ c , t;  : . . . 

. . a = 7-  et  a — ■ • - 

' • ■ i ' a ■ 

l’un  des  foyers  est  situé  à l’inOni  sur  l’axe  de  la  courbe, 
l’autre  restant  voisin  du  sommet  et  à distance  Unie.  ' ' 

II  n’est  pas  difficile  de  reconnaître  iiue,  dans  les  detix  cas 
de  l’ellipse  et  de  l'hyperbole,  les  deux  loyers  ^nt  situés  à- 
égale  distance  de 'part  et  d’autre  du  centre  de  la  ro'urbe';  car' 
si  "l’on  substitué  dans  les  expressions  dé  n,  les  videurs  de  B et 


, ■ .'ï 
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* ' * ^ ' 

de  C ôn  fonction  des  paramètres  ii  et  b,  c est-a-dlre  ■ 

2 />’ 


67 


C = - 


• \ 


il  viendra 

I 


h’ 


et  a-- 


. il  -f-  zç.b‘ 

' , X ) . I ■ - 

ou,  en  réduisant  au  même  dénominateur, 
a = a — 


U — \/d‘  qi 


A’  et  « ='a  4- V^«’ — iS  pour  l’ellipse, 

■hb'y  ‘ a — /r— ^ pour  l’iiyperoole. 


, -Dans  ees  et^pressions,"  « et  — a étant  les  abscisses  niêmes 
des  centres  de  l'ellipse  él  de  rhy])erbole,  on  voit  que,^pour 
obtenir  celles  des  deux,  foyers,  il  faut  y ajouter  ou 'en  re- 
trancher Tune  ou  l’autre  des  quantités,  radicales  — 

. v^n’  -h  etc.-  ' ' < - * 

Les  foyers  une  fois  trouvés,,  on  démontre  facilement  que 
la  soninie  ou  la  tlifféfencè  des  deux  rayons  vecteurs  qui  y 
aboutissent,  -est  égale  au  grand  axe  de  la  cwirbe..Uécipro-  • 
■ quoment  la  courbe  qui  jouit  de  la  propriété  que  la  somnlè'.' 
'ou  la  différence 'des  deux  distances  de  l’un  cjuelconque  de  scs 
points*  à deux  points  connus  soit  une  longneur  constante, 
est  une  courbe  du  second  degré.  ‘ , ’ . ' . 

En  effet,  soient  y'  et  /'  les  deux  points  en  question;  sii])-. 
posons  que  Ton  place  l’origine  des  coordonnées  au  point  0_, . 
prilieu  dé.  la  distance'.//’',  et  qu’on  prenne  la  droite  indéfiine 
■'  Jf'  pour  l’axe  des  ar;  soit  représentée  par  p la  demi-distance 
’ O/',  — P serg  l’abscisse  de  /.  Enlin  soit  an  la  sommé  ou  la 
'différence  des  distances '//'/■  et  luf'  ûcs  foyers  f et  ./”'  ùjiti 
point. quelconque  /»  de  la  conrbe  cherchéé,  on’aiira 
» ' , ^ ■ 

—■  p)'' ± V.>'“  ■+■  ( ir  "•  ' ■ 

Laissant  l’un  des  radicaux  dans  1,6  premiçr  mémbi'c, 'passant  . 
. l’autre  diins'le  second 'et  élevant  ;ui  carré,  on  aura  ■ 

’"  l * ■.  •;  ' • . .,  • 

•'  7’-l-  A «’  -f'y’’  -t-  (a?  — pYr-A^yy-'d-  (4  — /’l’y  . - 

. ou  réduisant,  ■ r r : '■  _ - . 


t , ' 
■*  v'  .•  f 


'i  'v^~-  pY  — — pi 


■f  ' . ■ 
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Klt!\aiiide  nouveau  les  deux  membres  de  celle"  équalion  uu 
"Carré  cl  ordomuml,  il  viendra  délinilivemeni  . 

«’j'*  + a:’ = «’ (u’  — p')l 

cqualton  d’une  ellipse  ou  d’upc  hyperbole,' selon  que  « sci’u 
plus  prand'ou  plus  })elil  que y>.  • . 

.Superposition  tl'une  ligne  donnée  du  second  degré 
‘ _ 'à  un  cène  ciVeulairè  droit  nusi'i  .donné. 

Les  proprîélés  roinlamenlales  des  lignes  du  second  degré, 
élani  connues  ei  démonlrées,  il  s’agit  de  faire  voir  que  cev 
lignes  soûl  idenliqties  ou  superposables  "à  celles  '(jue  l’on 
poui--oblcnLi‘.eu  coupant  un  cône  droit  circulaire  donné,  jiar 

- un  plan  convenablement  dirigé;  lignes  qup,  pour  Ce  motif, 

- on  nomme  sections  con!(jnes  ou  simjilcmenl  coniques.  ' > 

■ ' La  question  ainsi  posée  revient  évldeminent'à  eelle-ci  : 

' .«'Étant  donnée  une  courbe  du  second  degré  représenlce  ■; 

» généralement  par  l’éqilalion  (i),  ou,  si  l’on  veut,  par  rune.  ou 
» l’autre  des  dpü\  équations  {q)  qui  apparliennenl  à la  même  ^ 

» courbe,’ placer  celle  courbe  sur  un  cône  droit  circulaire 
’»  d’ouveriure*  donnée, '»  ■ " 

Présenté  delà  sorte,  le  problème  peut  se  résoudre  par  les 
considérations  de  la  géométrie  descriptive  ou  dans  l’espace  à ' 
trois  dimensions;  mais  je  ne  le  traiterai  ici  que  sous  le  point 
'de  vue  analytique , et,  pour  cela,  je  commence  par  rechercher 
l’équation  générale  dés  sections  du  cône.  ' ;•  ' • ’ 

Equation  d'un  cône  circulaire  droit  dont  l'agce^est  oblique 
sur  le  plan  des.xy.  — Soient  C,  le  cosinus  de  l’angle  fomié  par 
'‘rime  quelconque  des  génératrices  du  cône  avec  l’axe  ;;o,^.et  7 ' 

les  coordonnées  de  .son  sommet.  Cela  posé,  l’axe  et  la  généra- 
trice dont. il  s’agit  passant  par  le  sommet  invariable  du-  cône, 
feurs  équations  pour  des  positions  quelconques',  seroni  évi- 
demnient  de  la  forme  générale  , . ^ . ...  ...  ■ 

,X  = pis 7)1  - . , . , ' ; ■ ■ 

• . „ , ■ , i pour  la  geiferatnce,,  . ■ 

.V— p .=  — v)  y V . - 

' • .r  — a = A,  (a  — 7)-d  ■ : ",  ■ , • 
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A,  ei''B;  élant  des  çonstautes,  p et  q des  variables  qui  ont  des 
signill calions  bien  déterminées.  • 

L’expression  du  cosiniis'ée  l’angle,  que  forineni  en  général 
«es‘ doux,  droites  élanl  d’ailleurs,  Comme  on  saif, 

' i.-é -Vi/j B,  <jf  . i ‘ 

-eB.î’  . 

' r'*  . 

il  en  résullera  requalion  3c  'condition  ' ' ' . . 

1 4- .\i />. -H  Bi  7 , 

I V'*  4-  a;  -1-  B;"’  - , : , 

I ' ' V 

■ .L  + — (i4-A,>4-b',7)’^o, 

'où, h quantité  Ci,  ccoèée  donnée,  fixe  la  grandeur  de  Ja  demi- 
ou-veiTure  du  cône  les  quantités  Acet  B,  déterminent  en  oième 
temps  que  a,  p et  y la  position  de  ce  cône  à l’égard  des  trois 
axés  de  coordonnées;  eiirin  les  quantités  p et  q,  constantes 
pour  une  même  génératrice  et  variables  d’une  génératrice  à 
1 autre,  err  fixent  l’inclinaison  par  rapport  aux  axes  ; ces  quan- 
tités étant  lices  entre  elles  par  4’équalion  de  condition  ci- 
dessus,'de  telle  manière  que,  qéand  l’une  d’elles  est  donnée,' 
1 autre  s’ensuit  iinraédiaterncnl.  Donc  si  l’on, élimine eT  q 
entre  l’équalioij  (12)  ei.celles  de  la  génératrice,  on  obtiendra 
une  équation  entre  X,  y et  ?,  qui,  étant  indépendante  de  la 
position  particulière  attribuée  à la  génératrice  et  convenant^ 
par  conséquent  à toutes  cellè§  qui  remjtlissenl  la  même  cdndi-  , 
lion,  sera  l'équation  même  de  la  surface  conique,  cbérchée.. 

Or  lès  équations  ci-dessus  de  la  génératrice,  donnent  res- 
pectivemeni  , ■ ' ' ■ 


(les  valeurs, _ substituées  dans  l’équation  (l'a)  en  chassant  le 
.dénominateur  s ^'7,  conduisent  .à  la  suivante 

Telle. est  fiéqualion  générale  delà  surface  Coniitue  cherchée. 


L’,  =■ 


c’est-à-dire 


■ y/' 
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Toute  iection  du  cône  circulaire  droit  est  du  second  degré. — 
Si  l’on  considère  les  quantiiés  a,  fi,  y,  A,  et  U,,  cnii  en  fixent  là 
posilioîi,  comme  imléterminécs,  celle  surlaceaura  la  siiualion 
la.  plus  f,’énéralo  possible  par  rapport  aux  axes  reciangulaires 
des  coordonnées.  Donc,  en  j su|iposant  z '=  o,  ce  qui  donnera 
rinlersi'cUon  du  cône  avec  le  plan  des  on^obliendra  fina- 
lemenl  pour  l’équation  générale  des  sections  coniques,  . 

f'isi  { + 

' I — — V4-A,(a:  — a)-t-lJ,(_v — p)]’=20. 

Celte  ('quation  élaiit  dù  second  degré  en  x et on  voit 
qu’en  effet  les  courbes  (|u’elle  repr(*senie  sont  nécessaire- 
ment comprises  parmi  celles  de  l’équation  générale  (i)  d’a- 
bord examinées. 

Les  sections  coniques  ne  peuvent' donc  être  ainsi,  que  des 
ellipses  f des  hyperboles,  des  paraboles,  ou  les  modifications 
de  ces  courbes  ; c’est-à-dire  des  points  ou  des  lignes  droites. 
Mais  il  est  nécessaire,  en  outre,  de  prouver  riiciproquemenl 
([UP  toute  courbe  représentée  par  l’écpiation  générale  ( i)  est  une 
section  coni(|ue;  c’est-à-dire  (|u'une  telle  courbe  peut  toujours 
être  considérée  comme  l’intersection  d’un  cône  droil'cir- 
culaire  et  d’un  plan  inconnu,  inais  pouvant  être  déterminé' 
quand  cette  courbe  et  ce  cime  sont  donnés  à priori. 

Proposition  réciproque  à démontrer  quand  la  courbe  est 
arbitraire.  — Xous  avons, vu  précédemincnl  (|ue,  quelle  que 
soit  la  cour-lie  représentée  par  l’équation  (i),  celte  équation 
pouvait  toujours  être  ramenée,  en  plaçant  les  axes  coor- 
donnés d’mie  manière  convenable,  à l’une  ou  à l'autre  des 
deux  formes  . 

, — Lx  ±=  o,%  \.r’ -H  = — ,Cf=o, 

ou, -en  substituant  pour  A,  B et  C leurs  valeurs  en  l’onétion 
des  longueurs,  a et  b des  demi-^axes  principaux  de  la  courbe, 

((.'{)  — -inb^.T=o,  + 2rtà’;>'  = o. 

X.  . • 

. Supposons  d’abord  ((ue  l’équation  générale  (i)  |)uiss-e  ètrp 
ta  nie  née  à la  première  de  ces  fornies,  il  s’agira  de  démontrer 


r 
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que  la  position  du  cône  èi-dcssus  peut  toujours  être  choisie 
de  telle  sorte  que  sç»n  intersection  avec  le  plan  des  xy  coïu-- 
eide  avec  la'courbe  correspondante,  en  délcmiinant,  à cet 
effet,  d’une  manière  convenable  les  quantités  a,  A,,  B, 
qui  fixent  sa  position,  l'oitr  cela,  il  faudra  disposer  de  ces 
indéterminées  de  fitçon  que  l’équation  (i3)  de  celte  inter- 
section soit  identi(|ue  à celle  (14)  de  la  courbe  donnée. 

Or,  celte  dérnière  équation  ne  renfermant  i>ojnl  de  terme 
relatif  à la  première  puissance  de  y,  il  faudra  d’abord  faire 
disparaître  le  terme  analogue  dè  l’équation  (i3);  ce  qiîi  exige 
que  P et  B,  soient  simultanément  nuis.  ■»? 

flcttc  équation  devient  ainsi  • : . ■ . ' 

S . • \ , 

‘-Î  [7’-+-r'  + (H-'A,’)— [7—  A,  (ar  — a]y  = o.  . 

Conditions  générales  aturquelles  te  cône  doit  satisfaire.  — ' 

Pour  découvrir  la  position  que  Je  cône  d’ouverture  donnée 
doit  prendre  danâ  les  hypothèses  d’abord  énoncées,-  il  h’y  a , 
qu’à  faire  p = o et  B,  = o dans  les  équalion.s  de  son  axe,  les- 
quelles deviendront  ainsi  . ^ 

— “ = A,  (i— 7),  y=o;  , 

' ce  qui  montre,  tout  d’abord,  que  cet  axe  se  trouve  situé  dans 
le  plan  même  des  xz.  - ^ . 

En  développant  ensuite  l’équation  dé  la  section  conique  cor-  > 
respondante  à la  position  particulière  dont  il  s’agit;  elle 
devient  ' ’ ' ■ - . . . ' 

■ , c;(..4-A;)r+[c:c 

_2[Cj.(i4-A;)a-A.(A,«-H7)k 
. . -4-.C;(i-t-Aî)(ot’H^7’)  — (Ai«  + 7)’  = o- 

Pour  la  ramener  à la  formé  de  l’équation  (i4)  de  la  courbe 
donnée,  il  restera  à en  faire  disparaître  le  terme  tout  connu; 
ce  qui  entraîne  la  nouvelle  équation  de  condition  . - ' 

/ <^î('  + Aî)(a’4-7’)  — (AV«-f-7)’-o  ’ ■ , ' 

ou  bien , en  développant,  • 

. lE'f  (.  T.-  A’ ) - AHa’ 2 A. V»  +.7’ [<■; ('  -+-  a;') _ l] -U, 
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de  laquelle  ou  tire  iiiiinédialemeiU 


a.v±7v^a--H.  - c;  (i  + -v;)|[(::(.  + .\;)--\n- 
ç;(i+A;)~-v;  , 

A,y±:(:i(i  -4-  a;;-/ • . O • • ■ ‘ 

<-('.+  a;  ’ • • ' ■ ■ 


" La  qiiaïUitéCi,  (lui  est  un  cosinus,  étant  néccssairenienl  moin- 
dre <jue  l’unité,  le  radical  y^i — CJ  sera,  dans  tous  les  cas,, 
réel;  donc,  en  établissant  lu  relation  précédente  entre  a et  7, 
qui  est  aussi  toujours  réelle,  fa  position  du  cônesera  telle,  que 
soit  intersection  avec  le  plan  des  x.raura  pour  équation  ^ 

4- + : 
— a j[CÎ  (1  + a;-)  — A;]«— A'7j 

ou,  en  y substituant  la.  valeur  ci-dessus  de  a, 

. ■ '■  I ?c,  (i:  -i-  Aj  )7  v^i — c;  X = 0.  ■ . ■ - - . 

. >'*  • « 

Celte  équation  avant  précisément  la  fonnede  réqualiou:{i/f  ) .. 
‘ de  la  courbe  donnée,  il  reste  simplement  -à  déinonlrer  qù’il. 
est  possible,  en'général^  de  déterminer  les  quantités  7 et  .V,  de 
manière  que  ces  deux  équations  soient  absolument  iden^ 
tiques.  Toutefois,  on  doit  observer  auparavajil  qye  la  coprbe 
d’iniejseclion  passant,  dans  la  supposition  précédente  ^ par 
' l’origine  même  des  coordonnées,  puisque  son  équation 
. est  satisfaite  en  v faisant  simultanément  x'=o  et  o,  la 
position  du  cène  devient  telle  alors,  que  l’une  de  ses  généra- 
trices, situées  dans  le  plan  des  xz,  passe  nécessairement'  par 
celle  origine  des  coordonnées  ; le  cône  ayatil  ainsi  l’une  des' 
- situations  indiquët^  dans  là  figure  ci-après.  , • ' " • 

On'pcut  encore  observer  que  l’équation  de  condition 


A.±C,(i-frAÎ)v^73cj 
Cj{i+A;)-A-;. 


7' 


entre  a et  7,  est  l'équaliotl  môme  de  la  génératrice  <loiu'  i| 
s’agit,  relative  à ces,  coordonnées,  toutes  deux  ,çonsidé.rées  ' 
comme  variables.  . ■ ■ , ' ' ' . , 
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^ Positions  diverses  'dii  cône  qui  satisfont  à des  condiliom. 

^ Uevenoiis  mainlenaiii  à noire  objet  principal.  , . 

' Puisque  les  cqùaiions  (i4  ) et  (i5)_  doivent  être  Identiques/'  - ’ 
cela  exige  que  les  conditions  , ; ..  ..  - , 

—C.  («  +Ar)7v/i-ci-^  ~ 

Eïli+A;)  . ■ - rt’ 

/ ( :•  ' 
soient  satisfaites.  ' ..  ' ' - . . . 

■ La  première  donne  pouf  S.i  la  valeur  ' . ■ ./ 


expression  où  le  signe  supérieur  de  è’  côrïcspond  au  cas  de 
rellip'sq  et  le  signe  inférieur  à -Celui  de  l’hyperbole. 

La  seconde  donne  • . . 

■ ■ ' ■ • T'  ' ■■  - ’ ■ 

:,7  «vr=ëi^'  ■ 


elle  radical  v'J  — Çî  étant lonjoursréel.coinnie on l’aremarqué 
plus  haut,  y l’est  pareillemeii'l.  Dé  plus,  le.double  signe  dont  il  • 
est  affecte  montre  que  le  sommet  du  cône  cherché  peut  être 
sur  l’une  ou  l’autre  des  deux  pafallèles  à l’axe  des  abscisses,  - 
placées  à égales  distances  au-dessus  et  au-dessous  de  cet  axe  - • 
dans  le  plan  dcsxa  ; et,  comme  la  ’tjuaniité  A,  qui  détermine 
l’inclinaison'’ (ie  l’axe  central  du  cône,  est  de  même  affectée  du  • 

. double  signe  nt/ tandis  que  P nul,  en, est  indépendant,  on  en 
conclut  encore  que,  à une  même  valeur  de  y,  correspondent  . 
deux  valeurs  de  A,',  Qu  deux  positions  de  l’axe.' 

. ■■Donc  le  cône  peut  prendre  les  quatre  positions  distinctes 
indiquées'dan^la  figure  ci-après  (’)-^  où  les  deux  cônes  à som- 
mets — y et  ^y',  situés  au-dessous  du  plan' des '-.rj,  sont  leÿ; 
symétriques  de  ceux  ■'q- y et -h  y'  situés  à la  même  dis'lancc 


(*)  Celte  ligure  est  une  pVejcoliun  sur  le  plu;i  des'rfi;  Ib  plân  des’.eji 
est  censé  Ciiljàtta.sur  co-pliin.  . ' • . i,'  ■ . 
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au-dessus;  les^axes  A 7 et  A' 7'  des  cônes  supérieurs  formant 
d’ailleurs  avec  l'axe  des  ar  positifs,  deux  angles  7 A a:  et  7’ A'jt 
supplémentaires  l’un  de  l’autre. 1 

^ ■ Fie.  43-  • ■ . - - 


D’auïre  part,  l'Qrdonnée  7 restant  toujours  réelle,  il  ne  s’agit 
plus  que  «l’examiner  si  A,  l’est  constamment  aus’si.  . ' . 

” ' - J ' 

Discussion  spéciale  relative  à dk'erses  hypothèses  faites 
siir  la  forme- de  l’équation  de  Ja  courbe. 


Cas  de  l’ellipse.  — Dans  cette  hypothèse,  l’on  a 

A,=±'c,| 


: V : 


6= 


r*  4- 


a représentant,  je  suppose’,  le  demi  graitd  axe  de  la  courbe- 
et  ô son  demi  petit  axe  (*)  : la  fraction  numérique  ->  étant  moin- 
dre que  runité,  et  par  conséquent  le  radical  étant  essentiel- 
lement réel.  . - 

Donc,  dans  ce  cas,  on  peut  toujours  placer  la  courbe  re- 
présentée par  l’équation  (i)  ou  (i4),  sur  le  cùhc  donné.  Donc 

(*)  La  raison,  comme  on  l’a  vu  (14),  en  est  que  les  deux  axes  d'une  el- 
lipse rencontrant  à la  fois  la  courho  en  deux  points,  sa  forme  générale 
peut  se  représenter  aussi  bien  par  l’équalîon  = o, 

qiié  par  l'équation  n’r’-p-'/d.»:’.-- , {Note  tir  i8;'L.) 
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aussi,  toutes  les  fois  que  cette -équation  appartiendra  à une 
.ellipse  réelle,  il  sera  permis  de  confondre  le  lieu  qu’elle  re- 
jirésente  avec  une  véritable  section  conique. 

, ' b‘‘  ' ’ ■ 

Cas  de  la  parabole.  — Quand  le  terme  — x-  manque  dans 

l’équation  (i4)  entre  les  coordonnées  x,  y du  lieu  considéré, 
' auquel  cas  cette  équation  représente  une  parabole,  l’expres- 
sion de  A,  devenant 

'C,  - 


A,  =±: 


, a toujours  une  valeur  réelle,  et  par  conséquent  l'équation  (i) 
représente  encore  l’urie  des  sections  du  cône  circulaire  donné. 

~ Cas  de-  V hyperbole'  — Supposons,  en  troisième  lieu,  que  la 
courbe  représentée  par  l’équation  (i)  ou  (i4)i  soit  une.hjper- 
bole,  alors  on  a ' , 


A,=?±C. 


Ip 

7? 


6=’ 


le  numérateur  de  l’expression  sous  le  signe  radical,  cgt  tou- 
jours positif,  quelle  que  soit  la  valeur  du  rapport  de  é à a,  mais 
le  dénominateur  ne  peut  l’èlre  qu’autant  que 


ou  Çî  C^- 


I 


Toutes  les  fois  donc  que  cette  dernière  condition  sera  rem- 
plie, l’hyperbole  représentée  par  l’équation  (t)  ou  (i4).  pourra 
être  placée  sur  le  cône  donné.  Dans  le  Cas  contr:urc,^cela  De 
sera  plus  possible;  maissiron  suppose  que  l’angle  d’ouverture 
■'du  cône  et,  par  suite,  son  cosinus", C,  soient  arbitraires,  alors,  en 
' choisissant  cette  ouverture  de  manière  que  C’  rqsle  au-des- 
sous de  la  fraction  numérique  ' • . ■ ■ ‘ , 


I 


IP 

> -i-  — 

a- 


ridenlilé  précédemment  élahliq entre  les  équations  (i3)  cl  (i4) 
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deviendra  possible,  et  parconséqueiil  la  courbe  représentée  par 
réijuation  générale  (i)  pourra  encore  être  considérée  comme  ■ 
une  véritable  section  conique.  Toutefois,  dans  ce  même  cas, 
le  cône  donne  cessera  d’etre  entièrement  arbitraire.  • 

> 

Interprétalion  géométrique.  — Il  n’est  pas  difficile'  de  se 
rendre  niison  de  ce  qui  prccèiie  d’une  manière  pureinent  géo- 
métrique. En  effet,  considérons  une  section  hyperbolique  dans 
un  cône;  si  l’on  mène  par  le  sommet  de  pe  cône  un  phui 
parallèle  à celui  de  la-sectiun,  il  le  coupera  suivant  deux  arêtes 
respectivement  parallèles  aux  asymptotes  de  l’hyperbole,  et 
ilui  fonneront  entre  elles,  par  conséquent,  un  angle  égal  à 
celui  do  ces  asymptotes.  Or  l’angle  que  forment  entre  elles  • 
deux  arêtes  quelconques  du  cône,  ne  saurait  être  plus  grand 
que  l'angle  au  centre  de  ce  cône  ; donc  aussi  l’angle  des  deux 
asymptotes  d’une  hyperbole  appartenant  à sa  surface  indéfinie 
et  à nappes  opposées  par  le  sommet,  ne  saurait  de  même  sur- 
passer rangle,au  centre  de  ee  cône,  et  par  conséquent  le  rap- 
port b:a,  qui  représente  la  tangente  trigonornétriquede  la  moitié 
de  cet  angle,  ne  saurait  non  plus  être  supérieur  à la  tangente 
de  l’angle  de  demi-ouverture  du  cône,  ou,  si  l’on  veut,  à celle 
de  l’angle  dont  nous  avons  appelé  le  cosinus  Ci.  . 

, Mais  cette  dernière  tangente  est  égale  à , - - . 


Donc  on  a effectivement 
> 

' . ' • b ■ VTl  ” ^ ■ ' 

, V ; û<Vc;-'’  "" 

comme  ci-dessus. 

> ■ ■ . ' 


b^^  ' 


. ï 


- Cas  du  point  isolé,  de  la  ligne  droite,  etc.  -^11  reste  a consi-  ' 
dérer  logeas  dans'Iequel  réqnation  (i),  ou  la  transformée  (i4) 
qui  la  remplace  exactementj  représente  un  point,  une  droite 
isolée  ou  le' système  dc‘ deux  lignes  droites  parallèles- ou  non 
parallèles.  . • _ f 

Or  il  est  lacilc  de  voir,  sans  recourir  à l’orfalyse  tles.coor- '•  • 
doûneeÿ,  qu’un  jioini,  une  Iign<)  droiic  ou  lo^systehie  clo.deux 
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ili’oiles  (Jouiiées,  pourvu  qu’enes  ne  soieiu qws  paiallèles,  peu- 
vent résu  Itpr  généralement  de  rinterscclion  d’un  cône  quel- 
conque et  d’<in  plan  passant  par  son  sommet;  plan  qui,  pour  ' » 
le  cas  pariitulier  du  point  isolé,  n’aurait  que  cç'sommet  en  • 
commun  avec,  la  surface  conique;  qui,  pour  le  cas  de  la 
droite  isolée  et  unique,  serait  tangent  à cette  surface;  qui, 
cniin,  pour  le  système  de  deux  droites  concourantes,  traver-  . - 

serait  de  part  en  part  la  surface,  en  la  coupant  suivant  deux 
arêtes  ou  génératrices  rectirignes.  . •. 

Quant  au  système  de  deux  droites  par.-ijlèlcs,  il  pourrait  en- 
côro  être  considéré,  au  point  de  vue  de  l’analyse  gé.ométri-  • 
que  de  Descarteç,  perfectionnée  principalement  par  Euler  et 
par  Monge,  comme  l’intersection  d’un  plan  et  d’un  cône  dont 
l’angle  au  centre  serait  nul,  et  qui,  par  conséquent,  serait  réel- 
lement devénu  une  surface  cylindrique  circulaire.  . . , 

De  tout  cela  il  est  permis  de  conclure,  en  général,  quCj, 

(|uand  l’équation '(i)' peut  être  ramenée  à la  forme  de  l’équa- 
tioii  (i4);  et  appartient  à un  lieu  réel,  celte  équation  doit  élire 
considérée  comme  représentant  une  section  de  côn’e  droit  dans  ■ 
toutes  les  conditions  possibles.  . ' - 

Si  l’éqdalion  (i)  de  la  ligne  du  deuxième  degré  proposée  no 
pouvait  être  ramenée  qu’à  la  seconde  des  formes  alors,  . . ' - 

pour  la  rapprocher  de  l’équation  générale  (i3)  des  sections  ' . 
effectives  du  cône,  oh  commencerait  par  supposer  dans  celle-ci  ■ " ■ ' 
a = O et  U,  = o ; ce  (pii  ferait  à la  fois  disparaître  de  celte  équa- 
tion, je  terme  en  x et  celui  en  x/.  L’axe  du  cône  correspon-  , 
danl  à ces  hypolhèsés  serait  alors  situé  dons  le  plan  des/i,  et 
l’équation  de  la  section  conique  se  réduirait  à 

Disposant  nlainlepant  de  |1' et  7 de  façon  , à faire  disparaître  ' ' 
le' terme  tout  çonnu  de  cette  dernière  équation,  on  aura 
enjre  7 et  p la  relation  suivante,  toujours  possible-,  ' - ' • 

cî(p’-^7’)j.  + B!)-(7  + pB,)'=^..-_ 

* ■ ; ' ■ 

L’équation  de  la  conique  deviendra  ainsi  -.i, 

- ■ . C][i  + 1$; ] [C;  (' . + u;  b;  ]y  , , . ' ' ’ . ’ 
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qui  est  effecliveineiit,  coinine  un  voit,  la  nidme  lonne  que 

réqualiüii 

'a' ± h'‘ — 2ub-y=o, 

et  peut  lui  être  identifiée.  En  suivant  donc  la  marolie  indi(]uée 
précédemment,  on  en  tirerait  absolument  les  mêmes  consé- 
quences; ce  qui  permet  de  conclure,  sans  restriction  aucune, 
que  l’identité  des  lignes  algébri(|ues  réelles,  du  second  degré, 
représentées  par  l’équation  générale  (i),  avec  les  sections  ob- 
tenues dans  un  cône  droit  à base  circulaire,  est  parfaite,  et 
<iue,  par  conséquent,  toutes  les  lignes  réelles  et  possibles  du 
second  degré,  sont  en  effet  des  sections  coniques. 

Conclusion  générale.  — La  marche  qui  vient  d’être  suivie 
est,  ce  me  semble,  très-claire  et  très-rigoureuse.' Elle  résout 
en  même  temps,  d’une  manière  fort  simple,  le  problème  géo- 
métrique de  i)Iacer  une  courbe  du  deuxième  degré  sur  un  cône 
droit  et  circulaire’ d’ouverture  donnée;  car  les  expressions' de 
A,  a et  7 que  nous  avons  obtenues  et  (]ui  déterminent_la  posi- 
tion de  ce  cône  ou,  si  l’on  veut,  de  la  courbe,  sont  très-faciles 
à construire  géométriquement.  , 

t . • , 

Discussion  analytique  relative  à .quelques  cas 
. exceptionnels. 

Afin  de  mettre  plus  de  rigueur  et  de  précision  dan.s  fa  dé- 
monstration précédente,  on  y a pmployé  des  considérations 
géométriques,  bien  simples  jl  est  vrai,  pour  prouver  que 
quand  l’équation  (i)  représente  simplement  un  point,  une 
droite,  etc.,  elle  doit  eiicore  être  envisagée  comme,  une  véri- 
table section  çoniqiie;  mais  on  peut  délirer  savoir  comment 
on  parviendrait  à tirer  les  mêmes  consé<(juences  de  ranalyso 
seule  des  coordonnées. 

Supposons,  donc,  comme  nous  l’avOns  admis  tout  d’abord, 
d’après  les  Traités  de  géométrie  analyti(|ue  éJémentaires,  que 
l’équation  (i)  puis.se  être  ramenée  à la  forme  de  la  première 
des  équations  (9)  ou,  plus  généralement, ’à  celle-ci  . 

M Nx’ — l*.r  = O : . ' 


l 
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celte  équation  sera  suscejHiblc  des  cinq  modilicalions  essen- 
lielles  suivantes  : 

V 

= o,  ='o,  Nx^  = o, 

P;c  = O,  ±N:c=  — Pjf  = b; 

. . » 

• lé  cas  de  M j^  — Px=  o répondant  à celui  de  la  parabole,  que  , 
nous  avons  déjà  discuté,  et  les  divers'autres  aux  circonstances 
toutes  particulières  où  l’équation  (i)  représente  un  point  isolé, 
une  ligne  droite,  etc.  - . . • 

'i°‘Cas  du. point  isolé  et  des  droites  imaginnires.  — Dans  le 
premier  de  ces  cas  relatif, à l’équation 

les  quantités  M et  N étant  censées  à la  fois  positives,  on  aura  né- 

I 

cesSairement  ou  ;c  = o et  / = o 

, lion  (i)  représentant  alors  l’orif 
imaginaires  qui  s’y  croisent.  Or,  pour  que  l’équation  (i)  de- 
vienne identique  avec  M>’ -t- N = o,  il  faut  qu’on  ait 

, zpaC,  (i  H- Aj)\/i  — C;  7 = 0,  d’où  7=o(*), 

valeur  qui,  substituée  dans  l’équation  de  condition 

Cî  fl -t- AJ)  (a’ H- 7’)  — (7  4- A,  a)’ = O, 

donne  également  a = o.  Donc  le  sominci  du  cône  est  lui- 
mème  situé  à l’origine  dés  coordonnées.  ^ 

■ 11  faut,  de  pins,  que  l’on  ail  V ' 

,,  C^(.  4-A;)-Ar>o,'  ^ ' 

cas  auquel  l’équation  (i5)  deviendra  nécessairement  décom- 
posable,  comme  on  l’a  dit,  c’est-à-dire  en  a;  = o et  r = o,  etc. 


(*)  On  peut  aussi  satisfaire. à cette  équation  en  faisant  1— Cj  = 6; 
dans  ce  cas  particulier,  le  cône  so  réduit  à son  axe  même,  ce  qui  n’est 
point  une  nouvelle  circonstance;  car  la  quantité  C,  restant  arbitraire  dans 
1e  cas  général,  peut  être  égale  à l’unité.  . ■ (Note  de  i8i3.)  ■ 


, ou  J = ± y/—  ^ X ; l’équa- 
;ine  des  axes,  ou  deux  droites 
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LEMMES 


dans  laquelle  évidemment  le  radical  exprime  la  lan- 

ftenle  trigoiiomélrique  de  l’angle  de  demi-ouverlurc  du  cône, 

**  I ’ * ' 

et  — la  tangente  pareille  de  l’angle  ([ue  l’axe  OA  de  ce  côite 

Al  ■ , • 

fait  avec  l’axe  des  s;  donc  il  faut  que  l’angle  AO«  soit  plus 

: 4. 

■'  Fig-  Ai 


petit  que  l’angle  AOx;  il  est  visiblei  en  effet,  que  si  le  con- 
traire avait  lieu,  le  plan  des  xy  i)énctreraii  dans  le  cône  ou 
le  couperait  suivant  deux  droites  réelles. 

Du  reste,  la  grandeur  de  A,  restant  indéterminée,  il  y a une 
infinité  do  positions  du  cône  pour  lesquelles  la  même  circon- 
stance a lieu  nécessairement. 

2“  Cas  d’un  couple  de  lignes  droites  réelles  qui  se  coupent., ' 

Quand  TéqualiQH  (i)  se  réduit  à la  forme  — ■ NxA==  o,  on  a 

.toujours  7 = O,  d’où  a = o;  aiiisi,  dans  ce  cas,  le  sommet  du 
cône  est  encore  situé  a l’origine  des  coordonnées;  mais  il  faut,, 
déplus,  que  l’on  ait  , » ■ . . 

• • c?.(r  + A;)-A;  _ N.  : 

q(H-Aî).  M‘.,  . ■. 

■ d’oi’i  l’on  lire  * . . , ' • ' • 


A,=d:C, 


N 

i'  — C’  — (]’  — 
' 'M 
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celle  valeur  ne  saurait  évideminciU  Aire  réelle,  à moins  que 
l’on  n’ait 


OU 


C!< 


'r 

mh-n 


? 


c’est-à-dire  à moins  que  l’angle  d’ouverture  du  cône  donné 
ne  soit  supérieur  à celui  que  rormenl  entre  elles  les  droites 
représentées  par  l’équation, 


Mj’  — Nx^  = o ou 


Celle  restriction  est  analogue,  comme  on  voit,  à celle  qui 
existe  pouf  le  cas  de  l’iiypcrbole,  déjà  considéré. 


3“  Cas  où  les  deux  droites  se  superposent.  — Lorsque 
l’équation  (i)  peut  prendre  la  forme,  plus  particulière  encore 
Mj»  = o,  il  faut,  pour  que  l’équation  (i5)  de  la  section  du  cône 
lui  devienne  identique,  qu’on  ail 


CJ(i-f-Aî)  — A|  = o et  2C1  (i,-+- A|) VI  — CÎ7  = o. 

Celle  double  condition  ne  peut  être  satisfaite  qu’en  posant 
simultanément 

C’ 

7 = 0 Cl  Aî  = !— • 

I — C, 

L’équation  de  condition 

[C:(i-hA;)-.\^]a»-2A,7a-t-7>[C;(i-^An-«]  = o, 
devant  toujours  avoir  lieu  entre  « 017,  donne  alors  x—-- 

. - O ’ 

ce  qui  montre  que  le  sommet  du  cône  peut  être  situé  en  l’un 
quelconque  des  points  de  l’axe  des  x. 

Car,  pour  cet  axe,  on  a effeclivemcni 

O " J 

7 = O et  a = -. 

O 

C* 

La  quaniitc  — ~ étant  le  carré  de  la  colangentc  de  la  demi- 

I — L,| 

ouverture  du  cône,  on  voit  que  l’angle  formé  par  l’axe  de 
ce  cône  avec  l’axe  des  x,  est  alors  précisément  égal  à cette 
1.  . 6 
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domi-ouvcrlurc;  ce  qui  prouve  d’ailleurs,  comme  le  montre 
la  figure  ci-d(!SSOUS  oii,  toujours  pour  la  simplicité,  on  a sup- 


Fi|j. 


primé  la  nappe  opposée  du  cône,  qu’alors  ce  cène  touche  le 
plan  des  xr  le  long  de  l’axe  des  abscisses  Ox,  dont  l’équation 
sur  ce  plan  est  véritablement  y—o. 

Observons  encore,  en  passant,  que  l’équation  de  l’intersec- 
tion de  ce  plan  et  du  cône,  ayant  la  forme 

Cj  (i  + A J)’ >""  = O, 

représente  en  effet  le  système  de  deux  droites  confondues  en 
une  seule;  circonstance  qui  a lieu  ici,  puisque  l’on  peut  con- 
sidérer la  droite  Ox  ou  ax  comme  une  double  arête  de  con- 
tact du  cône  avec  le  plan  des  xy. 

4"  Cas  oA  les  nappes  opposées  du  cône  se  superposent  selon 
un  plan  passant  doublement  par  taxe  des  y.  — L’équation  ((') 
prenant  alors  simplement  la  forme 

rt  N a:’  = o ou  x‘‘  — o, 

(|ui  représente  doublement  l’axe  des  il  faut  qu’on  ait 
Cî  (i  4- a;)  = (>,  ?.C|  (i-t-A^)  v'i  — C|7  = o, 

et  toujours 

CJ  (l -h  A’)  {a’ -I- 7’)  — (A,a+7)’=o. 

Or  on  ne  peut  satisfaire  à ces  diverses  équations  par  aucune 
valeur  particulière  de  A,,  il  faut  donc  qu’on  ait  C,  = o;  cette 
supposition,  en  effet,  satisfait  en  même  temps  à la  première 
et  à la  seconde  d’entre  elles. 
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Quant  à la  troisième  équation,  elle  devient  par  là  même, 


(Aia -f-y)’ = O,  d’où  a; 


Le  cosinus  C,  étant  nul,  on  voit  que,  dans  cette  circonstance, 
rang;le  de  demi-ouverture  du  cône  est  droit,  et  par  conséiiuent 
la  surface  conique  réduite  à un  plan. 

D’autre  part,  cette  dernière  équation  représentant,  dans  le 
plan  des  xz,  celle  des  deux  génératrices  du  cône  (jui  appartient 
à l'origine  O des  coordonnées  (solution  du  cas  général),  cela 
fait  voir  que  celte  même  génératrice  et  le  plan  tout  entier  d’épa- 
nouissement de  la  surface  conique  sont  perpendiculaires  à l’axe  ' 
central  du  côné  circulaire  ainsi  dégénéré,  et  viennent  tous  deux 
passer  par  l’axe  des  jr;  les  quantités  a et  y restant  d’ailleurs  en- 
tièrement arbitraires  ainsi  que  A, . 

L’équation  (i5),  en  y faisant  y = o et  Ci=o,  devenant 

fCj(i-f-Aj)  — A(]a;^  = o,  ou  — — ' ■ 

indique,  d’un  autre  côté,  qu’il  y a deux  génératrices  du  même 
cône,  confondues  avec  l'axe  des  y;  ce  dont  il  n’est  nullement 
difficile  de  se  rendre  compte  à priori  par  la  géométrie. 

En  effet,  «y/?,  Oyw  représentant  (Jig.  46),  je  suppose,  les 
deux  génératrices  suivant  lesquelles  le  plan  des  xz  rencontre 

■Fig.  46. 


un  cône  indéfini  à deux  nappes  dont  le  sommet  y,  intersection 
mutuelle  de  ces  génératrices,  est  .sur  l’axe  Ay,  si  l’on  imagine 

6. 
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que  l’angle  au  sonùnel  «le  ce  cône  it  jin  p,  s'ouvre  pio- 
grcssivcincnl  sans  que  y change  de  place,  il  esl  visible  que 
mO,  pn  se  rapprocheronl  de  plus  en  plus  enlrc  elles,  el  les 
nappes  indclinies  du  cône,  d’un  plan  tel  que  wOj  conlenanl 
Taxe  des  y. 

Enfin,  il  est  parfaitement  clair  aussi  que,  quand  l’angle  au 
sommet  dont  il  s’agit  atteindra  200°  ou,  sa  demi-ouverture 
ny  \ = my 100“,  c’est-à-dire  un  quadrans,  les  deux  nappes 
du  cône  seeonfondronl  avec  ce  même  plan  mOy,  en  s’y  dou- 
blant en  quelque  sorte  ou  superposant,  de  mêmc  cncore  que 
les  deux  branches  de  l’hyperhole  d’intersection  de  ce  cône 
avec  le  plan  des  confondront,  se  superposeront  d’au- 
tre part,  avec  l’axe  ■>  ’ 

5°  Cas  oà  le  sommet  du  cône  s’éloigne  à l’infini  au-dessus 
du  plan  des  ,ry.  — Lorsque  l’équation  (i)  prend  la  forme 
— pjT  = o,  qui  appartient  h l’axe  indéfini  des  j,  pour  que 
l’équation  (i5)  lui  devienne  parfaitement  identique,  bien  que 
du  deuxième  degré,  il  faut  qu’on  ait  à la  fois 


=0,  ^ 

C.tJ+AÜv''  — ‘o  7 ’ C,(i-i-A;)V‘  — 

. c*l  toujours  . i 

r.j  ( I -|-A’)(a’-f-7*) — (A,a-^7)’  = o. 

'On  ne  peut  satisfaire  en  même  temps  aux  deux  premières" 
équations  par  aucune  valeur  de  A,  et  de  C,  ; mais  il  en  sera 

autrement  si  l’on  prend  7 = ^,  ou  l’ordonnée  verticale  du 

sommet  du  cône  infinie,  en  laissant  d’ailleurs  aux  quantités 
irigonométriques  C,  et  A,  des  valeurs  arbitraires.  ■ ’ . ' 

La  troisième  de  ces  mêmes  équations  donne  alors  j 

A,±:C,{i-|-Af)Vi  — E;  ' ’ • 

cî(i+a:)-aî  ’ 

si  l’on  suppose  toutefois  que  les  valeurs  prises  arbitrairement  , 
pour  A,  et  C,  ne  rendent  pas  nul  le  coefficient  de  7 dans  cette 
dernière  équation,  qui  appartient  généralement  à une  droite. 
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passanl  par  l’origine  îles  axes  coordonnés  dans  le  plan  des  xz 
et  oonlcnaiilà  une  distance  infinie  le  soinincldu  cône  cherché. 

Comme  ce  cône  conserve  d’ailleurs  une  ouverture  déter- 
minée (atbiiraire  cependant),  il  s’ensuit  que  la  section  OK 
''[f>g-Al)  fie  ce  cône  par  le  plan  des  xy-,  est  une  conique  de 


Fis-  'l7- 


grandeur  infinie,  et  que,  par  conséquent,  on  peut  considérer 
comme  une  ligne  droite  dans  une  portion  quelconque  mais 
limitée  de  son  cours  : l’analyse  montre,  de  plus,  que  cette 
droite  a pour  équation  dans  la  région  des  coordonnées 

finies  où  elle  se  confond  précisément  avec  l’axe  des  y.  Cela  est 
d’ailleurs  visible  géométriquement;  car  la  génératrice  O7  du 
cône  dont  il  s’agit,  passant  par  l’origine  O,  et  étant  située 
dans  le  plan  des  xz,  il  est  clair  que  le  plan  mené  par  cette 
droite  et  l’axe  Oj-,  serait  langent  à la  surface  conique. 

Donc  Oj  est  tangent,  en  ce  point  O,  à la  courbe  de  section 
OK;  et,  si  l’on  imagine  que  celle  courbe  vienne  à s’ouvrir  cl 
à grandir  dc'plus  en  plus,  par  suite  de  l’éloignement  du  sommet  „ 
du  cône  au-dessus  de  son  plan,  elle  s’approchera  continuel- 
lement, aux  environs  de  O,  de  sa  langenie  fixe  üj,  et  finira 
A la  limîte,  par  s’y  confondre  enlièremcnl  ; le  surplus  de  la 
^méme  courbe  ou  section  conique  étant  passé  à l’infini. 

On  Voit  donc  géométriquement  qu’il  n’y  a ici  qu’une  seule 
branche  rectiligne  dç  la  conique  qui  se  confonde  avec  Taxe  0_>-, 
l’autre  passant  à l’infini;  aussi  l'analyse  ne  donnc-l-elle  que  la 
.simple  équation  x = o cl  non  pas  x^—o,  comme  cela  avait 
lieu  dans  le  cas  précédent. , 
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()"  enfin.  Cas  où.  le  cône  devient  impossible  on  cesse  d'exis- 
ter géométriquement.  — Lorsque  l’équalion  (i)  peut  se  rame- 
ner à la  forme  particulière 

±N.r^  — Px  = o, 

représentant  le  système  de  deux  droites  parallèles  à l’axe  des 
_r.  il  devient  impossible  que  ré(|uation  (i5)  de  la  section  du 
cône  par  le  plan  des  xy  puisse  se  réduire  à cette  forme.  Car 
il  faudrait  qu’on  eût 

C|{H-Aî)=o; 

condition  qui  ne  peut  être  satisfaite  à moins  que  Ci  ne  soit  nul. 
Mais  alors  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  x deve- 
nant nul  aussi,  ce  terme  disparaît  de  l’équation  (i5)  en  même 
temps  que  le  terme  en 

Pour  découvrir  d’où  provient  cette  impossibilité,  il  est  né- 
cessaire de  remonter  à l’équation  mêm*e  de  la  surlace  conique 
(i2  bis),  qui  remplit  les  conditions  du  problème  de  section  ou  de 
projection,  tel  qu’il  a primitivement  été  posé.  Or  la  quantité  C, 
devant  être  nulle  dans  cette  équation,  elle  prend  la  forme  toute 
particulière  ■■ 

Z — 7-t- A,  (a:— (_y — p)=o, 

appartenant  à un  plan  qui  ne  peut  être  coupé,  par  un  autre, 
que  suivant  une  simple  et  unique  ligne  droite. 

Quelque  hypothèse  que  l’on  fasse  sur  les  indéterminées  «,  p, 
y.  Al,  B|  et  Cl  qui  fixent  la  position  et  la  grandeur  du  cône 
dans  l’espace,  il  ne  sera  jamais  possible  de  ramener  l’équation 
générale  (i3),  de  son  intersection  par  le  plan  des  xy,  à la 
forme  indiquée  , , 

±Nx’ — Ÿx==o. 

Néanmoins  il  semble  à priori,  qu’en  supposant  les  coonlon- 
nées  a,  P et  y infinies,  le  cône  doive  se  changer  en  un  cylindre 
droit  à base  circulaire,  et  par  conséquent  pouvoir,  dans  ce 
nouvel  étal,  être  coupé  jsir  une  infinité  de  plans  suivant  deux 
droites  parallèles. 

Mais  il  n’en  est  réellement  pas  ainsi  ; car,  si  l'on  suppose  qvic^ 
le  sommet  du  cône  passe  à l’infini  sur  son  axe  central  situé 
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dans  le  plan  des  xz,  sans  changer  d’ouverlure , cl  par  consé- 
quent le  cosinus  G,  qui  s’y  rapporte  restant  toujours  le  même, 
il  est  clair  que  la  courbe  d’intersection  de  ce  cône  avec  le  plan 
des  xz,  tangente  toujours  à l’axe  des_j^,ayant  comme  dans  le  cas 
précédent,  une  courbure  infiniment  petite,  devrait  être  con- 
sidérée comme  une  véritable  ligne  droite  confondue  avec  te 
dernier  axe.  Si  l’on  suppose,  en  outre,  que  l’angle  d’ouverture 
du  cône,  au  lieu  d’être  quelconque  devienne  nul,  alors  il  est 
évident  que,  soit  que  le  sommet  se  trouve  ou  ne  se  trouve  pas 
à l’infini  sur  l’a^ce  central,  toutes  les  génératrices  se  confon- 
dant avec  cet  axe,  la  surface  entière  du  cône  se  réduirait  à ce 
même  axe. 

L’analyse  conduit  à des  conséquences  semblables.  En  effet, 
si  dans  l’équation  (laè/i)  de  la  surface  conique,  l’on  fait  C,  = i , 
elle  dévient,  après  quelques  transformations, 

I [a;  — a — A,(z  — 7)]»-hfr— p — B.(a— 7)]’ 

I -+-[A,(j— P)  — B,  (x  — a)]’  = o. 

Le  premier  membre  de  cette  nouvelle  équation  étant  la 
somme  de  trois  carrés,  ne  saurait  s’annuler  à moins  que  l’on 
n’ait  simultanément  les  trois  relations 

X — 3£=  A,(^  — 7),j— p=B,  {z  — 7),  A,(j— P)  = B,  (a:  — al, 

' dont  la  dernière  est  une  conséquence  immédiate  dos  deux 
précédentes.- 

Or  on  s’aperçoit  facilement  que  celles-ci  représentent  l’axe 
même  du  cône,  projeté  sur  le  plan  des  xz  et  celui  des  yz. 
Donc,  la  surface  conique  se  confond,  en  effet,  avec  cet  axe. 

Concluons  de  là  que  l’équation  (12  bis)  ne  doit  pas  être  con- 
sidérée comme  la  plus  générale  possible  d’un  cône  droit  cl  cir- 
culaire, puisqu’elle  ne  saurait  se  réduire  à celle  d’un  cylindre 
pareil,  à base  finie.  Mais  il  en  serait  tout  autrement  si  l’on 
considéraitla  surface  de  ce  cône  comme  engendrée  par  le  mou- 
vement d’une  droite  indéfinie  qui , passant  dans  toutes  ses 
positions  par  un  point  arbitrairement  donné,  toucherait  conti- 
nuellement une  sphère  également  donnée.  Alors,  en  effet, 
l’équation  du  cône  droit  engendré  de  cette  manière,  aurait 
toute  la  généralité  possible  , et  celle  de  son  intersection  avec 
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le  plan  des  xy,  serait  aussi  la  plus  générale  parmi  celles  des 
sections  coniques,  puisqu’ellé  pourrait  mémo  représenter  le 
système  de  deux  droites  paralièies. 

Au  surplus,  malgré  la  restriction  ([ue  comporte  en  soi  la 
démonstration  précédente,  relative  au  cas  où  l’équation  (i)  se  ' 
réduit  à la  forme  particulière 

, rfcISa:’  — I\r  = ü, 

on  n’en  est  pas  moins  en  droit  de  conclure,  d’après  nos  der- 
nières remarques,  que  le  lieu  géométrique  de  cette  même 
équation  (i)  peut  généralement  être  considéré  comme  une 
section  conique. 


Note  atkliliiiiiitcUc  pendant  l’aiipression. 

Autant  qu’il  m’eu  souvienne,  après  un  aussi  iong  laps  de  temps -écoulé 
et  d’événements  survenus,  la  discussion  était  continuée  sur  un  dernier 
feuillet,  détaché  dii  manuscrit  do  i8i3,  sans  doute  à cause  de  l’étenduo 
que  comportaient  déjà  les  précédents,  relatifs  aux  cas  les  plus  élémen- 
taires do  la  question.  11  restait,  en  effet,  à examiner  l’hypothèse  du  cône 
oblique  d’Apollonius,  à base  circulaire,  hypothèse  plus  générale  que 
celle  examinée  ci-dessus  pour  le  cône  droit  des  Éléments,  quoique 
offrant  des  cas  d’impossibilité  analogues,  mais  intéressant  plus  particuliè- 
rement la  théorie  des  projections  coniques  ou  centrales  et  les  consé- 
quences géométriques  qui  en  dérivent,  but  sinon  exclusif,  du  moins  prin- 
cipal de  ces  premières  études. 

D’ailleurs  dans  la  précédente  discussion,  on  n’a  pas  assez  insisté  sur  une 
remsrque capitale  au  pointde  vue  de  l’analyse  et  du  principe  de  continuité  : 
c’est  que  l’identité  dont  on  s’occupe  ne  saurait  avoir  lieu  rigoureusement, 
JorS(tue  l’équation  du  deuxième  degré  en  x et  jr,  dans  le  système  de  re- 
présentation des  courbes  imaginé  par  Descartes,  appartient  à des  points, 
..des  droites  ou  des  lignes  entièrement  imaginaires,  comme  on  en  a un 
exemple  bien  simple  dans  l’équation 

y-’-y- o, 

relative  à un  cercle  dont  le  rayon  r^ — i ne  saurait  appartenir  à un  cône 
réel  ou  géométrique,  tandis  qu’il  peut  fort  bien  être  considéré,  dans  le 
même  système  de  coordonnées,  du  moins  au  point  de  vue  algorithmique 
ou  symbolique,'  comme  l'intersection  d'une  sphère  par  un  plan  indéüni 
extérieur  à sa  surface.  ■ ’ , . - ' ■ • 

. • I ■ ' i . , . • 

• V ' * ' ■ 
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Celle  inlerseclion,  en  effel,  esl  siisceplible  de  se  réduire  à un  point 
toul  comme  pour  le  cône,  mais  avec  celle  différence  caraclérislique  que, 
dans  ce  dernier,  d’après  ce  qu’on. a vu,  le  point  de  section,  toujours  réel 
mais  do  natures  diverses  selon  les  cas,  peut  être  aussi  remplacé  par  le 
système  de  deux  droites  imaginaires  qui,  en  s’y  croisant  sous  un  angle 
susceptible  de  varier  entre  certaines  limites  dépendantes  do  l’ouverture 
même  de  l’angle  au  sommet  du  cône,  représentent  une  hyperbole  à dia- 
mètres infiniment  petits,  etc.,  tandis  que,  pour  la  sphère,  le  |)oint  isolé 
ou  do  section  tangenlielle  conservant , analytiquement  et  exclusivement, 
tous  les  caractères  d’un  cercle  réel  ou  imaginaire,  il  ne  peut,  en  aucune 
manière,  être  considéré  comme  la  limite  hyperbolique,  parabolique,  ni 
même  elliptique,  des  sections  semblàblesTailes  dans  sa  surface  parallèle- 
ment à un  plan  quclconiiue  donné  : chose  rigoureusement  permise  à 
l’égard  de  tout  plan  infiniment  voisin  du  sommet  du  cône  à deux  na|)pes 
dont  il  est  ici  question,  d'après  les  maximes  généralement  reçues  dans 
l’École  do  Monge,  et  parce  que,  dans  l’hypothèse  de  la  continuité,  les 
formes  particulières  de  l’étendue  figurée  retiennent  constamment  quel- 
ques-uns des  caractères  essentiels,  même  des  propriétés,  des  formes  gé- 
nérales dont  elles  dérivent  ou  sont  censées  dériver. 


^ U.  . ' 

SUR  LA  TRAÎtSFOBMATIO.N  DES  COORDOXNÉES  RECTA.VGL'LAIRES  DANS 
l’espace  a trois  DIMENSIONS.  ' f . 

A. 

Nous  aurons  besoin  de  faire  usage  des  formules  générales 
de  cette iransfornialion  pour  l’établissement  du  principe  de  pro- 
jection, qui  sert  à convertir  géométriquement  le  'système  de 
deux  coniques  quelconques  appartenant  à un  même  plan,  en 
un  système  de  deux  circouférences  de  cercle  sifuées  sur  un 
autre  plan;  ce  qui  exige  que  l’on  recherche,' à priori,  la  direc- 
tion de  ce  dernier  plan  et  le  lieu  des  sommets  susceptibles  de 
satisfaire  à la  condition  proposée. 


V 

Formules  de  transformation  fondées  sur  ta  méthode  géomé- 
• ...  . trique  de  projection  des  polygones. 

Soient  Kx,  Ay,  Az  les  axes- rectangulaires  du  système  pri-' 
juitif;  Ax^,  Af,  Az"  ceux  du  système  auquel  on  veut  passer;, 
désignons  par  [x' x)  l’angle  que  forment  entre  eux  les  axes  x’ 
et  Xf  par  [x'y)  celui  des  axes  x'  et  y,  et  ainsi  des  autres. 


-c 
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Soit  m un  point  quelconque  de  l’espace;  abaissons,  de  ce 

point,  la  perpendiculaire  rnn  sur  le  plan  ■'ix'y',  et  du  pied  n 


Fig.  .',R. 


de  celte  perpendiculaire  ou  ordonnée,  la  nouvelle  perpendi- 
culaire no  sur  l’axe  Kx'  \ ce  qui  donne  par  convention 

mn  = z',  no=^y  et  ko  — x'. 

Soit,  de  plus,  abaissée  du  même  point  m,  la  perpendiculaire  mp 
sur  l’axe  kx,  on  aura  évidemment  kp  = x. 

Cela  posé,  rappelons-nous  qu’un  polygone  plan  ou  gauche 
étant  situé  dans  l’espace,  d’une  manière  quelconque,  par  rap- 
port à une  droite  ou  axe  fixe  kx,  la  projection  de  l’un  quel^ 
conque  des  cotés  de  ce  polygone  sur  cet  axe,  est  égale  à la 
somme  des  projections  de  scs  différents  aüXres  côtés  sur  le 
même  axe,  en  ayant  soin,  cependant,  de  regarder  comme  po- 
sitives les  projections  des  côtés  qui  forment  un  angle  aigu 
avec  le  prolongement,  kx,  vers  la  droite  de  l’axe  fixe  donné, 
et  comme  négatives  celles  des  côtés  qui  forment,  avec  ce  même 
prolongement,  un  angle  obtus  ; ces  projections  se  retranchant 
nécessairement  de  la  somme  de  celles  des  côtés  qui  répondent 
aux  angles  aigus. 

Supposons  donc  que,  dans  l’espace,  mn  soit  l’un  quelconque 
des  côtés  d’un  certain  polygone,  on  imaginera  ce  côté  trans- 
porté parallèlemenià  lui-même,  à l’origine  A des  coordonnées. 
Dans  cette  position  et  d’apres  nos  précédentes  hypothèses,  il 
se  confondra  avec  l’axe  kz'  des  z',  et,  par  suite,  l’angle  qu’il 
.fait  avec  l’axe  kx,  est  égal  à celui  des  axes  kz'  et  kx  que  nous 
avons  désigné  par  [xz'].  Le  point  m étant  ainsi  confondu  avec 
m',  il  faudra  imaginer  de  nouveau,  une  perpendiculaire  m'r 
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abaissée  de  ce  poinl  sur  Taxe  \x,  el  Arsera  la  longueur  ab- 
solue de  la  projection  du  côté  mn  ou  m'A  sur  la  direction  in- 
définie de  cet  axe.  De  plus,  d’après  la  remarque  ci-dessus,  Ap 
devra  avoir  le  signe  -1-  si  l’angle  m' A x oa  (xz')  est  aigu,  et  le 
signe  — dans  le  cas  contraire.  Or  on  peut  trouver  une  expres- 
sion algébrique  ou  trigonométrique  de  Ar,  qui  comporte  avec 
elle  implicitement  son  signe  conventionnel  de  position. 

En  effet,  le  triangle  m'A /-étant  rectangle  en  r,  on  a 

— Ar=  Am'  X cos  ( m' A /;)  = mn  X cos  (xz') 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

t ' . 

' A r — m// cos  (xz'). 

I 

Cette  expression  emportera  évidemment  son  signe  avec  elle  ; 
car,  quand  l’angle  (xz')  sera  aigu,  cos(xz')  et,  par  suite  Ar, 
seront  positifs;  dans  le  cas  contraire,  cos  (xz')  étant  négatif,  Ar 
le  sera  pareillement;  comme  cela  doit  être  d’après  nos  remar- 
ques ci-dessus. 

Cela  posé,  considérons  le  polygone  gauche  A mno  A;  la  pro- 
jection du  côté  A//»  sur  l’axe  Ax,  étant  égale  à A/>  ou  l’abscisse  x, 
d’après  ce  qui  précède,  et  cette  projection  devant  être  égale  à 
la  somme  algébrique  de  celles  des  autres  côtés  Ao=x',  on  —y' 
et  mn-=.z' , on  aura  générafement  la  relation 

X=zx'  cos  (xx')  -)-7''C0S(xj')  -h  z'cos  (xz'). 

Si,  au  lieu  de  considérer  plus  particulièrement  l’axe  Ax,  on 
eût  projeté  le  même  polygone  sur  l’axe  A^  des  j,  on  aurait 
pareillement  obtenu  la  relation 

j = x'cos  (/x')  -h y cos  (.ry')  -f-  cos  (yz'). 

Enfin,  on  obtiendrait  semblablement  pour  la  projection  sur 
l’axe  A Z ou  des  Z,  . - 

_ Z =x'cos  (zx')  -h^-' cos  (z/')  -h  z'cos(zz'). 

(^On  a donc,  en  récapitulant,  les  trois  formules  de  transforma- 
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lion  des  anciennes  coordonnées  rcclangics  *•,  y,  z dans  les 

nouvelles  roordoniiées  de  même  espèce, 

Ix  = x'  cos  + v’'cos  (x»-')  -h  s'-Cüs  [xz'], 

,r=  x' cos  (jx') -l-  r'' cos  (>;>•') -i- s' cos  (>s'),  ' 

a = x'  cos  (sx')  -4-y  cos{aj-')  z'  cos  (as'). 

Pour  se  servir  de’ ces  formules  de  transformaiion  .des  coordon- 
nées x,jr  Cl  s dans  celles  en  x',  y et  z't  il  esl  nécessaire, 
comme  on  voit,  de  connaître  ies  angles  (xx*),  (xj'),  etc.,  qui 
y entrent  au  nombre  de  neuf,  et  parmi  lesquels  il  en  est  évi- 
demment un  certain  nombre  de  superllus  ou  dépendant  des 
autres;  ce  qui  provient  de  ce  que  les  trois  axes  Ax,  A^-,  Aa 
et  les  trois  axes  A x',  \j  ',  A a'  sont  liés  par  la  condition  d’être 
respectivement  perpendiculaires  onlrt^  eux. 

En  effet,  soient 

•.  x = na  et  _^=6a  • 

•» 

les  ciiualions  d’une  ligne  droite  quelconque  passant  par  l’ori- 
gine des  axes  A,  cl  , ' - ‘ - 

x=u'z,  yz=h'z, 

^ , s 

celles  d’une  autre  droite  également' quelconque,  passant  par  le 
même  point.  Soit  enlin  V l’angle  formé  par  ces  deux  droites; 
on  aura  gcnéralemeiu,  comme  on  sait,  . ' 


cosV  == 


hh' 


\/ 1 -t-  «■  -t-  A’  ^ i -i-  b'^ 


D’un  autre  côté,  le  cosinus  de  l’angle  que  la  première  de  ces 
droites  fait  avec  l'axe  des  x,  a pour  expression 


. , ^1  — i“  (O  — 

celui  de  l’angle  qu’elle  fait  avec  l’axe  des  r est 


Vu-  -I-  A' 
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enfin,  celui  de  l’angle  qu’elle  fait  avec  l’axe  des  s, 


^ i + Ü‘  + b' 


En  changeant  a et  h en  n'  et  b',  on  obtiendra  les  cosinus 
des  angles  correspondants  formes  par  la  seconde  droite  avec 
les  mêmes  axes.  Si  donc  on  suppose  que  la  première  droite 
se  confonde  avec  l’axe  Ax'  des  x',  cl  la  deuxième  avec  l’axe 
A/' des  y,  il  viendra  sans  calculs. 


cos  [x'y]  ==■ 
eos(x'3) = 
cos{ar'j)  = 
cos{x'  x)  = 


■ aa 


bb' 


v'  I -i-  a’  è’  V>  -H  rt'*  + 6'1  , , . 


Vi+oM- 
. b ' 


COS  (/2)  = 
cos  (j' j)  = 


\/ 1 + rt'*  + b'^  . . 

h' 


y*  I -+-  -h  6'“  . ■ 


COS  ( j'.r)  = 


y/  i +«’-+-  b^ 

Maintenant,  puisque  l’angle  [x'y']  est  droit,  pn  a 

I + ort'  -4-  bb’ 


V t 4-  rt'*-4-  è'’ 


cos  [x'f]  = 


+ a'^->r  b'^ 


En  comparant  celle  équation  de  condition  avec  les  expres- 
sions ci-dcssus  des  divers  Cosinus,  elle  donne  ' 

cos  (a:'ar)  cos  [fx]  4-  cos  [x'f]  cos  (/r)  4-cos  [x’z]  cos  (j'2)  = o. 

On  obtiendra,  plus  directement,  encore  les  relations 

, 'cos’(x'ar),-t-cos’(i'j)-+-cos’(it;'2)  = I, 

- cos’(/a?)-l-cos“(/j) -l-cos’(/z)  = I, - 

toujours  relatives  aux  angles  formés  par  les  axes  Xx'  et  A)  ' 
avec  les  axes  des  a;,  7 et  z respectivement.  Évidemment  on 
arriverait  à des  relations  toutes  semblables  si  l’on  considérait 
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les  roupies  d’axes  x',z'  el  y',z';  ce  qui  donne  le  double 

groupe  d’équations  de  condition  ; 

/ cos  [x'x]  cos  [x'x]  -t-  cos  [x'x)  cos  (y,r)  4-  cos  {x'z)  cos  [yz)  = o, 
l cos  cos  (z';r) -t- cos  (x'j)  cos(z'j)  4- cos  (j;'s)  cos  (s'^)  = o, 
j cos  [yx]  cos  [z'x]  -4  cos  [yx]  cos  (z'x)  -t-  cos  (yz)  cos  (z'z)  = o, 
j cos’ (aj'or) -I- cos’(jr'j-)  4- cos’  (x'5)  = I, 

I cos’ (T'a:)  4-  cos’  + cos’  (y  z)  =1, 

\ cos’ (z'x)  4- COS’(3\|-)  4- cos’(z's)  = r. 

Ces  équations  indépendantes,  étant  au  nombre  de  six  et  les 
angles  (x'x),  (jj'"'x),  (z'x),  etc.,  au  nombre  de  neuf,  on  voit 
qu’il  n’y  a absolument  que  trois  angles  d’arbitraires  ; ces  trois 
angles  ne  peuvent  cependant  pas  être  choisis  tout  à fait  à vo- 
lonté parmi  les  neuf  dont  il  s’agit  ; ce  dont  on  peut  s’assurer 
par  les  équations  mêmes  de  condition  ci-dessus. 

Comme  il  serait  difficile  d’éliminer  directement,  de  ces  neuf 
équations  dues  à Carnot,  les  six  angles  dépendants  des  trois 
autres,  on  adopte,  d’après  Laplace,  trois  nouvelles  données 
plus  simples,  ainsi  que  nous  le  verrons  ci-après. 

Formules  de  coordonnées  inverses.  — Si  l’on  avait  à re- 
passer du  système  d’axes  rectangulaires  xé y z'  au  système 
ancien  des  axes  xyz,  on  pourrait  y parvenir  en  tirant  direc- 
tement les  valeurs  de  x',  y'  et  z'  des  équations  (i)  posées  en 
premier  lieu. 

A cet  effet,  pour  obtenir  la  valeur  de  s',  par  exemple,  en 
fonction  de  x,  de  j et  de  z,  on  multipliera  la  première  de 
ces  équations  par  cos  (z'x),  la  deuxième  par  cos(z'j^),  la 
troisième  par  cos  (z'  z),  et  en  les  ajoutant  ensuite,  membre  à 
membre,  on  obtiendra  la  nouvelle  relation 

X cos  (z'x)-hx  cos  (z'x)  4-  2C0s(z'z) 

= x'  [cos  (x'x)  cos  (z'x)  + cos  (x'/)  cos  (z'x)  -1-  cos  ( x'z)  cos  (z'z)] 

4- y [cos  (/  x)  cos  (z'x)  4-  cos  ( J*/)  cos  (z'7)-t-  cos  (y  z)  cos  (z'z)] 

4-  z'  [cos’  (z'x)  4-  cos’  (z'/)4-  cos’  (z' z)], 

qui,  d’après  les  six  équations  de  condition  précédemment 
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démontrées,  se  réduit  à la  suivante 

Z'  — X cos  {z’  x)  + X cos  {z'x)  + 2C0S  ( 2'  s ). 

On  trouverait  d’une  manière  semblable,  les  valeurs  des  coor- 
données x’  et  y'. 

Si  l’on  se  proposait  notamment  d’obtenir  l’équation  du  plan 
des  x'x’,  rapportée  aux  axes  des  x,  des  -r  et  des  z,  cela  serait 
très-facile,  d’après  ce  qui  précède. 

En  effet,  z'  est  nul  pour  tous  les  points  du  plan  x'y  ; par 
conséquent  si  l’on  fait  z'  = 0 dans  la  formule  écrite  en  dernier 
lieu,  l’équation  qui  en  résultera 

a:  cos  (z'x)  -t-/cos  (s'.r)  -+-  z cos  (z'^)  = o, 

exprimant  la  condition  même  qui  doit  exister  entre  les  coor- 
données X,  X et  z des  points  de  l’espace  pour  lesquels  z’  est 
nul,  c'est-à-dire  pour  tous  les  points  situés  sur  le  plan  des 
cette  équation  sera  nécessairement  l’équation  même  du 
plan  demandé. 

Formules  de  transformation  fondées  sur  les  méthodes 
de  la  trigonométrie  sphérique. 

Nous  avons  déjà  fait  observer  qu’on  pouvait  choisir  d’autres 
données  angulaires,  sinon  plus  simples,  du  moins  en  plus  petit 
nombre  que  celles  ci-dessus,  pour  fixer  la  position  des  nou- 
veaux axes  x',  y et  z'  par  rapport  aux  anciens.  Ces  données, 
choisies  de  préférence,  ainsi  qu’on  l’a  dit,  par  Laplace,  sont  , 
généralement  admises  dans  les  applications  comme  très-com- 
modes. Nous  ferons  cependant  remarquer  qu’il  pourrait  être 
plus  simple  encore  de  leur  en  préférer  d’autres  dans  certains 
cas  particuliers  : de  ce  choix,  en  effet,  pourra  dépendre  sou- 
vent plus  d’élégance  et  de  facilité  dans  les  calculs  algébriques 
à effectuer. 

Soient  x,  y,  z les  anciennes  coordonnées;  x',  y,  z'  les  nou- 
velles. Supposons  l’origine  A [fig.  49).  au  centre  d’une  sphère 
de  rayon  1 ; les  trois  plans  des  anciennes  coordonnées  cou- 
peront la  surface  de  cette  sphère  suivant  des  grands  cercles 
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qui,  par  leurs  iiilerseclions  mutuelles,  fonueroui  Je  triangle 

spliériquc  tri-rectangle  -icyz,  dont  les  sommets  seront  les  cx- 

Fin  r,o. 


IrérnitéS  des  axes  \x,  Aj,  A,:  : on  obtiendra  un  pareil  trian- 
gle x’ y z'  pour  les  nouveaux  axes  Ax’,  \y,  Az'. 

Cela  pose,  il  est  évident  (juc  la  situation  de  ces  derniers  axes, 
parrapport  à ceux  des  x,  y et  z,,sera  parfaitement  déterntinée 
si  l’on  connaît  : i“  l’angle  BAj=  0 que  forme  sur  le  plan  xj\ 
la  trace  AB  du  plan^'j'avec  l’axe  A^;  2®  l’angle? que  ces  deux 
plans  forment  entre  eux;  3®  enfin  l’angle  BAJ^  = ^[(  que 
la  même  trace  AB  forme  avec  l’axe  A/'. 

Les  trois  données  angulaires  9,  ? et  ^!<  étant  nécessaires  et 
suffisant  pour  déterminer  la  position  relative  des  axes  x' , y* 
et  z' , il  s’agit  de  calculer,  au  moyen  de  ces  seules  données, 
les  valeurs  des  neuf  cosinus  qui  entrent  dans  les  équations  (i) 
trouvées  ci-dessus,  par  la  méthode  directe  et  purement  géomé- 
trique de  projection  des  polygones.  D’abord,  pour  déterminer 
cos(ara;'),  on  ale  triangle  sphérique  Bx' x,  dans  lequel  on 
connaît 

l’angle  en  B = ?,  . • ~ , 

le  côté  Bx=_?'.^ — B)'=ioo°  — 0, 

' le  côté  Bx' = B^"' = lop® 

On  trouvera  ainsi,  par  la  formule  générale  de  trigonomélrio, 
cosc  = cosacos6-t-sinasinicosC,  - 
la  première  relation  ’ ' ' ' , . 

^ cos(xx')  = — siu0siu'}i -t-cosOcos|cos?.  . .. 
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Le  triangle  sphérique  Byx  donnera  pareillement 

cos(a:r')  = sin9cosi)(  -t-  cosesin^cosf  (*). 

Pour  calculer  le  cosinus  de  (tz'),  on  doit  remarquer  que 
cet  anglé,  formé  par  les  axes  Ax  et  A a',  est  supplément  de 
l’angle  en  D,  que  forment  entre  eux  les  plans  des  js  et  des 
x'  y-',  perpendiculaires  à ces  axes.  Or,  dans  le  triangle  BDj, 
rectangle  eh  y,  on  connaît  le  côté  Bj=0  et  l’angle  B = y; 
on  aura  donc,  d’après  la  formule  connue  de  trigonométrie 
sphérique,  cos C = sin Beos c, 

cos  (D)  = cos  [200"  — (ara')]  = — cos  (ara'  ) = siO(f  cos0, 

et,  par  conséquent, 

cos  (ara')  = — sintp  COS0. 

« 

Calculant,  de  même,  les  autres  coefficients  des  formules  (1), 
on  obtiendra  successivement 

cos(ar'/)  — — sini}>  COS0  — sin  0 cosif  cosi(/, 

cos  {jY)  =cos0cosr!<  — Sin0  sin^l/  cos<f,  cos  (yz’)  =sinO  sin^, 

cos(aar')  = sin^cos»}),  cos(aj')  = sinysini}<,  cos(aa')  = cosiy‘. 

Substituant  enfin  ces  valeurs  dans  les  formules  (i),  elles  de- 
viendront respectivement  ' - . ' 

ar  =ar'(cos0cosŸCOSrJ/  — sin0sin]/) 

-I- j'  ( COS0  cos  ç sin  H-  sin  0 cosi]<  ) — a'  cos  0 sin  y, 
y = — ar'(sin&cosycosi}<  -i-cos0sinrl») 

~Y  (sin0cosi)>sinij<  — cos0cos^l<) -4-a'sin0siny, 

Z z=.x'  siny  cos\{i+  /sinç  sinrl/^i-a'cosf. 

Les  mêmes  substitutions  opérées  dans  l’équation 
, ar cos  (a' ar)  -f-ycos(z'y)  + 2C0S  (z'z)  = o 


(*)  On  comprend  que  n'ayant 'en  ma  possession  aucun  ouvrage  de  géo- 
métrie ou  d’analyse,  j'aie  été  obligé  de  rechercher  à priori,  les  différentes 
formules  de  trigonométrie  plane  ou  sphérique,  échappées  à ma  mémoire 
■ depuis  ma  sortie  de  l’École  polytechnique  en  1810.  Cela  explique  com- 

I.  7 
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(lu  ijliiii  des  a' r'.  dunncraieiu,  loiiles  sim|iliruulions  faites, 

Z = tangŸ  cosSar  — laiigç  siii9  V- 

llelle  (Mjuation  parliculière  nous  sera  utile  parla  suite.  ^ 

Étahlissement  élémentaire  des  mêmes  formules  par  la  rotation 
successive  des  plans  coordonnés. 

On  aurait  pu  parvenir  d’une  manière  entièrement  directe, 
aux- trois  formules  représentées  sous  le  n“  3 ci-dessus. 

Supposons  d’abord  qu’on  laisse  l’axe  des  z fixe,  et  qu’on  dé- 
place seulement  les  axes  A a:  et  A |-,  de  façon  que  le  nouvtd 
axe  AB,  ou  des'  )■',  fasse  un  angle  6 avec  A_v;  alors  on  aura 

V=î'-'cos9  — ar'sinS,  Æ- = J*  sin  0 -H  ar' cos6,  z=iz'. 

Les  axes  des  ar,  /,  z étant  ainsi  changés  momentanément  en 
ceux  des  .r',  des  y'  et  des  z',  supposons  de  nouveau,  que,  lais- 
sant l’axe  auxiliaire  AB  fixe,  on  fasse  tourner  le  plan  des  ar'  >•' 
autour  de  AB,  de  laçon  qu’il  forme  un  angle  ^ avec  le  plan 
des  XJ-;  le  nouvel  axe  des  x"  formera  l’angle  f avec  le  pré- 
cédent des  x',  et  l’on  aura  par  les  formules  de  transformation 
des  coordonnées  dans  un  plan,  posées  dans  la  première  subdi-.' 
vision  de  ce  Cahier, 

.r' = a-"  cos  f — z"siiiy,  z' =a"  sin  z"  cosiy,  f=X"- 

Enfin,  supposant  de  nouveau,  qu’on  laisse  fixe,  à son  tour, 
l’axe  des  z",  et  qu’on  fasse  tourner  les  axes  précédents  des  x” 
et  des  j",  de  façon  que,  devenus  ceux  des  ar"  et  t ",  l’angle  de 
transition  [y" y”),  désigné  par  B\f*  sur  la  Jîg.  49,  égale  l’an- 
gle ij/,  on  aura 

y'=r"'cos^|l — ^7*8104-,  a:"  =>■"  sin4'-ha^'"cos^l/,  z"=z'". 

Or,  il  est  bien  évident  que,  par  ces  rotations  oir  changements 

ment  j’avais  été  conduit,  pendant  mon  séjour  à Saratolf,  à rédiger  d’autres 
calners  qui  pussent  servir  de  base  solide  à des  études  spéciales  de  géo- 
métrie analyti(|uo.  Mais  ces  cahiers,  de  lemmes  si  généralement  connus  et  ' 
par  conséquent  sans  intérêt  aucun,  n'ont  point  été  rapportés  en  France, 
l«rce  que  j'en  avais  disposé  en  faveur  de  compagnons  d’infortune  avant 
mon  départ  de  Saratolf,  en  juin  1814.  ■ ’ - . ' 
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successifs  des  plans  coordonnés,  les  axes  z"  auront 

précisément  acquis  la  position  que  l’on  avait  finalement  attri-  . 
buée  aux  axes  des  x’ , y et  z' , dans  la  fig.  4g  et  l’article  ci- 
dessus  ; de  sorte  que,  si  l’on  peut  obtenir  les  valeurs  de  x,  y,  s 
au  itiojende  x”,  y'"  et  z”',  par  les  neuf  équations  précédentes, 
on  devra,  à cela  près,  retomber  précisément  sur  les  formu- 
les (-3)  obtenues  par  la  voie  trigonomélrique. 

C’est  ce  qui  arrive  en  effet,  quand  on  essaye  de  remplacer, 
dans  les  valeurs  précédentes  de  x',  y,  z‘  celles  de  x",  y',  z", 
puis  qu’on  substitue,  à leur  tour,  les  valeurs  trouvées  pour  x', 
y' et  s' dans  les  expressions  de- X,  J, 

Ces  substitutions,  n’offrent  de  difficulté  que  la  longueur.  • . 

• III. 

DONNEES  ET  BECUEHCHBS  ÀIULVTIQCES  SUR  LES  SECTIONS  CIRCULAIRES 
■ DU  CONE  OBLIQUE  A BASE  QUELCONQUE  DU  SECOND  DEGRE.  .. 

Équation  générale  du  cône  de  base  et  de  sommet  donnés.  — 
Représentons,  sur  le  plan  des  xy,  cette  base  par  l’équation 

, J , a/*  -h  bxy  -f-  ex’  -y-  dy  y-  ex  i = q, 

la*  plus  générale  des  courbes  du  deuxième  degré,  et  soient  a,  ; 
p,  7 les  coordonnées  correspondantes  du  sommet  du  cône' 
dont  il  s’agit  de  déterminer  la  direction  des  sections  circulaires; 
l’équation  de  sa  surface  sera  évidemment  , ' 

rt[p  (2  — 7)  — 7 (^— P)]»  " ■ 

. 4-fc[a(z-— 7)— 7(x  — a)][p[2  — 7)  — 7(j-  — 

V 7)  — — “)]\  . ■ 

-t-rf[p(2— 7)— 7 (j— P)](s— 7)  . 

-l-e[a(i;— 7) — 7(x  — — 7) -1- (5  — 7 )’ = o- 

.ou,  eh  ordonnant,  ' 

/ [a^ -y  ba^ -h.  caé -y  d^y- ea -y  i]  z^-\- ay^y -h  cy'x' 

(4)  I — (-i  a^-y  ba -y  d)  yÿz  — {2  ca -y  bp -y  e)yxz 
'-ybyxy-y.\ = 0.  ^ 

Équation,  en  x'  et  y,  de.  la  section  du  cône  par  un  plan  «/'-  . 

....  7-  ' 
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bitraire.  — ItnaginODS,  par  l’origine  des  coordonnées,  un  plan 
de  direction  arbitraire,  ce  plan  coupera,  en  général,  la  surface 
conique  suivant  une  autre  courbe  du  deuxième  degré;  et  si 
cette  surface  est  susceptible  de  sections  circulaires  dans  une 
direction  inconnue  quelconque,  il  est  visible  qu’on  pourra  dé- 
terminer les  deux  arbitraires  qui  fixent  la  position  du  premier 
plan,  de  manière  à rencontrer  aussi  celte  surface  suivant  un 
cercle,  dans  une  direction  parallèle  à la  précédente. 

Cela  posé,  imaginons'qu’ori  preniie..  le  plan  inconnu  pour 
plan  des  x'f,  et  qu’on  rapporte  la  surface  conique  à de  nou- 
veaux axes  rectangulaires,  en  laissant  fixe  l’origine  des  coor- 
données, et  se  servant,  à cet  effet,  des  formules  (3)  du  précé- 
dent article  ; cela  donnera  pour  la  surface  conique  considérée, 
une  nouvelle  équation  entre  les  coordonnées  a:',  s' ; desortt^ 

que,  pour  obtenir  l’équation  do  son  intersection  avec  le  plan  , 
des  x' y',  il  suffira  d’y  faire  z'  = o.  Or  on  arrivera  plus  direc- 
tement à cette  même  équation,  si  l’on  substitue  dans  l’équa- 
tion (4)  ci-dessus,  les  valeurs  (3)  des  coordonnées  a:,  et  z, 
dans  lesquelles  on  aura  supposé,  tout  de  suite,  z'  = o. 

De  plus,  rien  n’empêche  d’y  supposer  l’angle  'î<  = o,  ce  qui 
réduit  les  formules  (3)  aux  suivantes, 

ar' cosScos^ -t-y-' sine, 

, y—  — Ær'sinScosf -t-ycose, 

' . z = x'sinip.  • • 

Au  moyen  de  ces  valeurs  de  x,  y et  z,  l’équation  (4),  en  l’or- 
donnant, deviendra 

.r'’[sin’(f  (ap’  -Hi>ap-t-ca*-f-rfp-+-ca  + j)-|-  «7’ sin’'6cos’ç 

-I-  cv’cos’è  cos’y-t-  sinOsinip  cosy(2«p  -(-  6a  -H  rf)  7 

— cos6 sin 7 cos 7 ( 2 ca  -|-  6 p-i- e)  7 — 67’  cosO sinS  cos’7] 

-4-_y^’[a7*cos’e  -t-  C7’sin’6  -+-  67^  sin  0 cos 9] 

-+-  x'y  [2  (c — a)  7^  sin  0 cos  0 cos  7 — cos  9 sin  7 (2  a P-1-6  a -e-  c/)  7 
- — sin9sin7  (2ca -t- 6p-f-c)7 -+- 67’ cos7Cos’9 

— 67*0057  sin’fl] -I-.  O. 

C’est,  dans  les  coordonnées  y et  y',  l’équation  même  de  l’in- 
tersection du  cône  avec  le  plan  arbitraire  des  x' y',  passant  par 
l’origine  des  coordonnées. 
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Plan  de  tection  circulaire.  — Pour  délerminer  les  arbi- 
traires Ÿ et  0 qui  fixent  la  position  de  ce  plan,  de  manière  que 
l'équation  précédente  représent^j  un  cercle,  il  faut  que,  sépa- 
rément, elles  satisfassent  ; i°  à la  condition 

sin’if  (ap’-t-ftap-f-ca’-f-t/p-i-ca-j-  i)  -4-  fl7’sin’9  cos’ 7 
•4-  c‘7’  cos’ 9 cos’ 7 4-  sin  9siii7  cosy  (2«p  4-  6a  4- r/)  7 
— cos 9 sin 7 cos7( 2 ca  4-  6 P 4-  e) 7 — 67’cos9sin9cos’7 
= «7’cos’9  4-  c'7’sin’9  4-  67’sin9cos9, 

qui  exprime  l’égalité  des  coefficients  des  termes  en  x'^  et  y^', 
et  2®,  à l’équation  de  condition  ' • ^ 

2(c  — a) 7 sin 9cbs9 C0S7  — cos9sin7(2ap  4- 6a  4- «/) 

— sin0sin7  (2ca4-6p4-e)4-67  COS7  (cos’9  — sin’9)  = 0, 

servant  à faire  disparaître  le  terme  en  x‘ j'. 

Ces  équations,  en  meme  nombre  que  les  inconnues  7 et  9, 
suffiront  pour  en  déterminer  les  valeurs  par  l’élimination. 

Cas  oà -les  axes  des  coordonnées  x el  ’y  coïncident  avec  les 
axes  principaux  de  la  base  du  cône.  — Supposons,  afin  de  sim- 
plifier les  calculs,  que  cette  base  située  dans  le  plan  des  xy,  soit 
rapportée  à son  centre  et  à ses  axes  principaux  ; alors  l’équa- 
tion générale  établie  ci-dessus  pour  celle  courbe,  prendra  la 
forme  particulière 

a_4  ’ 4-  car’  4-1=0; 

les  coefficients  b,  d ale  seront  nuis  dans  les  deux  équations 
de  condition  précédentes,  qui  prendront,  à leur  tour,  la  lortAe 
plus  simple 

Isin’7{«P’4-  ca’  4-  «)  4-  07’ 810*9  cos’ 7 
4-  t'7’  cos’ 9 cos’ 7 4-  2 ap7  sin9  sin7  C0S7 
— 2ca7  cos9  siii7  cos  7 = «7’ cos’9  4-  C7’ sin’9, 

pour  la  première,  et  . 

l 

(6)  7 (c  — «)  sin 9 cos 9 cos 7 — apsin7COs9  — ca  sin9sin7  = o, 
pour  la  seconde. 
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Pusüiis,  pour  abréger, 

/ 0 
* laiigô  = w el  col^  — X» 

jcü  qui  donne,  comme  on  saii,  - . .. 

* X’ 

ü>m^=: — — ^ CUS^  = ' 

' - V'  -H-'Z'  V^<  -t-Z^ 


siiie  = 


cos  (i  = 


V < -t- 


I -h  w’ 


SubsUtuanl  d’abord  les  valeurs  de  siiiif  et  cosydans  les 
ét|uaiions  (5)  et  (6),  elles  deviennent  respectivement 

</p’+Ca’-(-i  — y’(«COS’6-l-f  sin’6)-f-7’(c— a)  (cos’9  — siu’0);t' 
-4-27(rtpsin0  — c*cos9)x  = o, 

pour  la  preniière,  el  • ' . 

1 ’■  ^ 

7 [c  — «)  sin9  côsôx  — op  eosfl  — ca  sin  6=:  o, 

pour  la  seconde.  . 

’ Direvlion  de  la  trace  du  plan  de  section  circulaire  sur  celui' 
de  la  hase  du  cône.  — On  tire  immédialetnenl  de  la  dernière 
des  énuations  de  condition  ci-dessus, 

rtpcoso -I- casillO 

' ^ 7(0  — «jsinôcüSO  . ■ 

Substituant  celte  expression  de  z dans  la  première  des  mêmes 
équations,  et  remplaçant  dans  le  r<«iullat,  sin9  et  cosO  par  leurs. 
’ valeurs  en  *>,  elle  deviendra 

« 6^ c a’ -t- 1 — C'y'  — ï’fo  — c)  

f m 

(«P 2(rtPa>  — ca)  (rtp -f-'Cau) 


' ' (c  — «)w» 


(c  — a)« 


= O. 


Chassant  enfin  les  dénominateurs  de  cette  dernière  équation, 
ce  (|ui  donne 

(rtp’+-c'«=  — cy'-l-i)  (c  — rt)  4-w‘) -l-7“(f  — 

-ê(l  — w'}(rt  p-|-caw)^-f-2  (rtpw  — Cà  J(«  p-t-Cao)  (w-f*t)*)=a. 
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et  effectuant  les  calculs,  Il  viendra,  toutes  réductions  faites  et 
on  ordonnant  par  rapport  à l’inconnue  &>, 


(7) 


I c’a’»"  — [c— — a=  + 7')— 

|'_[c  — a»  — 7')-f-rt^(P'+7=)]a.=  — O. 


' ' Discussion  du  résultat.  ■ — Cette  équation  étant  du  sixième 
degré  en  u,  il  en  résulte,  en  général,  six  positions  du  plan  sé- 
cant pour  lesquelles  l'équation  de  la  courbe  d’intersection  de 
ce  plan  et  du  cône  donné,  manquera  du  rectangle  en  x' y-' , et 
; . où,  de  plus,  les  coefficients  des  ternies  en  x"‘  et  y’  seront 
; - égaux  entre  eux. 

On  voit,  d’une  autre  part,  que  trois  dç  ces  positions  sont  sy- 
métriques par  rapport  aux  trois  autres,  du  moins  en  ce  qui 
regarde  la  trace  du  plari  sécant  sur  celui  des  xy.  Or  cela  pro- 
vient évideniment  de  ce  que  a,  p et  7 n’entrent  qu’au  carré  dans 
l’équation  ci-dessus  en  «.  , 

En  effet,  si,  au  lieu  de  considérer  ces  coordonnées  du  sotn-  ‘ 
met  du  cône  comme  toutes  positives,  on  supposait,  par  exem- 
ple, que  P et  7 fussent  seules  positives  et  a négative,  il  est  clair  _ ' 
(|ue,  dans  ce  cas,  l'équation  en  m conservant  exactement  la 
forme  précédente,  le  sommet  et  par  conséquent  le  cône  tout 
entier,  se  trouveraient  placés  en  dessous  et  symétriquement  - 
par  rapport  au  plan  des  ys. 

Pareille  chose  arriverait  encore  si  l’on  supposait  soit  p,  soit  7 
seuls  négatifs;  mais  ces  deux  hypothèses  donneraient  évidem^ 
ment  les  mêmes  positrons  de  la  trace  du  plan  sécant  sur  celui 
des  xr,  que  dans  le  cas  précédent  et  celui  où  a,  p et  7 -sont 
' censés  à la  fois  positifs.  Il  n’y  a donc  réellement  que  tfois 
• couples  de  positions  ou  de  directions  distinctes  du  plan  sécant 
^ (|ui  résolvent  la  question  d^ins  cette  hypothèse  générale  de 
a,  P et  7 positifs.  ' ‘ 

Toutefois,  on  ne  doit  pas  en  conclure  qu’il  existe  géométrique- 
.•  meut  parlant,  six  positions  du  plan  x'y"  qui  puissent  couper  le 
cône  en  question  suivant  des  circonférences  de  cercle  ; car  on 
sait  bien  qu’il  n’y  en  a réellement  que  deux  de  cette  espèce. 

' . V la  vérité,  les  valeurs  de  w données  par  l’équation  ci-dessus, 
sont  telles  que  l’équation  de  la  courbe  d’intersection  du  plan 
correspondant  ne  renfermé  pas  le  terme  en.x'y^,  et  que  le 
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coefficipiu  du  terme  en  y*  et  telui  en  x''  y sont  égaux  entre 
eux;  mais  on  sait  parfaitement  aussi  qu’une  telle  équation  ne 
représente  pas,  pour  cela,  nécessairement  une  circonférence 
de  cercle  réelle  et  finie;  puisque  notamment,  elle  pourrait 
prendre  la  forme 

( /«y  + />)'  + ( + «)’  = O, 

cas  auquel  la  section  se  réduirait  à un  point,  comme  on  en 
verra  ci-après  un  exemple. 

L'axe  du  cône  est  supposé  perpendiculaire  au  plan  de  sa 
base.  — Supposons  que  a et  p soient  nuis,  l’équation  (7),  ci- 
dessus,  donnera  pour  u les  valeurs  suivantes  : 

, ' -,  , ' — «7’ 

tu'=— ï tü-‘=o,  et  — : 

O I — C7’ 

or  on  peut  s’assurer  que  les  deux  premières  valeurs  de  w 
correspondent  seules  à des  sections  circulaires. 

Quant  à la  troisième  qui,  substituée  dans  les  équations  de 
condition  (6)  ci-dessus,  donne  cosy  = o et  par  suite  7 = 100", 
elle  correspond  à la  position  du  plan  des  x'  f,  pour  laquelle 
l’équation  d’intersection  de  ce  plan  avec  le  cône  proposé 
devient  simplement 

yî-l_(^'  — 7)»=  O, 

c’est-à-dire  qu’il  coupe  le  cône  suivant  un  point  unique  con- 
fondu avec  son  sommet  même.  Quoique  cette  troisième  valeur 
de  ••  semble  correspondre  à une  solution  particulière  du  pro- 
blStne,  elle  ne  peut  cependant  en  être  séparée  analytique- 
mentf^  de  sorte  que,  à ce  point  de  vue,  la  question  est,  tout 
au  moins,  du  troisième  degré. 

On  peut  remarquer  en  passant,  combien  les  résultats  de  l’a- 
nalyse sont  conséquents  entre  eux  ; car  si,  dans  le  cas. du  cône 
oblique  qui  nous  a d’abord  occupés,  il  était  possible  de  résou- 
dre la  question  par  une  équation  du  deuxième  degré,  c’est-à- 
dire  qu’on  pût  déterminer,  à priori  et  géométriquement,  la 
position  du  couple  de  sections  circulaires  ou  sous-contruires 
de  ce  cône,  il  s’ensuivrait  inévitablement  qu’on  pourrait  déter- 
miner, de  même,  celle  de  ses  trois  axes  diamétraux  rectangu- 
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laires,  donl  la  position  de  symétrie  à l’égard  de  ce  couple  de 
sections  est  bien  connue.  Or  on  sait  que  la  recherche  de  ces 
trois  axes  conduit,  quoi  qu’on  fasse,  à une  équation  finale  du 
troisième  degré  ; ce  qui  s’accorde,  au  fond,  avec  les  résultats 
trouvés  précédemment  (*). 

IV. 


RECHSRCHK  ANALYTIQUE  DES  RELATIONS  UE  POSITION  ENTRE  LE  SOMMET 
d’un  CONE  DU  SECOND  DEGRÉ  , SA  BASE  OBLIQUE  ET  LA  DIRECTION  DE 
SES  PLANS  DE  SECTIONS  CIRCULAIRES. 

Exposé  préliminaire.  — Dans  le  n“  111,  nous  avons  supposé 
que  le  cône  fût  connu  par  sa  base  et  son  sommet,  et  il  s’agis- 
sait alors  de  déterminer  la  position  du  plan  qui,  passant  par 
l’origine  des  coordonnées,  couperait  ce  cône  suivant  une  cir- 


(*j  Cet  article  et  lé  précédent,  qui  touchent  à la  métaphysique  de  ta 
géométrie  et  du  calcul,  se  rattachent  aux  idées  ou  mieux,  à l’esprit  dans 
lequel  ces  premières  recherches  ont  été  entreprises;  ils  auraient  besoin 
d’éclaircissements,  de  commentaires,  de  reclincations  même,  telles  que 
M.  Moutard,  dont  l’utile  coopération  sera  mieux  caractérisée  dans  une 
note  subséquente,  m’en  a proposé,  et  que  je  n’ai  pas  dû  admettre  d’après 
. ma  ferme  résolution  do  n’apporter  au  texte  primitif  aucun  changement 
essentiel,  mais  qui  mériteraient  do  devenir  l’objet  de  notes  spéciales  à la 
suite  de  cet  ouvrage.  D’ailleurs  ces  éclaircissements  n’ayant  qu’une  re- 
lation indirecte  avec  les  articles  suivants,  j'imiterai  le  laconisme  du  texte,- 
en  faisant  seulement  observer  que,  si  l’on  substitue  les  racines  m = o, 
t.)  =00.,  dans  l’expression  générale  de  x>  les  résultats  prendront  la  forme 

indéterminée^;  ce  qui  prouve  que,  dans  les  hypothèses  restreintes'* où 

l’.on  se  place  et  pour  lesquelles  la  trace  du  plan  des  sections  circulaires 
sur  celui  des  xy  se  confond,  en  direction,  avec  celle  des  axes  principaux 
de  la  courbe  de  base  (ellipse  réelle  ou  imaginaire,  hyperbole,  etc.),  la 
seconde  des  équations  ci-dessus  du  texte  étant  naturellement  satisfaite, 
il  devient  nécessaire  de  recourir  à la  première  des  équations  de  condition 
qui,  dans  les  mêmes  hypothèses  de  a et  ^ nuis,  donne  pour  calculer  l’angle 
d’inclinaison  y du  plan  de  section  circulaire  sur  celui  de  la  base  du  cône, . 
le  résultat  très-simple 


sin  y = ± •/ 


v/ 


( « — c ) ( cos’6  — sin’  6 ) 
1 — V'(rtsin’é-l-ccos'6) 
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coiilereiice  de  cercle;  nous  nous  proposons  maintenani  de 
trouver  la  position  du  sommet  d’un  cône  de  hase  donnée,  qui 
serait  coupé  suivant  un  cercle  par  un  plan  dont  la  trace  sur 
celui  de  cette  hase,  serait  elle-même  assignée;  ou,  plutôt 
encore,  de  « trouver  la  position  du  sommet  d’un  cône  dont 
» la  base  est  donnée,  ainsi  que  la  trace  du  plan  (|ui,  passant 
» par  ce  sommet,  serait  parallèle  à l’un  des  systèmes  de  sec- 
» lions  circulaires.  » ' . ■ 

Soient,  ainsi  (pie  précédemment,  a,  p et  y les  coordonnées 
inconnues  du  sommet  du  cône,  , ' 

ay^  -I-  cx‘  -+- 1 = O ■ 

' - . ' i 

l’équation  de  la  base  de  ce  cône,  ainsi  rapportée  à son  centre 
et  à ses  axes  principaux  ; soit  eulin  _ , . 

l’équation  de  la  trace  du  plan  qui,  passant  par  le  sommet  a,  p,  y,  , 
doit  être  parallèle  à celui  des  systèmes  de  sections  circulaires 
du  cône  que  l’on  considère  en  particulier.  , . 


(pii  devient,  pour  w’  = o ou  sin  û = o,  cos  S =;  i , 


et,  pour  w ^ » , ou  sin  0 = i cos  0 — o, 


doubles  valeurs  dont  l’une,  au  moins,  appartient  à des  solutions  ou  inter- 
sections circulaires  impossibles. 

'Mais  je  ne  m’étendrai  pas  sur  ce  système  d’inlcrprèlation  étranger, 
jusqu’à  un  certain  point,  au  but  actuel  de  ces  lemmes  de  géométrie  ana- 
lytique, et  je  me  bonio  à remarquer  que  rabaissement  de  la  questiuu  au 
second  degré  d,ans  les  hypotlièses  précitées  du  cùno  droit,  etc.,  lient  Uni- 
qnement,  en  effet,  à coque  les  plans  coordonnés  y sont,  à priori,  supposés 
paialléles  aux  plans  principaux  de  la  surface  coni([ue  indéfinie  proposée, 
plans  dont  la  direction  passant  par  le  sommet  de  ce  cône,  dciwnd, 
Comme  on  lésait  encore,  d’une  écpiation  du  troisième  degré,  facile  à ob- 
tenir en  plaçant  l’origine  des  coordonnées  en  ce  même  sommet. 


V ^ ■ ' * 
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CondUions  pour  que  le  plan,  parallèle  aux  sections  circu- 
laires et  contenant  le  sàmmet  du  cône,  coupe  le  plan  de  sa 
base  suivant  une  droite  donnée,  de  position. — D’après  une 
remarque  tirée  des  formules  de  transformation  de  coordon- 
nées (3)  de  l’art.  II,  l’équation  ■ : 

' Z = tangif  cos9  — tangysinfl/ 

est  celle  du  plan  sécant  ou  des  x' y'  du  n°  III,  et  si  nous  \ 
supposons  aux  quantités  «p  et  9 les  valeurs  qui  se  déduisent  des 
relations  (5)',  (6)  et  (7)  du  même  article,  cette  équation  re- 
présente le  plan  de  la  section  circulaire  du  cône  contenant 
l’origine  des  axes  coordonnés. 

Le  plan  qui,  passant  par  le  sommet  de  ce  cône,  est  parallèle 
aux  divers  plans'de  sections  circulaires,  a donc  pour  équation 

Z — 7 = tangç  cos^  (ar  — a)  — tangipsin  9 — p)  ; 

par  conséquent,  la  trace  de  ce  jdan  sur  celui"  de  la  base  du 
cône  ou  des  xy,  est  ' 

— 7 = tang(pcos9(a;  — a)— iang(psin9(_r — ‘p], 
ou  bien,  d’après  nos  conventions, 


X — c>Y  • 


-f-  a.  — U fi. 


tang7  Cos9 

Cette  trace,  devant  se  confondre  avec  la  droite  donnée 
a:=Tj-)-K,  on  aura  nécessairement  les  deux  équations  de 
' condition  " 

, w = T,  a — wp 

Or,  d’après  l’équation  {6), 

‘ . tang7 


tang*  cos  9 


7 (f  — rtj  sin  9 
rt  P -H  C a w 


donc,  substituant  dans  la  dernière  des  précédentes,  il  viendra 

’rtp -H  c«w 


a — w P- 


(c  — rt)  sin  9 cos  9 


= K. 


Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coordonnées  a 
et  P du  sommet  du  cône. ^ 
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On  voit,  parla,  que  ce  sommet  est  nécessairement  situé  dans 
un  plan  vertical  perpendiculaire  à celui  des  xy  ou  de  la  base 
du  cône.  De  plus,  la  trace  de  ce  plan  vertical  est  perpendicu- 
laire à la  droite  donnée  a:  =Tj-f- K ou  x = »r-l-K. 

En  effet,  remplaçons,  dans  l’équation  ei-dessus,  les  indéter- 
minées ot  et  P par  x et  y,  et  chassons  le  dénominateur,  elle 
deviendra 


K = 


x[(6-  — a)sin9cos6 


— Cm]  — ^ aj'Sin  6 cos  fl  m -1-  «] 
(c  — fl)  sin  flcosfl 


Or  on  a identiqucuncnt,  à cause  de  tangfl  = w,  d’une  part 


(c  — fl)  sin  fl  cos  fl  — c*m  = m[(c  — a)  cos' fl  — c] 

= m[(c  — rt)cos’fl  — c(cos'fl  -t-  siii’fl)] 
= M (fl  -I-  f^M’)  cos’fl, 

et,  d’une  autre, 

(c  — fl)  sin  0 cos  Am  -I-  « = (c  — a)  sin' 9 ■+■  a(cos’9  -|-  sin'  9 ) 
= (fl  -t-  Cm')  cos’fl. 

En  substituant  donc,  il  viendra  plus  simplement 

■A  — ( ^ "1"  e m')  { y'  M .Z'  ) 

It  — 7 ^ > 

(c Am) 

OU,  ce  qui  revient  ou  même,  — 


i y-  _ 

M'^  « -f- Cm’ 


équation  qui  prouve,  ainsi  que  nous  l’avions  annoncé,  que  le 
sommet  du  cône  est  effectivement  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à'Ia  droite  x = ay-y-  K donnée  sur  le  plan  de  sa  base. 

On  ne  doit  pas  oublier  que  la  tangente  trigonométrique  m est 
une  quantité  numérique  connue,  égale  à T,  Nous  continuerons 
à nous  servir  de  m au  lieu  de  T,  mais  il  faudra  toujours  regarder 
cette  quantité  comme  une  constante  dans  les  calculs  ci-après. 

Equations  du  lieu  des  sommets  de  cône  qui  satisfont  aux 
conditions  précédentes.  — Si  l’on  suppose  qu’on  mette  pour  « 
dansl’équation  (7)  trouvée  dans  l’art.  III  déjà  rappelé  ci-dessus 
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sa  valeur..loute  connue  T,  il  en  résultera  une  nouvelle  équa- 
tion à laquelle  devront  nécessairement  satisfaire  le»  coordon- 
nées inconnues  a,  p et  7 du  sommet  du  cône,  et  qui  sera  par 
conséquent  entre  ces  variables,  l’équation  même  de la'surliice 
sur  laquelle  ce  sommet  doit  être  situé,  d’après  les  conditions 
du  problème. 

Or,  en  ordonnant  cette  équation  (9)  par  rapport  aux  indéter- 
minées a,  p et  7,  elle  devient 


[a  — c)  (« -(- eu’)  w’7’ -l- rt  ( I -I- w’)  (fl-i- Cw^)  P^ 

— e (1  u’)(a  -t-  eu’) u’a’-i-  (c  — a)  (i  -l-u’)u’  = o, 

■'  • - 

ou,  en  remplaçant  les  indéterminées  particulières  «,  p et  7 du 
sommet  du  cône  par  les  variables  générales  x,  jr,  z. 


(9) 


[a  — c)  («  4-  cw’ju’z’-)-  a(i  4-u’)(«  H-  cu^)  r’ 

— c(i  -4-  u’)  (a  4-  cu’)w’jr’-|-  (c  — a)  (i  4-  o,  ' 


dans  laquelle  la  lettre  u est  désormais  une  constante. 

Celte  équation  entre  les  coordonnées  x,  r,  z montre  que 
le  sommet  du  cône  doit  être  sur  une  surface  du  second  de- 
gré, et,  comme  nous  avons  déjà  prouvé  qu’il  doit  être  aussi 
dans  un  plan  (8  ) perpendiculaire  à la  droite  donnée  x = u j4-  K, 
il  s’ensuit  qu’il  sè  trouve  à l’intersection  même  de  la  surface  (9), 
que  partagent  symétriquement  les  plans  coordonnés,  avec  le 
plan  vertical  (8),  Ainsi  ce  sommet  est  réellement  sur  une  cer- 
taine courbe  du  second  degré.  Mais  il  y a plus  encore  : cette 
courbe  du  second  degré  est  un  cercle  dont  le  centre  est  le 
point  d’intersection  même  de  la  droite  donnée  a-  = Mj4-K  et 
du  plan  (8). 

En  effet,  si  le  plan  vertical  qui  a (8  ) pour  équation  coupe  la 
surface  (9)  suivant  un  cercle,  tout  plan  parallèle  à celui-là  cou- 
pera la  même  surface  suivant  un  autre  cercle.  Si  donc  on  mène 
par  l'origine  des  coordonnées  un  plan  parallèle  au  plan  (8), 

dont  l’équation  sera  par  conséquent  — -y,  il  devra  couper 

aussi  la  surface  (9)  suivant  un  cercle. 

Cela  posé,  puisque  la  trace  x = — ^ j de  ce  plan  fait  avec 

l’axe  desr  un  angle  dont  la  tangente  est  égale  à — - et  dont 
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le  sinus  esl  égal  à cos  8 el  le  cosinus  à— siii  6,  il  est  évident 
que,  si  l’on  veut  rapporter  la  surface  (y)  à celte  droite  considé- 
rée comme  nouvel  axe  des  y.  Taxe  des  z restant  le  même,  il 
faudra  mettre  pour  x el  r,  dans  l’équation  (y)  de  celle  sur- 
face, les  voleurs  fournies  par  les  formules  de  transformation 

■)•=: — y^-'sinS — ar'cosS,  r = _j^C0s8 — x'  sinfl. 

On  s’assurera  de  l’exaclilude  de  ces  expressions  en  posant 
a=  ioo"  4-  0,  changeant  x en  y,  x'  on  >•'  et  inversement,  dans 
les  formules  générales  • . 

ar  = x'cosa — y--' sifi  X»  y = .r' sinx cosa, 

du  n“  I de  ces  Lemrnes  de  géométrie  analytique,  où  x'  et  y' 
ont  d’ailleurs  des  significations  autres  que  dans  le  n°  III. 

Il  ne  s’agit  donc  plus  que  de  .substituer  à x et  y les  valeurs 
ci-dessus  dans  l’équation  (y). 

Pour  simplifier  les  calculs,  je  fais 

(a  — c)  (rt-|-c»j’)»’=.A,  a (i  y- w’)  («  4- cm’)  = B, 

— c (i  4-  *>’)  (a  4-  cw’]  »)’  = C , (c — a]  (i  4-w’)  6)’=  D, 

et  alors  cette  équation  prend  fa  forme  ' , 

A z’ By=  4- C x’ 4- D = O. 

Par  la  substitution  indiquée,  elle  devient 

f 

Az’4-  (B  sin’  9 4-  C cos’ûjj^*  4-  (B  cos’8  -trC  sin’9)a7" 

' ^ 4- 2 siii9  cos9  (B  — C)  jj'y' 4- D = O. 

Faisant  x'  = o,  y'  = ÿ dans  cette  équation  qui  représente  la 

surface  (y)  rapportée  à la  droite  x — — -y  commeaxedesy, 

elle  donnera  pour  son  intersection  avec  le  plan  vertical  des 
rz,  correspondant  à cette  droite,  l’équation  ' . 

A Z’ 4- (B  sin’8  4- Ccos’0)y’4- I)  O 

ou,’ en  remettant  pour  A,,  B,  C ,et  I)  leurs  valeurs  et  divisant 
par  (a  — c).6>’ , • 

(a  4-  cw’ ) z’  4-  (a  4-^o>’ )y’=  t 4-  ' ' 
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(^elte  équation  est  celle  d’un  cercle.  Donc,  le  plan  verti- 
cal x = --y',  et  aussi,  par  suite,  le  plan  (8)  qui  lui  est  pa- 
rallèle coupent  la  surface  {9)  suivant  des  circonférences  de 
cercle,  cominè  nous  l’avions  annoncé. 

On  voit,  de  plus,  que  les  centres  des  sections  circulaires  - 
parallèles  à celles  dont  il  s’agit,  étant  tous  situés  sur  le  plan 
des  et  sur  un  diamètre  de  la  surface  (9) , le  centre  même 
du  cercle  qui  contient  le  sommet  du  cône,  doit  se  trouver  à 
l’intersection  dé  ce  diamètre  et  de  la  trace  représentée  par 
l’équation  (8)  ci-dessus,  c’est-à-dire  par 

J K(c  — a) 

-y — ^ — -■ 

A 

Relations  qui  lient  le  lieu  du  sommet  des  cônes  à léur  base 
commune,  — Soit  NM  la  trace  dont  il  vient  d’être  parlé  et  qui 
doit  renfermer  le  centre  du  cercle  contenant  les  sommets  de 
cônes;  (A)  la  section  conique  ayant  pour  centre  l’origine 
des  axes  coordonnés,  et  représentant  la  trace  de  la  surface  (g) 
sur  le  plan  des^j;  i et  o les  points  où  ces  deux  traces  se 
coupent;  il  est  visible  que  le  centre  c du  cercle  vertical  suivant 


Fig.  5o. 


lequel  le  plan  perpendiculaire  à MN  rencontre  cette  surface, 
se  trouve  situé  au  milieu  de  la  corde  io,  et  qu’il  en  est  de 
même  pour  toute  autre  section  verticale  parallèle  à celle-ci;  la 
suite  de  tous  les. centres  c sera  donc  située  sur  un  diamètre  de 
la  conique  (.\),  passant  par  rorigine  A des  axes  et  conjugué  à 
la  direction  de  MN.  C’est  l’équation  de  ce  diamètre  qu’il  s’agit 
ici  de  trouver;  or  il  est  évident  que  la  tangente  à (A)  menée 
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au  point  l où  lu  direction  A c de  ce  diamètre  la  coupe,  doit 
être  parallèle  à la  trace  représentée  par  l’équation  (8)  rappelée 
ci-dessus;  la  question  revient  donc  au  fond,  à mener  à la 
courbe  (A)  une  tangente  parallèle  à MN. 

Pour  obtenir  l’équation  de  la  coniqne  (A),  il  faut  faire  z = o 
dans  l’équation  (9);  ce  qui  donne 


(10)  fl(rt  -H  eu’)/*  — c (rt  + cm’  ) x’  -t-  (c  — a)  u’  = O. 


D’ailleurs  on  sait  que  la  tangente  Irigonométriqne  de  l’angle 
qu’une  tangente  à une  courbe  fait  avec  l’axe  des  r est  égale 
dx 

à -J-  ; donc,  dans  le  cas  actuel,  cette  tangente  aura  pour  va- 
dy 


OLY 

leur  numérique  Mais,  par  hypothèse,  elle  doit  être 

égale  à la  tangente  — - de  l’angle  que  fait,  avec  ce  même 

Cl) 

axe,  la  trace  MN  représentée  par  l’équation  (8);  donc,  on  doit 
avoir  généralement 


ar 

CM^X 


- nubien  ay -h  eux  = o. 

<0  • 


Dans  celte  équation,  les  coordonnées  x et  y sont  celles  du 
point  de  tangence  t,  et  par  conséquent  en  la  combinant  avec 
l’équation  (10)  de  laconique  (A),  on  obtiendrait  les  valeurs 
mêmes  des  coordonnées  de  ce  point  t.  Or  cette  équation 
ay-\-ca>x=  O est  celle  d’une  droite  qui  passe  par  le  centre  A 
de  la  conique,  quand  on  y suppose  .r  et  y variables  ; donc 
c’est  l’équation  propre  du  diamètre  conjugué  à la  direction  de 
NM,  et  en  la  combinant  avec  l’équation  (8)  de  cette  trace,  on 
obtiendra  pour  les  coordonnées  du  centre  cherché  c, 

«K  cwK 

X — » r = 

Cf  -t-  c m’-  ■ « + c , • 

11  est  aisé  maintenant  de  démontrer  que  ces  valeurs  satisfont 
aussi  à l’équation  x = <»y  -yK.  de  la  droite  donnée  arbitraire- 
ment sur  le  plan  des  donc  le  centre  du  cercle  sur  lequel 


Digifeed  by  Google 


DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE.  ni' 

est  situé  le  sommet  du  cône,  se  tmnve  à l’intersection  même 
de  la  droite  donnée  et  du  plan  de  ce  cercle;  comme  il  s’agis- 
sait de  le  démontrer.  v 

Fig.  5i. 


Remarquables  propriétés  du  plan  conduit,  par  le  sommet 
du  cône,  parallèlement  aux  sections  circulaires.  — Soit  mainte- 
nant (B)  la  base  frxe  du  çône; 


■ cx^  4-1=0, 


son  équation;  /r9  [Jîg.  5i)  la  droite  donnée  dont  l’équation  est 
x==w>--f-K  et  qui  renferme  le  centre  c,  du  cercle  vertical  sur 
lequel  est  situé  le  sommet  7 de  ce  cône  ; soient  k et  9 les 
deux  points  où  cette  droite  rencontre  la  courbe  de  base  (B); 
je  dis  que  le  centre  c divise  la  corde  /r9  précisément  en  deux 
parties  égales. 

En  effet,  imaginons  que  x'  el_}  ' représentent  les  coordon- 
nées du  point  de  conuict  l'  d’une  tangente  à (B)  parallèle  à A 9, 

' ' ‘ dx' , ay 

dy~~  ex'  \ 

sera  la  tangente  trigonométriqiie  de  l’angle  qu’elle  fait  avec 
l’axe  des  K.  et,  comme’ elle  doit  être  parallèle  à /c9,  il  faudn\ 
qu’on  ait  ’ . ' 


dx' 

dy 


ny  , , ' 

ou  ay-\-Cb\x  ==o\ 


d’où  l’on  conclut,  comme  précédemment,  que  la  direction  in- 
définie B l'  du  diamètre  qui  passe  parle  milieu  de  la  corde  A O, 
a précisément  pour  équation  . , ■ ' ! 


ay' 


8 


. Digilized  by  Coogle 


ii4  II*  CAHIER.  - LEMMES  ^ 

. en  y ivgardanl  les  iinléiemiiiiées  x‘  et  )■'  du  point  de  contact  /' 
comme  des  coordonnées  varialdes.  Or  ce  diamètre  lit','  qui 
coupe  la  corde  /i'9  en  deux  parties  é{,'ales,  se  confond  évidem- 
rnciUavec  celui  qui  a la  direction  de  \t  dans  5o  et  con- 

tient aussi  le  centre  <;,  puisque  Ieui*s  équations-  sont  les 
mêmes.  Donc  enfin  le  centre  c,  du  cercle  qui  contient  les 
sommets  de  cônes,  est  situé  nu  milieu  de  la  corde  Ô/r,  et-‘pnr  ' 
éonséquenl  , si  l'on  divise  cette  corde  en  deux  parties  égales 
en  c,  et  que,  de  ce  point,  on  élève  une  perpendiculaire  à la 
• direction  de  cette  corde,  ce  sera  la  trace  du  plan  du  cercle 
dont  il  s’agit.  ' . . ' ' 

Voici  encore  une  propriété  ijui  servira  à détermnicr  la  sran*' 
deur  du  même,  cercle  •:  J.e  carré  du  diamètre  du  cercle  qui 

■ contient  les  sommets  de  cônes,  est  égal  un  carré  de  la  corde 

donnée  A'9,  mais  pris  avec  un  sif^ne  contraire'.  , . ' ■ 

Il  est, visible,  en  effet,  que  le  diaoiètre  du  cercle  dont  il 
s’agit  est  égal  {Jig.  5o)  à la  corde  oi  formée  par  la  conique  (A), 
(équation  io)‘et  par  la  trace  MN  du  plan  de  ce  cercle;  il  faut 
donc  calculer  la  longueur  de  la  corde  d’une  section  conique 
dont  oa  connaît  l’équation  et  ce'lle  de  celte  corde.  Pour  ne  pas 
répéter  deux  fois  le  même  calcul,  nous  re.xéculerons  d’uim 
1.’  manière  générale.  . . ■ n 

Ueprésenlons,  à cet  effet,  par  ' 

■ . . A -I- -h  D = O ^ et  x = mp-^n 

les  équations  de  la  courbe  cl  de.  la  cordé  en  question.  En  les 
combinant  entre  elles,  on'  obtiendra  pour  les  cool'donnôesdfts 
points  d’intersection,  ’ _ . 


, r = ■ 


‘mn E ± n’ E’  — ( I > -4-  E n‘ ) ( A + E m-j  ^ 

■ ' A -e- (,'/»’  ■ • ■ 


. « A ± ^ n‘  A“  — '(  D -K  .\  /i’  ) ( A E m-  ) _ ' . . 

A K 'A'  ’ ....  . ....  . r-.-'  • • * , . A 

‘ • - A -(-  E of’  .•  ■ ' ■ . ' 


Donc  le  carré  de  la  distance  e.ntre  ces' deux  points  sera,  en 
icC;  i, 

D(A  -E-E»ê)  + AEy?^]  (1 


.appelant  cette  disumec;  i, 


A’=:  — 4 


• (A  -t-CnE)» , 
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Considérons  d’abord  la  cordc  /,  0 [fig.  5i  )-;  son  équation  et 
celle  do  la  conique'{B)  ci-dessus,  étant  respectivement. 

“ j"-!- Él,  ty’ r o, 
on  a.  dans  ce  cas,  ’ ' ■ : ■ ~ 

m = K,  \ = n,  n^i; 

/ 

et,  par  conséquent,  ' 

' .•  77.»—  ( («-f-CM^-t-acK^)’(i -i-M»)  , , 

^ (a  -h  CW»)»  ■ " ' ■ ■ 

Maintenant,  si  l’on  co'nsidère  la  courbe  (A)  et  la  sécaiiîe  MN 
ou  la  corde  to  (yig.  5o),  représentées  respectivement  par  les 
équations  (lo)  et  (8),  c’est-à-dire 

rt(a4-cw»)y»-^c(«-f-cw»)o.»;r»-H(c  — rt)w»=o, 

' ' ' ’ K(c-n)  ' . ■ • ■ 

. - * w ■ a -t-/cw» 

on  aura,  en  comparant,  , 

A=a(a-hca^),  C:^  — c(a-{-CM»}w»', 

^ D=(c  — «)w»,  m=_ik  _ . 

• ' y w rt-f-  Cw»-  ^ 

et  par  conséquent,  en  substituant  ces  valeurs  dans  l’expres- 
sion de  A»,  ■.  ... 


Donc  enfin 


4 B.= 

, (a-f-cw»)»  ' ' 

oi'—  4 U»  — — 7,  $’  ; 


c’est-à-dire,  comme  on  l’a  avance  ci-dessus,  qive  le  carré  du 
diamètre  du  cerclé  qui  contient  le  sommet  du ^cône  est  égal, 
à celui  de  la  corde  donnée  A 9,  pris  négativement , 


■S.' 
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, PROPIUÉTÉS  DESCHIPTIVTS  DES  SIMPLES  CONIQUES  ; 

APi'UCATION  «ES  PREMIERS  PRINCIPES  DE  PROJECTION  CENTRALE 

ET  D'  ANALYSE  A CES  COURBES  ET  AUX  FIGURES  POLYC.ONALRS. 

Il  osi  tine  tiiaiiière  de  démontrer  certaines  propriétés  des 
figures,  à la  fois  géométrique  et  analytique,  par  laquelle  on 
parvient  à découvrir,  avec  simplicité,  des  vérités  qu'il  serait 
sinon  impossible,  du  moins  irès-diflicile  de  démontrer  direc- 
tement par  le  seul  secours  de  la  géométrie  ou  de  l’analyse.  Cette 
méthode,  dont  MM.  Carnot  et  Brianchon  se  sont  particulière- 
ment servis  et  ont  offert  de  beaux  exemples,  consiste  à em- 
ployer la  géométrie  pour  ramener  la  question  proposée  à une 
autre  beaucoup  plus^  simple,  et  qui,  bien  qu’elle  en  soit  un  cas 
particulier,  la  comprend  néanmoins  en  vertu  de  rextensiou 
qu’elle  peut  recevoir  au  moyen  d'une  proposition  ou  d’une 
construction  géométrique  auxiliaire. 

Comme  ces  lemmes  ou  moyens  de  réduction,  seront  souvent 
invoqués  dans  ce  qui  suit,  je  commencerai  par  en  faire  con- 
naître les  principaux,  ceux  qui  étant  les  plus  simples,  sont  le 
plus  généralement  connus  et  mis  en  usage. 


PRI.NCIPKS  KONDAMEXTACX  ET  fa.(i.>IF.XTAUIES  DE  PROJECTIOS 
COMQÜE  ou  r.ENTRAI.K. 

Premier  principe.  — a Toute  courbe  du  deuxième  degré 
» peut  être  considérée  comme  provenant  de  l’intersection  d’un 
» côn^  oblique  à base  circulaire  par  un  plan  arbitraire;  celte 
>'  courbe  peut  être  dite,  en  gétiéml,  la  projection  du  cercle  de 
)■  base  sur  le  plan  sécant,  et  le.  cercle  de  base  doitj  à son  tour, 
>■  être  considéré  comme  la  proj(>ciion  conique  ou  centrale  de 
)'  la  courbe  précitée,  • ^ , 
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. » Toute  tangente  à la  même  couibe,  doit  être  considérée 

)}  comme  la  projection  d'une  tangente  au  cercle  de  base  ou 
» d’une  autre  section  plane  (loelcomiue  du  cône.  En  général, 

» lès  projections  des  tangentes  restent  des  tangentes;  mais  il 
» n’en  est  pas  ainsi  des  normales.  ».  ■ 

î , * » 

Bemarque.  — Le  système  de  deux  droites  arbitraires  se  cou- 
pant sur  un  plan,  quoique  pouvant  être  considéré  comme  une  . 
section  conique  particulière,  no  sera  point  compris,  en  général, 
au  nombre  des  projections  du  cercle.  Néanmt)ins,  comme  le 
système  de  deux  droites  n'est  qu’une  simple  modilication  de 
la  courbe  du  deuxièlne  degré , toute  propriété  suiïisajnment 
générale  de  celle-ci  sera' applicable  à ce  système,  en  vertu  des 
principes  mêmes  de  l’analyse  algébrique.  Ainsi,  des  i)ropriétés 
générales  de  la  courbe  du  deuxième  degré,  on  pouura  bien 
déduire  celles  de  l’ensemble  de  deux  ligues  droites,  mais^  l’in- 
verse ne  sera  pas  admis  à priori. 

Deuxit-me  principe.  — « Deux  droites  parallèles  ou  con- 
» courantes  ont  pour  projection  sur  un  plan  quelconque,  deux  . 
» ailtres  droites  concourantes,  et  réciproquennent  deux  droites 
» qui  se  coupent  peuvent  être  projetées  d’une  infinité  de  ma- 
» nières  différentes,  suivant  depx  droites  parallèles.  » 

Cette  proposition  .s’étend  aîi  système  d’un  nombre  quelcon- 
que de  droites  parallèles  ou  concourantes , situées’dans  un  , 
même  plan.  Ainsi  : « Toute  propriété  générale  d’un  tel  système 
" w ayant  trait  à la  direction  indéfinie  des  lignes  et  non  à leur 
» mesure,  reste  applicable  à leur  projection  conique  ou  cen- 
» traie  sur  un  plan  arbitraire,  o 

Troisième  principe. — « La  projection  de  plusieui'S  systèmes 
_»  distincts  de  droites  parallèles  est  un  égal  nombre  de  systèmes 
» dé  droites  concourant,  dans  cliacun,  en  un  point  distinct,  cl 
» tous  les  points  de  concours  sont  sur  une  mêpie  droite,  u 

La  réciproque  est  également  vraie. 

Remarque.  — Ces  théorèmes  ou  principc,S  de  projection 
Centrale  ne  sont  autres  que  ceux  de  la  perspective  linéaire  ; la 
démonslraliou  en  est  facile  et  purement  clémenlaire. 
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t r 

Leiiimes  rt-latifs  au  tlouhle  systi-me  üf  secliotu  viivujaires 
l/es  côUes'ohliques. 

l>ii  cùiie  cbli(|ii(;  dont  lu  hasts  lisl  une  cuurhe  C|uelcouque 
(lu  deuxième  degré,  peut,  cüinmts  ou  sait  (*),  être  coupé  par  ini 
■ ' plaiiSuix  anl  des  cercles,  et  il  y a géu('*raleinenl  deux  directions  du 
. plan  sécant,  non  parallèles,  pour  lesquelles  cela  a lieu  : c’est  ce 
(]ii’oii  nomme  quelquefois,  'sections  sous-cou  Irai  res  du  cône-. 
Celte  proposition  , comme  on  sait  aussi,  est  générale  pour  les 
surfaces  du  deuxième  degré;  mais  il  importe  ici  d’en  établir 
la  véril.é  géométri(|uement  ou  synihétiq\ieinent  pour  le  cône 
oblitiue  à base  circulaire,  en  iiariicLilier.  ' * - 

Proposition  fondamentale.  — _ Soit  (c),  Jig.  5a,  la  base  crr^ 
. culaire,  de  centre  c,  d’un  cône  oblique;  s le  sonïtnei  du  cône; 
sp  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  sommet  sur  le  plan  de  (c), 
ijuc  nous  considérerons  eoinme  plan  horizontal;  soient  me- 

> , • •'‘C-  âï.  ' ■ 


" A'-’ 

; \ 

i ‘ 
i> . «y 

' • 


nées  les  deux  arêtes  sa,  sh,  dans  le  plan  vertical  perpendi- 
culaire au  précédent  et  contenant  ic;  je  dis  que  la  'section 
40«s-coM/r«//e  conjuguée  à celle  de  la  base,  est  dans  un  plan 
perpendicidaire  )y'sab  et  dont  la  trace  «/«,, sur  ce*  dernier. 


(‘)  Ou  en  Irotwe.unB  démonslralloti  analytique  iiuftisaminent  com- 
plète dans  l’art.  1 du  11"  Cahier,  article  dont  il  était  en  effet  inutile  d’in- 
• voquer  la  cennaissance  ici,  comme  on  k)  verra  itar- les  démonstrations 
suivantes  du  manuscrit,  y , - . 
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fait  avec  l’arêle  sb,  1,’angle  oblus  smn,  égal  à l’angle  sab  à la 
base  ab  du  cône.  ^ 

En  efl'et,  si  la  seclion  /«;i  esl  un  cercle,  l’ordonnée  borizon- 
lale  (jit  de  ce  cercle,  correspondante  au  point  ^ d’intersection 
(les  diamètres  nin  et  ab,  sera  moyenne  proportionnelle  entre 
Içs  segments  ng  et  mq;  de  sorte  qu’on  devra  avoir 

■ ■ : dq=mq><.nq. 

• • * 

Mais  l’ordoniu’e  dq  est  nécessairement  comnuine  aux  deux 

cercles  on  sections  ; donc  on  a aussi  ' • 

dq  = aq  qb , 

et  par  conséquent 

niq  '^nq  = aq'X,qb  'ou  mq  : qb  y.  aq  : iiq. 

Donc  enfin  les  deux  triangles  aqn  et  bmq,  qui  ont  un  angle 
égal  compris  entre  côtés  proportionnels  , sont  semblables,  et 
par  conséquent,  l’angle  qmb  est  égal  à son  homologue  qan, 
comme  pareillement,  l’angle  nibq:=.ttnq.  lléciprbquement,  si 
celte  relation  a lieu  entre  les  angles,  n’importe  où-mw  est 
placé  dans  iflé,  la  seclion  conique  inclinée,  correspondante, 
"sera  une  circonférence  de  c'prcle.  . 

Toutes  Tes  sections  parallèles  à mn  étant  donc  des.  cercles, 
leurs* ceuires  c',  seront  rangés  sur  unemèriie  droite  sc'',  passant 
par  le  sommets;  pareillement  les  centres  des  sections  parallèles  • 
à laitase  ab  du  cône,  seront  situés  sur  une  droite  sc,  passant  • - 
aussi  par  le  sommet  s du  cône.  Mais  cés  deux  droites  ne  sont 
■ pas  généralement  les  mômes,  elles  ne  sc  confondent  (]ue  quand  . 
le  cône  est  droit  ou  de  révolution,.  . • ' • ' - 

La  ligne  «c'  des  centres  fc'  coupe  le  diamètre  ab  au  point  i, 

/il  y a donc  toujours  une  scc/fon  sous-contraire  a ab,  dont  le 
ceuirc'ost  situé  sur  ce  diamètre  môme,  au  point  de  ren- 
contre i dont  il  s’agit.  '*  - • ' 

t * Positions  relatives  du.  sommet  du  cône  et  de  ses  sealions 
sous-contraires.  — Soit  i (fig-  53)  un  point  quel(;onqtie  du  dia- 
mètre ab  de  (c)  déjà  considéré;  soit  menée  par  ce  point  la 
droite  nm,  telle  qu’eHe  soit  divisée  en  parties  égales  au  point  i 
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par  deux  droites  arbitraires  bs  et  as,  menées,  dans  le  plan  ver- 
tical de  ab,  d’un  point  s aux  extrémités  de  ce  diamètre  ; par 

Fiu.  53. 


ce  point  pris  pour  sommet  de  cône,  soit  tirée  la  parallèle  sk 
à inn  rencontrant  ba  prolongé  ên  k;  de  plus,  faisons 

• bs=m,  sa  — n,  av—r,  ic=y‘; 

la  droite  io  étant,  d’autre  part,  menée  dans  le  triangle  abs, 
parallèlement  à la  base  bs,  et  divisant  so  en  parties  égales, 
comme  / divise  mn  par  bypolbèse,  on  aura  les  proportions 

SI)  i oa  y.  ib ai  ou  sv.oa’.l  r + y:  r — y; 

d’oii,  componendo , 

so-\-oa  ou  n'.so  — oa'.’,  l'r'.T-y  y.  r\y. 

Mais  sk  étant  parallèle  à mn,  les  triangles  ask  el  a/n  sont 
semblables,  et  l’on  a • 

an  ou  on  — oa  = so  — oa:  ai  y.  sa:  ak, 

soit . . 

• so  — oa:  r—y  ::  n:ak. 

Multipliant  cette  proportion  par  ordre  avec  la  précédente,  n 
et  so  — oa  s’en  iront,  et  l’on  en  conclura 

n:  r — y::  rx.li  :aky<y; 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  . * 

r^  =y(ak-y  r)  — ci  X t‘k. 

\ 

l)e  là  il  est  facile  de  conclure  que  le  point  /■  est  celui  où  la 
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langenle,  menée  par  le  poitu  t du  cercle  (c),  qui  corresponil 
à l’ordonnée  da  point  i,  vient  rencontrer  le  diamètre  ab  pro- 
longé. Car,  dans  le  triangle  rectangle  ktc  où  l'ordonnée  ti  est 
perpendiculaire  à l’hypoténuse,  on  a 

et  = = ci  X c/l'. 

Donc  a si,  par  le  point  i pris  arbitrairement  sur  le  diamètre 
» ab,  on  élève  l’ordonnée  it,  et  que,  par  son  extrémité  t,  on 
I)  mène  /A- tangente  au  cercle  (c),  celle-ci  coupera  le  diamètre 
» ab  prolongé,  en  un  point  k,  jouissant  de  la  propriété  que, 
« pour  toute  position  des  droites  sa,  sb  ou  du  point  s choisi 
» en  particulier,  sk  sera  parallèle  à la  droite  mn,  divisée  en 
» deux  parties  égales  au  point  i.  » 

Problème  annexe.  — Si  le  point  k ou  i étant  détet^miné  par 
rap'port  à [c),Jig.  54,  il  fallait  trouver  la  position  du  sommets 
d’un  cône  oblique  dont  ce  cercle  serait  l’une  des  sections 
planes,  et  qui  fût  tel  que  le  centre  du  cercle  sous-contraire 
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opposé  à (c)  fût  en  i,  cela  serait  très-facile  d’après  ce  qui  pré- 
cède. Car  le  rayon  de  ce  dernier  cercle  étant  égal  à l’ordonnée 
issue  de  son  centre  et  qui  lui  est  commune  avec  le  cercle  (c), 
le  rayon  im  = in  de  cette  section  devrait  être  égal  à it. 

Donc,  décrivant,  de  / comme  centre  avec  it  pour  rayon,  une 
circonférence  de  cercle  dans  le  plan  vertical  de  ab;  menant 
par  l’extrémité  b du'diamètrc  ab,  une  sécante  quelconque  bm, 
qui  rencontre  la  circonférence  en  ni;  traçant  ensnite  le  dia- 
mètre mn;  enfin  menant  par  l’extrémité  n de  ce  diamètre  et 
rcxtrcmité  corres[iondante  «de  ab  la  droite  na,  elle  coupera 
bni,  prolongé,  au  sommet  s demandé.  En  outre,  d’après  ce 
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(|ue  nous  avons  déinontré,  la  droile  sh  parallèle  à nin  el  la  lan- 
geiile  th  vioiidroiil  se  couper  sur  le  diamèlre  même  ab  de  la 
base  du  cône. 

Voici  la  conséquence  de  ce  qui  précède  : 

(Jiiutrièine-principe. — a Si  une  courbe  du  deuxième  de{>ré, 
» et  un,  deux  ou  plusieurs  poinls,  tous  rangés  en  ligne  droile, 
» sont  situés  dans  un  meme  j)hin,  on  peut,  d’une  infinité  de 
.»  manières,  projeter  la  ligure  sur  un  nouveau  plan,  tel  que 
)>  la  projection  de  la  courbe  soit  un  cercle,  et  que,  en  même 
« temps,  les  projections  des  points  passent' à l’inlim;  de  sorte 
))  que  tout  svslème  de  ilroites  concourant  en  l'un  quelconque 
» des  premiers  poinls,  aura  pour  projection  un  système  de 
» lignes  droites  jiarallèles.  » ' • 

En  elïcl,  on  peut  supposer  que  la  ligure  ail  d’abord  été  pro- 
jetée de  manière  que  la  courbe  devienne  un  cercle  (l"' Prin- 
cipe] , les  points  étant  encore  l'angés  sur  uiie  même  droile.  Soit 
donc  (cj  ce  cercle,  PL  celte  droile  [Jig.  55),  il  s’agit  de  trouver 
un  cpnc  oblique  dont  (c)  soit  la  base,  et  tel  que  la  section 
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sous-contraire  soit  parallèle  au  ))Um  qui  passerait  par  le  som- 
met s du  0000*^01  par  la  droile  PL;  car  le  plan  de  la- section 
sous-contraire,  pris  pour  plan  de  projection,  coupe  alors  le 
cône  suivant  <m  cercle,  et  le  plan  projetant  de  PL  suivant  une 
droite  sitpée*  à l’inlini. 

CeUe  question  peut  se  résoudre  simplement  a l’aide  de  ce 
qui  précède.  - 

A cet  effet,  abaissons  du-ccnire  c sur  la  ligne  droite' PL,  la 
pcrpendicélaire  cA’,  rencontrant  celte  droile  en  k elle  cercle 
en.«  et  è;  du  point  k menons  au  cercle  la  tangente  kt,  et  du 
point  de  contact  l abaissons  sur  c/r  l’ordonnée  D’;  le  pied  i de 
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-Celle  ordonnée  sera,  pour  chacun  des  cônes  qui  salisfonl  à lu 
'-condilion  ci-dessus  énoncée,,  le  cenlre  d’une  seclion  sous-, 
conlraire,  'ayanl  poui'.iajon  <7,:  le  soinineli  du  cône  et  le  plan 
da  la  section  sous-comraire  se  irouvcront,  de  Celte  façon,  dé- 
. icrininés  quand  ôn  se  sera  donné  la  droite  bs.  ■r- 
_ 'Nous  avons  démontré,  on  elïet,  que  la  droite  s/r,  qui  est  ici 
la  trace  du  plan  projetant  de  PL,  est  parallèle  à la  trace  mn  de 
' la  seciiod  sous-contralre,  en  sorte  qite  ces  deux  plans  sont 
parallèles.  , . . ^ 

■ La'dÿ’eclipji  de  la' droite  ôm  peuletre  prise  à volonté  parmi 
-celles  qui  rencontrent  lé  cercle  (/);  donc  il  y a une  inlinilé  de 
cônes  qui  jouissent  de  la  même  propriété^  par  suite, ^encore, 
^ on  pourra  .assujettir  un  paroit  cône  à une  nouvelle  condition, 
pounii  qu’elle  soit  compatible  avec  les  preupères. 


Uemarques  et  réflexions  fondamentales  concernant  les  cas 
' ■ J • 'de  possibilité  ou  d'impossibilité. 

Lorsque  la  droite  PL  [flg.  55)  rencontre  le  cercle  (c),  la 
construction  jj^’écédente  devient  impossible  ; car  le  point  fc  se 
trouvant  alors  tlaiis  l’intérieur  du  cercle,  il  est  impossible  géo- 
métriquement aussi)  de  lui  mener  des  tangentes  parce  point.. 
Néanmoins,  dans  le  même  cas,  l’analysç  fait  voir  que  le  cen- 
tj-e  I,  du'cercle  conjugué  à (e),  n’a  jws  cessé  d’exister,  quoique 
ce' cercle:  ou  son  rayon  soit  devenu  imaginaire.  La  raison  en 
est  que  le  point  i ésl  lié  à b par  une  relation  algébrique  (jui^ 
subsiste  quelle  que  soit  la  position  de  la  droite  PL  à l’égard  du 
cercle' (c).  ‘ ' 

En  effet,  si  par,uu  point  quelconque  de  cette  droite  PL,  on 
mène  deux  tangentes  au  cercle  (c),  la  corde  de  contact  pas- 
sera toujours  iiar  le  point  i.  Or  celle  construclioir  reste;  possi- 
ble, même  quand  la'droite  PL  rencontre  ce  cercle;  seulement 
les  cordes  dc.conlacl  .se  rencontrent  alors  en  dehors  do  sa  cir-  : 
conférence.  ^ ... 

Quoique  la  spelion  sous-contraire  cherchée  ail  un  rayon  iina*- 
ginaire,  il  n’en  e.st  paS  moins  vrai,  analytiquement  parlant,  que 
toute  proj)iiélé  dont  clic  jouit  quand  ce  rayon  est  réel,  mais, 
relative  seulement  à la  disposition  des  parties  de  la  figure  et 
non  à leur  gnnideur.  absolue,,  ne  cesse  pas  d’être  vraie  à l’égard 
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«lu  cercle  (c)  et  ile  la  droite  PL  : tant  (jiie  le  point  A sera  situé 
-au  dedans  de  (t),  la  solution  sera  imaginaire;  mais  dès  que  ce-, 
point,  ayant  parcouru  le  diamètre  nl>  mi  entier,  sei'a  sorti  du 
cercle  par  le  point  l>,  le  problème  redeviendra  possible  ou  la 
solution  réelle  comme  aupara\ant.  . , » . 

Ainsi,  un  changement  de  position  de  la  droite  PL,  rend'Ia 
solution  alternativement  réelle  ou  imaginaire,  et  il  n’en  est 
pas  moins  vrai,  comme  je  l’ai  dit,  que  toute  propriéfé  c/eic/v/;-  ■ 
live,  concernant  la  situation,  la  direction  indélinie  des  lignes  • 
et  non  leur  grandeur,  dont  la  figure  jouit  dans  l’une  denses  po-"  ' 
sitions,  subsiste  quand  on  change  la  disposition  relative  de  la- 
droite  et  du  cercle.  ’ ..  , 

Cela  résulte  d’un  principe  tacitement  admis  par.  beàticoup 
de  géomètres,  mais  non  jusqu’ici  démontré  ou  expliciteinent, 
exactement  établi.  ■ ‘V’  .,v.  ' 

Au  surplus,  cette  généralisation,  cette  extension  n’est  autre  ’■ 

(lue  celle  que  l’analyse  indéterminée  porte  avec  elle  dans 
toutes  les  (luestions  où  il  ne  s’agit  (pie  de  propriétés  de  posi- 
tion ou  de  situation.  . ■ 

En  effet,  quand  on  met  un  problème  géométrique  de  Celte 
nature  en  éciuation,  on  part  d’une  position  toîte  particulière 
de  la  figure,  et  les  résultats  qu’on  obtient  sont  vrais  pour 
toutes  les  disi)ositions  possibles  qui  remplissent  les  mêmes 
'conditions;  car  les  résultats  auxquels  on  est  parvenu  ne  laistr- 
sent  absolument  aucune  trace  de  la  disposition  primitive;  les 
signes  et  les  lettres  s’étant  disposés  sous' une  forme  générale, 
et  invariable.  ..  ‘ 'J-  ... 

C’est  cette  grande  généralité  de  l’analyse,  qu’on  doit  pouvoir  „ , 

procurer  dans  les  mêmes  circonstances  aux  démonsti'ations  ' 
de  la  géométrie,  qui  a justifié  cette  expression  de  puissance  de 
l'analyse.  Ih. semble  qu’on  n’ait  pas  assez  prouvé  cette  puiST  _ - 
sauce;  on  y croit,  mais  cela  suffit-il?  Peut-être  celte  pro^  * 
priété,  qui  lui  vient  de  la  convention  même  établie  sur  les 
'signes  algébriques,  est-elle  très-difficile  à démontrer  on  toute  ' 
rigueur.  Aussi  les  ]iremiers  géomètres  qui  s’en^  sont  servis,  et 
Newton  lui-même,  ont-ils  ou  toujours  le  soin  de  faire  suivre 
chaque  démonstration  analyti(jue  d’une  démonstration  synlhé- 
lique.  Cette  preuve,  répétée  souvent,  donne  toute  la  confiance 
imaginable;  mais  est-elle  d'une  certitude  absolue?  t 
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Dans  le  cours  d’uii  calcul,  il  arrive  souvent  que  certaines 
expressions  qui  y entrent  implicitement,  sont  nulles,  inlinies, 
imaginaires,  ou  prennent  toute  autre  forme  : on  continue  le 
calcul  sans  s’en  douter,  et  l’on  trouv.c  une  é(|uation  qui  n’en 
laisse  aucune  trace;  la  suite  des  opérations,  (|ui  n’est  autre 
chose  qu’un  raisonnement  tacite,  est  donc  appuyée  sur  des 
considérations  d’infinis,  il’imaginaircs,  etc.,  et  cependant  les 
consé(picriccs  sont  vraies. 

Il  n’en  est  pas  de  même  de  la  géométrie,  telle  qu’on  a cou- 
tume de  la  consiflérer;  comme  tous  les  raisonnements,  toutes 
les  consétiucnces,  ue  peuvent  être  appréciés,  saisis  par  l’es- 
prit qu’autant  ((u’ils  se  peignent  à l’imaginalion  par  des' objets 
sensibles,  dès  que  ces  objets  manquent,  le  raisonnement 
s’arrête. 

Je  vais,  d’après  Monge,  fournir  de  ce  (jue  je  viens  de  dire, 
un  exemple  remarquable. 

Soient  une  surface  du  deuxième  degré  et  une  droite  placée 
arbitrairement  dans  l’espacé;  que  par  cette  droite  on  imagine 
deux  plans  tangents  à la  surface,  ces  deux  |)lans  auron'l  chacun 
un  point  de  contact  avec  la  suiface.  Maintenant,  (|u’on  mène 
d’un  point  quelcoi)(|ue  de  la  droite  donnée,  un  cône  ayant  son 
sommet  en  ce  point  et  tangent'à  la  surface  proposée,  ce  cône 
sera  évidemment  tangent  aux  deux  plans  ci-dessus  détermines; 
donc  les  points  de  contact  de  ces  plans  avec  la  surface  proposée 
seront  situés  sur  la  courbe  de  contact  du  cône  et  de  la  surface  ' 
du  deuxième  «legré,  et,  par  suite,  le  plan  de  cette  courbe  pas- 
sera par  la  corde  <pii  joint  les  deux  points  de  contact. 

La  mêi\ie  chose  aura  lieu  pour  tous  les  cônes  tangents  dont 
les  sommets  seront  situés  sur  la  droite  donnée. *Donc,  si  l’on 
imagine  une  section  (|ttelconque  faite  dans  la  surface  par  un 
plan  qui  contienne  là  droite  proposée,  cette  section  donnera 
une  courbe  du  deuxième  degré  pour  la  surface  et  deux  droites 
tangentes  à cette  section  pour  le  cône,  droites  qui  viendront 
se  couper  Sur  celle  des  sommets  : la  corde  de  contact' étant 
l’intersectfon  de  ce  même  plan  avec  celui  de  contact  du  cône, 
devra  pas.ser  dans  toutes  ses  positions  par  un  point  unique, 
intersection  de  la  droite  commune  à tous  les  plans  de  con- 
tact des  cônes  avec  ce  même  plan  fixe. 

De  là  cjB  théorème  aujourd’hjii  bien  connu  : Si,.i/es 
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vents  [loints  J'nne  droite  donnée  MI^,  on  mène  deux  tangentes 

à une  courbe  du  deuxième  de^é,  les  cordes  respectives  !t. 
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t' t’,  etc.,  des  couples  de  points  de  contact  passeront  toutes  fmr 
un  même  point  O.  \ 

Tani  que  la  droite  ML  est  située  au  dehors  de  la  courbe*, 
cette  propositiotr  est  une  conséquenoe  du  raisonfiemenl  pré- 
cédent, ina'is  cela  n’a  plus  lieu  quand  la  droite  traverse  la 
courbe  de  part  en  part:  car  alors  il  sera  impossible  de  mener, 
de  la  droite  des  sommets,  deux  plans  tangents  à l’eiifîemble  du 
cône  et  de  la  surface  du  second  degré.  Mais  cette  restriction 
ne  se  présente  nullement  lorsqu’on  traite  la  question'  jTaC 
l’analyse  dès  coordonnées,  dont  les  résultats  sont  indépen-' 
dants  do  la  réalité, des  intersections,  des  contacts  ou  autres 
affections  des  lignes  et  des  surfaces  de  la  ligure.  , * ‘ 

On  vérifiera  ce,  fait  directement,  en  mettant  en  équatiofls,  soit 
le  théorème  de  Monge,  qui  vient  d’être  énoncé,  soit  divers.au- 
tres  théorèmes  non  moins  élégants,  relatifs  aux  intersections  et 
aux  contactsdes  cerclps  et  des  sphèses  : le  1"  Cahier  (Ac/nnici), 
nous  en  offrirait  d’ailleurs  des  exemples  simples  çt  remar- 
quables, si  c’était  ici  le  lieu  de  s’y  arrêter., 11  nous  suffira  de 
faire  observer  qm;  les  (lifficiiltés  dont  Tl  s’agit*’tiennent  à'des 
conditions  A’ imoginarité.  ou  d’impossibilité  relative.  Lor'que, 
au  contraire,  l’impossibilité  est  caractérisée  par  des  conditions 
contradictoires  .ou  incompatibles,  elle  est  absohie,  et  il  serait 
illogiq’ue  autant  "qu’absurde  de  vouloir  en  rien  conclure  de  réel 
et  de  vrai,  géométri(]uement  parlant. 

Je  me  bornerai,  pour  le  moment,  aux  principes  de  projec- 
tion centrale  qui  précèdent;  par  la  suite,  quand  il  sera  néces- 
saire d’avoir  recours  à di;  nouveaux  principe.s.  j’en  domierai 
la  démonsuation  en  particulier.'  . 


■ . DES  SIMPLES  CONIQUES.  , 1,7^ 

Je  vais  commencer  jrar  appliquer  ces  principes  à des  propo- 
sitions déjà  connues;  j’eu  présenterai  ensuite  de  toutes  non-' 
velles.  Il  ne  sera  pas  question  d’ailleurs  des  propriétés  rela- 
tives à un  système  de  lignes  droites  isolé,  parce  qu'elles  ne 
sont,  pour  la  plupart,  que  des  cas  particuliers  ou  simples  co- 
rollaires de  celles  des  coijrbés  du  deuxième  degré- 
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PROPRIÉTÉS  DESCRIPTIVES,  DÉJX  CONNUES  (l8lo),  DES  CONIQUES  ' 
, ET  DES  SYSTÈMES  DE  DROITES  QUI  s’v  RAPPORTENT. 

< . . . . 

‘ /._ — Triangles  inscrits  et  circonscrits  aux  coniques. 

' Soit  une  courbe  du  second  degré,  et  un  triangle  circonscril 
à cette  courbe;  si  l’on  joint  les  trois  points  de  contact  par  des 
lignes  droites,  on  formera  un  triangle  inscrit  dans  la  cxuirbe; 
je  dis  que  les  côtés  opposés  de  ces  triangles  iront  se  couper 
respectivement  en  trois  points  qui  seront  en  ligne  droite.  ^ 

En  effet,  ABC  [Jig.  57)  étant  le  triangle  circonscrit  et  ahc  le 
triangle  inscrit,  K et_L  les  points  de  concours  des  côtés  oppo- 


sés ,\C  et  ac,  BC  et  bc,  soit  menée  par  ces  deux  points  la  droite 
KL,  D’après  le  Princ.  IV^  on  pourra  regarder  la  courbe  comme 
la  projection  d’un  cercle  et  la  droite  KL  comme  celle  d’une 
tlroitedont  tous  les  points  sont  situés  à l’inlini;  donc  le, s côtés 
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opposés  AC  etflc,  BC  cl  bc  dcviendronl  respectivement  paral- 
lèles entre  eux  dans  celte  projection;  ce  qui  donne  lieu  à la 
Jig.  58  oii  le  côté  ne  est  parallèle  à la  tangente  AC  et  le  côté  bc 
parallèle  à celle  BC. 

Puisque  ne  est  parallèle  a la  tangente  AC,  et  que  la  courbe 
est  un  cercle,  l'arc  bc  sera  égal  à nb.  Pareillement,  puisque  bc 

**  hig.  S8. 


est  parallèle  à BC,  l’arc  nb  est  égal  à cre;  donc  bc  ab  — ne, 
et  par  conséquent,  le  troisième  côté  ab  est  aussi  parallèle  à la 
tangente  opposée  AB;  dbnc,  d’après  le  Princ.  III,  la  projecliorT 
de  ces  deux  ligties  droites  et  celle  des  deux  autres  roupies 
ne,  AC,  bc,  BC  seront  telles,  que  leurs  points  de  concours  res- 
pectifs seront  situés  sur  une  même  ligne  droite. 

Ainsi,  comme  cela  a d’abord  été  énoncé,  les  trois  côtés  AB, 
AC,  BC  [fig.  57),  du  triangle  circonscrit  ABC,  et  ceux  qui  leur 
sont  respectivement  opposés  dans  le  triangle  abc,  se  rencon- 
trent en  trois  points  K,  I,  L situés  en  ligne  droite.  On  voit,  de 
plus,  que  si  l’on  joint  chaque  sommet  du  triangle  extérieur 
avec,  le  point  de  contact  qui  lui  est  opposé,  par  une  ligne 
droite,  les  trois  droites  ainsi  obtenues,  se  couperont  en  un 
même  point  O;  car  la  Jig.  58  montre  que  le  triangle  nbc  étant 
équilatéral,  la  droite  B5,  qui  a deux  de  ses  points  B et  b éga- 
lement distants  des  extrémités  n cl  c,  est  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  la  corde  ac,  et  passe  par  conséquent  j)ar  le 
centre  du  cercle  O.  Pareille  Miosc  avant  Heu  pour  les  deux 
autres  droites  An  et  Ce,  il  en  résulte  que  les  projections  de 
ces  trois  lignes  droites  [fig.  57),  passent  aussi  par  un  même 
point  qtii  est  la  projection  du  centre  O.  ' 


' Digitized  by  GoogI 


DES  SIMPLES  CONIQUES. 


iï<j 

Il  et  III.  — Quadrilatères  inscrits  et  circonscrits. 

Préliminaires.  — Soit  [Jig.  5g),  une  section  conique;  ABCD 
un  quadrilatère  quelconque  inscrit  dans  cette  coürbe;  soit  KL 


Fig.  5g. 


la  droite  qui  joint  les  intersections  des  côtés  respectivement 
.opposés,  on  pourra  regarder  (Princ.  IV)  la  courbe  comme 
la  projection  d’un  cercle,  et  la  droite  KL  comme  celle  d’une 
droite  dont  tous  les  points  sont  à l’infini,  en  sorte  que,  dans 
cette  nouvelle  projection  [Jig.  6o),  les  côtés  opposés  du  qua- 
drilatère seront  parallèles,  et  par  conséquent  ce  quadrilatère 


Fig.  6o. 


Sera  un  rectangle  abcd,  inscrit  au  cercle  de  centre  O,  et  si  l’on 
mène  au\  extrémités  d’une  même  diagonale  ac,  deux  tan- 
gentes et  ie  à ce  cercle,  elles  seront  parallèles  : il  en  est 
ainsi  encore  des  tangentes /e  et  gi,  menées*  aux  extrémités 
b et  d,  de  l’autre  diagonale  du  rectangle  inscrit  abcd. 

Ces  quatre  tangentes  se  couperont  respectivement  sur  les 
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(lianiüli’CS  fi  et  e^,  parallèles  ans  cèles  lespeclifs  ad  el  ab  du 
reclangle;  elles  passeioiii,  coiniiie  on  le  voit,  par  le  centre  O 
aussi  bien  que  les  deux  dia^'onales  ac  el  bd , el,  si  l'on  mène 
aux  points  / et  t'  où  //  renconlre  le  cercle,  deux  nouvelles 
laupentes  nim'  et  tin',  elles  seront  parallèles  entre  elles  et  aux 
côtés  ah  et  cd  du  ([uadrilatèn;  ; pareille  chose  a lieu  à l’égard 
des  tangentes  menées  aux  ))oints  d’intersection  9 et  9’,  de  la 
droite  eg  avec  le  cercle.  Si  l’on  joignait  les  sommets  opposés 
P et  h'  «lu  rcciangb'  roilné  par  les  tangentes  en  t,  t',  9 et  9', 
par  une  ligne  droite  p/i',  il  «‘si  clair  qu’elle  passerait  par  le  cen- 
tre O;  il  en  est  de  même  de  la  diagonale  p'/i.  On  voit  encore 
que  les  points  ni  et  n,  ni'  et  rencontres  des  tangentes  en  t 
et  I'  avec  les  tangentes  aux  extrémités  des  côtés  opposés  ad, 
ècdu  rectangle  inscrit,  sont  situés  sur  deux  lignes  droites  nin 
el  ni'  n parallèles  entre,  elles  el  à ces  côtés,  etc. 

Maintenant,  si  l’on  remet  la  ligure  en  |»rojeclion  sur  l’ancien 
plan  de  la  courbe  donnée,  toutes  les  droites  mit,  pli,  ad,  fi,  . 
bc,  p'  h'  élut'  n'  parallèles  entre  elles,  concourront  en  un  même 
point  ; il  en  sera  ainsi  des  parallèles  pp',  ah,  ge,  cd,  lili'.  Pa- 
reillement, les  deux  tangentes /,>•  el  ei  aux  sommets  opposés 
a,  a concourront  en  un  point,  aussi  bien  (|ue.  les  deux  tan- 
gentes fe  el  gi  aux  sommets  b,  d,  etc.,  etc.  ür  les  points 
de  concours  de  «es  différents  systèmes  de  parallèles  seront 
tous  rangés  sur  une  même  ligne  droite  (Princ.  III).  De  plus, 
si  trois  ou  plusieurs  points  se  trouvent  situés  en  ligne  droite 
dans  Vd  fig.  (io,  ils  le  seront  également  dans  la  projection,  et 
si  trois  ou  plusieurs  lignes  droites  viennent  passer  par  un 
même  point  de  cette  figure,  elles  passeront  encore  par  un 
même  point  dans  la  projection. 

De  là  résultent,  entre  autres,  les  propriétés  exprimées  par 
la  figure  ci-après,  où  l’on  suppose  (jiie  la  courbe  ahcd  repré- 
sente une.  ligne  quelconque  du  deuxième  degré. 

Conséquences, — Elles  sont  la  plupart  déjà  connues;  c’est 
pourquoi  je  n’y  insisterai  pas/  ' - 

Supposons  en  particulier  [ftg.  6i  ),  qu’on  fasse  varier  de  po- 
sition la  tangente  fecnf'e',  elle  viendra  couper  les  diagonales 
fi  et  ge  du  quadrilatère  circonscrit  fgie,  censé  fixe,  en  deux 
peints  f et  e'.  également  variables;  or  il  est  facile  de  démon- 
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Irerqufrsi,  de  ces  deux  points  considérés  sur  la  fg.  6e,  on 
menait  deux  tangentes  au  cercle  correspondant  à la  conique, 
ces  tangentes  seraient  parallèles,  quelle  que  fût  la  position 
de  la  tangeilte  variable  e'/'. 

Donc  si,  dans  Vàjig.  6i,  on  fait  varier,  en  e'f,  la  position  de  la 
tangente  ef,  et  que  des  points  f et  e'  pii  elle  coupe  les  droites 
fixés /«  et  ge,  on  mène  de  nouvelles  tangentesà  la  courbe,  , 
celles-ci  iront  se  couper  en  1'  sur  qne  autre  droite  fixe  KIL„ 

De  là  il  suit  également  que,  si  l’on  fait  varier  e'  en  la  corde. 

1 . . • Fie.  '’*• 


ac  du  quadrilatère  abcd,  autour  du  point  O de  croisenrent 
commun  des  diagonales  de  ce  quadrilatère  et  du  circonscrit 
fgie,  puis  que,  par  les  extrémités  à’  et  c'  de  cette  corde,  on 
mène  des"  droites  aux  points  fixes' K et,  L,  appartenant  aux  ' 
diagonales  fi  et  ge,  ces  droites,  en  se  coupant,  décriront  ia 
conique  abcd.  ' ^ 

En  effet,  les  cordes  de  contact  bc,  b'  c',  etc.,  correspon-  “ 
dantes  aux  points  e,  e',  etc.,  de  la  droite  cgK,  passeront  toutes 
par  un  même  point  ou  pôle  L,  d’après  une  Proposition  déjà 

. ' . 9- 
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démoiilice  ci-dessus.  Pareillement,  les  coriles  de  contact  ah, 
correspondantes  an\  points  de  la  droite  lixe//L,  passe- 
ront ])ar  l’autre  point  ou  pôle  K;  et,  puisque  les  points  mo- 
l)iles  P .sont  situés  sur  la  droite  KL,  il  est  clair  que  les- 
cordes  ac,  a'  c'  passeront  aussi  toutes  par  le  même  point  O. 

Pour  rendre  la  chose  plus  claire  encore,  nous  l’exprimons 
sur  une  figure  détachée  (lia). 

Fie  Cn. 


if 


Tant  que  la  disposition  des  côtés  du  quadrilatère  inscrit  abct/ 
restera  telle  qu’on  l’a  supposé  dans  les  figures  précédentes,  la 
droite  KL  sera  toujotirs  située  au  dehors  de  la  courbe,  et  par 
conséquent  la  projection  dont  il  a clé  question  restera,  dans 
les  niêines  cas,  possible;  mais  cela  pourraK  cesser  d’avoir 
lieu  si  l’on  changeait  la  disposition  dés  côtés  successifs  ab,  hc,' 
cd,  da.  Néanmoins  les  théorèmes  précédents  continueront  à 
exister,  d’après  les  considérations  déjà  exposées  au  n°  II 
de  ce  IIP  cjihier.  On  conçoit  en  effet,  que,  si  l’on  soumettait 
la  question  à l’analyse,  les  conséquences,  formules  ou  équa- 
tions auxquelles  on  arriverait  ne  conviendraient  pas  plus  aü 
cas  où  la  droite  KL  cesse  de  rencontrer  la  courbe  qu’à  celui  oii 
elle  la  coupe  effectivement,  puisque  les  résultats  auxquels  on 
parviendrait  seraient  algébriquement,  indépendanis  de  telles 
circonstances. 
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IV.  — Système  de  sécantes  issues  d’un  même  point. 

Soit  bb'tc'c  \Jig.  63)  une  courbe  quelconque  du  second 
degré;  supposons  ([ue,  d’un  même  point  a,  on  mène  les  sé- 
c:antes  arbitraires  abc,  ab'c',  etc.;  qu’ensuiie  on  joigne,  deux  à 
deux,  leurs  inlei-sections  avec  la  courbe,  par  de  nouvelles  lignes. 


Fi,;.  Ci3. 
rf  . ' ■ 


droites,  les  points  de  croisement  o,  o',  etc.,  i,  i',  etc.,  de  ces 
droites  respectives  seront  tous  situés  sur  une  dernière  droite 
qui  passera  par  les  points  t et  t'  où  les  tangentes  at  et  al' 
menées  du  point  a,  touchent  la  courbe  proposée. 

En  effet,  cette  courbe  peut  être  regardée  comme  la  projec- 
tion d’un  cercle  et  le  point  a comme  la  projection  d’un  point 
situé  à l’infini  (Princ.  IV),  et,  ()ar  conséquent,  toutes  les  sé- 
cantes abc,  ab'c',  etc.,  seront  devenues  des  droites  parallèles; 
ce  qui  donnera  la  figure  suivante. 

Les  sécantes  étant  ainsi  des  cordes  parallèles  bc,  b'c',  etc., 
Kuites  perpendiculaires  sur  un  même  diamètre  tt',  qui  les 


Fig.  04. 


, divise  en  deux  parties  égales , si  l’on  joint,  de  toutes  manières, 
les  extréfnités  b,  h',  c,  c'  de  deux  cordes  quelconques,  par  des 
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lignes  droites  bc'  et  cb' , bb'  et  ce',  les  deux  points  o et  i,  in- 
lerseelions  respectives  de  ces  droites,  seront  situés  sûr  le  dia- 
inèlro  tl',  et  l’on  voit,  de  plus,  que  les  deux  tangehlesaûx  ex- 
trémités t et  l'  de  ce  diamètre,  seront  en  efCèt  parallèles  aux 
sécantes  bc,  b'  c'  etc.;  donc  la  propriété  énoncée  est  vraie. 

Corollaiivs  et  cas  particuliers.  — Cette  proposition  fournit 
un  nioyeii  bien  simple  de  mener,  par  un  point  extérieur’à  une 
section  conique,  une  tangente  à cette  .courbe,  quand  on  la 
suppose  décrite.  Au  reste,  elle  pourrait  être  aussi  considérée 
<tomme  une  conséquence  immédiate  de  la  précédente,  rela- 
tive aux  quadrilatères  inscrits  et  circonscrits. 

Le  système  de  cléux  lignes  droites  pouvant,  d’autre  part, 
être  considéré  comme  un  genre  particulier  de  coniques,  il  est 
clair  encore  que  cette  même  proposition  lui  est  applicable 
directement. 

Ainsi  que;  d’iin  point  a pris  dans  le  plan  de  deux  lignes 


Fi{».  65. 

» 


droites  données  bb',  ce',  on  mène  tant  de  sécantes  «c,  «c',  etc. , 
<jue  l’on  voudra,  coupant  ces  droites  aux  jtoints  respectifs 
b et  c,  b'  etc',  b"  et  <?",  etc.,'  puis>  qu’on  joigne  ceux-ci, 
deux  à deux,  par  de  nouvelles  lignes  droites,  elles  viendront 
se  couper  en  des  points  o,  o',  o",  etc.,  tous  rangés  suf  une 
dernière  ligne  rfroite  passant  par  le  point  de  concours  I,  des 
deux  premières  bb'  et  ce'.  ' , ■ 

• Cette  propriété,  ainsi  que  les  précédentes,  a lieu  quelle 
(]uc  soit  la  jmsition  du  point  n , par  rapport  à la  conique  pro- 
posée j elle  fournit,  comme  on  voit,  un  moyen  très.-simple 
pour  résoudre  ce-problème  : 

' Il  Par  un  point  «,  donné  à volonté  sur  le  plan  de  deux  droites 
)i  bb" , ce" , mener,  .sans  sc  servir  du  compas,-  une  autre  droite 
» qui  passe  par  4e  point  de  concours  des  premières.  » 


Digitized  by  Gob^^l  J 


DES  SIMPLES  CONIQUES. 


i35 


V'  et  FI., — Hexagones  inscrits  et  circonsirils 
' aux  sections  coniques.  • ' ' 

Soit  [Jig.  66),  une  courbe  du  second  degré  et  ahcdef  un 
hexagone  quelconque  qui  lui  est  inscrit;  soient  prolongés  les 
côtés  opposés  ab  et  de,bc  et _/è  jusqu’à  leurs  rencontres  res- 
pectives en  K et  L ; soit,  de  plus,  menée  la  droite  KL;  on  pourra 


considérer  la  courbe  comme/la  projection  d'un  cercle^  et  la - 
, ■ droite  comme  celle  d’une  autre  droite  dont  tous  lés  points 
sont  à l’infini  (Princ.  IV).  Donc,  dans  cette  projcclion;les  côtés 
opposés  aô  et  Aî,  ôc  ei /e  seront  respectivement  parallèles; 
ce  qui  donnera  lieu  à la  figure  stiivante.  / . . 

Fig.  67.  . 
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à 

|iuiS(|iie  Itc  est  parallèle  ix  fe,  l’arc  ct/e  = arc  baf;  dofir 
0 rt/é  + elle  — bvd  + buf, 
ou,  ce  qui  revieril  au  iiièiue, 

nJ" “T—  je  -J-  ed  "P  dc^^  bc  —H  cd  —J—  nb  -i— 
et,  par  conséquent, 

fe  + ed  — al)  + bf  ; 

donc  aussi,  puisque  Vare  fed  est  égal  à nbc,  le  côté  a/est  iwral- 
lèle  à vd.  Donc  enlin  ces  côtés  doivent  se  couper  sur  la  droite 
KL  dans  la /ig.  6C  (Princ.  III),  et  il  en  résulte  ce  théorème 
général  : 

Si  l’on  prolonge  les  côtés  opposés  d'un  hexagone  inscrit 
dans  une  courbe  du  deuxième  degré,  leurs  points  d’intersec-^ 
tion  respectifs  seront  rangés  sur  une  même  ligne  droiie{"). 

Supposez,  ensuite,  que  Ton  mène  une  laqgonte  à la  courbe 
en  chacun  des  sommets  a,  b,  c,  d,  e,  f de  l’hexagone  inscrit, 
ces  tangentes  formeront  par  leurs  rencontres  consécutives  un 
hexagone  mnpqrs  circonscrit  à la  courbe.  Si  l’on  mène  èemhla- 
blemenl  des  tangentes  aux  différents  sommets  du’ polygone 
inscrit  dans  le  cercle  {fig-  G7),  on  formera  un  polygone  Circon- 
scrit à ce  cercle,  qui  sera  la  projection  du  prepiier.  Or,  en 
considérant  deux  cordes  opposées  ab  eied,  il  est  claif  qu’étant 
parallèles,  le  point  q d’intersection  des  deux  tangentes  qe  et 
qd,  menées  aux  extrémités  de  la  corde  ed,  et  le  point  m où  se 
coupent  les  deux  tangentes  ma  et  mb,  menées  aux  extrémités 
de  l’autre  corde  ab,  seront  situés  sur  une  ligne  droite  passant 
par  le  centre  O du  cerclé  : les  deux  sommets  r et  n sont-pareil- 


{*)  C’est  là  le  célèbre  théorème  de  Y Iwjtigrainme  mystique  attribué  à 
Pascal,  ce  que  j’ignorais  ou  avais  complètement  perdu  de  vue  en  i8(3, 
théorème  depuis  démontré  tant  de  fois  et  de  tant  de  manières  différentes  ; 
mais,  d’après  l’a\  ertissement  qu’on  trouvera  reproduit  dans  une  note  ti- 
nale  de  la  page  i43,  je  me  contenterai  de  renvoyer,  pour  tout  ce  (pii  con- 
cerne la  critique  historique  relative  aux  matières  de  cette  sect.  Il,  aux 
écrits  initiateurs  de  Brianebon  (i8o5  à 1810)  et  au  Traité  des  Propriétés 
pmjectires  des  Jigures  {xiT-i).  - 
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lemenl  situes  sur  un  même  diamètre,  ainsi  que  les  deux  som- 
mets opposés  P et  s.  Donc  enfin,  si  l'on  remet  cette  dernière 
figure  en  projectiôn  sur  le  plan  de  la  première,  il  en  résultera 
ce  nouveau  théorème  : 

Dans  tout  hexagone  circonscrit  à une  courbe  du  deuxième' 
degré,  les  trois  diagonales  joignant  les  sommets  opposés,  se 
coupent  en  un  même  point. 

C’est  le  beau  théorème  découvert  par  M.  Brianchon. 

/ -I  . 

■ : Remarque particulièré.  — Si  l’on  eut  prolongé  les- couples 
de  côtés  alternants  de  l’hexagone  inscrit  [Jig.  67)  jusqu’à  leurs 
rencontres  mutuelles,  on  eût  formé  deux  triangles  ABC,  A'B'C' 
(non-tracés),  se  recoupant  aux  sommets  de  l’hexagone  et  dont 
les  côtés  respectivement  Opposés  eussent  été  parallèles  entre 
eux.  Donc  « les  trois  droites  BB^  CC',  AA',  joignant  leurs  som- 
» mets  homologues,  se  fussent  croi.sées  en  un  même  point.  « 
Lemme  général,  Z.) 

Pareille  chose  aurait  donc  lieu  pour  la  ftg.  66,  si  l’on  y exé- 
cutait les  constructions  analogues  (*).■• 


(*)  Le  manuscrit  est  ici  accompagné  d’une  figdre  que  J’ai,  mal  à propos 
peut-être,  supprimée  à l’impression  pour  ne  pas  trop  multiplier  le  nombre 
des  planches;  et,  chose  qui  mérite  d’être  remarquée  au  point  de  vue 
philosophique  de  l’incertitude  inhérente  à l’éclosion  des  idées,  cette 
ligure  et  sa  démonstration  ont  été  indiquées  comme  douteuses.  Or,  bien 
qu’elles  concernent  des  théorèmes  au  fond  dignes  d’intérêt,  ces  théorèmes 
ne  sont  pas  même  mentionnés  dans'lo  Traité  des  Propriétés  projectives, 
ni,  si  je  ne  me  trompe,  dans  aucun  des  nombreux  ouvrages  de  géométrie 
pure  qui  se  sont  succédé  depuis  182a,  quoiqu’ils  donnent  lieu  à ce  simple 
et  élégant  énoncé  : 

a Quand  les  côtés  de  deux  triangles  quelconques  s’entrecoupent  sur  le 
'»  périmètre  d’une  conique,  les  trois  lignes  droites  qui  joignent  leurs  som- 
» mets'respectivement  opposés,  convergent  en  un  même  point.  » 

Ce  qui  conduit,  par  la  théorie  des  polaires  réciproques  (1817),  à cette  . 
proposition  inverse,  d’une  démonstration  directe  tout  aussi  facile  ; 

« Quand  deux  triangles  quelconques  sont  circonscrits  à une  conique 
» donnée,  les  points  de  concours  des  côtés  respectivement  opposés  sont 
» sur  une  môme  ligne  droite.  » 

Gomme  on  le  voit  , ces  énoncés  sont  une  pure  extension  de  théorèmes 
élémentaires  bien  connus,  et  reproduisent,  sous  une  forme  différente,  les 
admirables  Propositions  de  Pascal  cl  de  Brianchon.  , 


V ; 
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— Tracé  des  coniques  par  points,  détermination' 

■ ^ des  tangentes  en  ces  points.  ' 

Soit  ABCDEF  {Jig.  68),  un  hexagone  Inscrit  à une  courbe 
«lu  deuxième  degré;  d'après  ce  i(ui  précède,  si  l’on  prolonge 
les  côtés  opposés  jusqu’à  leurs  rencontres  respectives  en  K,  I 
et  L,  ces  trois  points  seront  en  ligne  droite.  Supposons  les 
cinq  points  E,  F,  A,  B,  C fixes,  et  le  point  D variable,  le  point 
1 sera  fixe  ainsi  que  les  deux  droites  AB  et  AF,  mais  les  points 
K et  L seront  variables,  et  la  droite  «|Ui  passera  par  deux  de  ces 
points  correspondants  à la  même  position  du'puint  D,  passera 
constamment  par  le  point  I.  Donc„sil’on  imagine  que  ce. soit 


Fip.  r.8. 


la  droite  KL  qui  varie  autour  du  point  T,  les  points  lî,  D',  etc.,' 
correspondants  aux  diverses  positions  de  cette  droite,  seront 
tous  situés  sur  la  courbe  du  deuxième  degré  qui  |>asse  par  les 
points  donnés  E,  F,  A,  B,  au  nombre  de  cinq.  •• 

Celle  propriété  offre , comme  on  le  voit,  le  moyen  de  « dé- 
'»  crire  par  points,  la  section  conique  qui  passe  par  cinq  points 
» donnés  arbitrairement  sur  un  plan.  » . ■ 

Imaginons,  de'  plus,.que'lo  point  générateiir  D,' vienne  se 
confondre  avec  le  point  E,  la. droite  DE  deviendra  tangente 
à la  epurbe  et  la  droite  DC  prendra  la  direction  CE  ; prolongeant 
CE  jusqu’à  sa  reticonire  en  L'  avec  la  droite  AF  qui  renferme 
tous  les  points  L;  joignant  le  point  L'  avec  le  point  I par 
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lu  droite  IL',  celle-ci  viendra  couper  AB  en  K',  qui  sera  le  point 
où  la  tangente  en  E,  rencontre  AB;  donc,  si  l’on  joint  ce 
point  E et  le  point  K',  on  aura  la  tangente  au  point  E. 

Getie  construction  fournil,  comme  on  le  voit  encore,  un 
moyen  très-simple  de  a mener  à une  courbe  du  deuxième  de- 
’»  grc,  une  tangente  en  un  point,  déternîiné  quand  on  en  con- 
» naît  quatre  autres  donnés  ou  choisis  à volonté  sur  son  péri- 
»■  mètre.  » 

On  remarquera  que  la  dernière  propriété  relative  au  penia-- 
gone  inscrit  ABCEF  et  à la  tangente  en  l’un  de  ses  sommets  E, 
est  une  conséquence  immédiate  de  ce  qui  a été  dit  sur  l’hexa- 
gone inscrit  aux'coniques,  et  aurait  pu  se  démontrer  direc- 
tement, de  la  même  manière.  . • ' 

V ' t 

Tracé  des  coniques  par  tangentes,  déterminatiori 
des  points 'de  contact. 


Vlll. 


Soit  maintenant  l’hexagone  circonscrit  ninpqrs  [Jig.,  66]  ; si 
l’on  imagine  que  le  sommet  p soit  placé  sur  le  périmètre  même 
de  la  courbe,  les  deux  cô.lés  pn  él  pq  confondront  on  un 
seul,  et  l’hexagone  deviendra  [Jig.  <>g),  im  pentagone  circon- 

Fig.  69. 


■ . >■ 


scrit  m'n'q'ds',  la  diagonale  sp  devenue  s'p',  passera  par  le 
sommet  s'  et  le  point  de  contact  p'  du  côté  opposé  n'q'  ; les 
deux  autres  diagonales  étant  toujours  n' li,  ni’ q'  et  ces  trois 
droites  se  coupant,  comme  dans  les  Jig,  66  et  67,  en  un  même 
point  o'.  ’ • ‘ 

Donc,  en  général,  « dans- un  pentagone  cirConsCrit  à- une 
»*courbe  du  second  de^jré,  la  droite  s' p',  qui  joint  un  sommet 
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B (|uelcoiu|iie  avec  le  point  de  contact  du  côté  opposé,  et  les 
B deux  diagonales  tn'q' , n'r'  relatives  aux  quatre  autres  som- 
B mets,  se  coupent  toutes  en  un  même  point  o'.  » 

Si  l’on  se  donnait,  à volonté,  un  pentagone,  et  qu’il  fallût 
trouver  la  courbe  du  deuxième  degré  qui  y est  inscrite,  on  dé- 
terminerait facilement  les  cinq  points  de  contact  des  côtés 
avec  la  courbe  aii  moyen  de  la  propriété  précédente;  ensuite 
ayant  cinq  points  de  la  courBe,  on  pourrait  la  décrire  pàr  points 
comme  ci-dessus;  art.  FII  (*).  • ■ 

Remarques  diverses.  — La  propriété  du  pentagone  circon- 
scrit qui  vient  d’être  déduite  de  celle  de  l’hexagone  cir- 
conscrit, aurait  pu  être  démontrée  directement  comme  cette 
dernière. 

On  pourrait  répéter  succès  mêmes  propriétés,  les  réflexions 
déjà  présentées  plusieurs  fois;  savoir,  que  la  droite  KL  peut 
être  située  au  dehors  de  la  courbe  ou  la  couper,  sans  que  ces 
propriétés  cessent  d’exister.  Ainsi,  quel  que  soit  l’ordre  des 
côtés  successifs  des  figures  précédentes,  les  propositions  dé-  - 
''montrées  ne  cessent  pas  d’avoir  lieu  géométriquement. 

IX.  — = Le  lieu  du  sommet  libre  d'un  polyf;one  plan,  dont  les 
autres  sommets  décrivent  une  conique  donnée  et  les  divers 
côtés  tournent  autour  de  pôles  ou  points  fixes,  rangés  en 
ligne  droite,  ce  lieu  est  une  autre  conique.  ' 

Soit  LARv’OQL  ’fig.  70)  une  courbe  quelconque  du  second 
degré  ; A,  B,  C, . . . divers  points  ou  pôles  fixes  rangés  en  ligne 
droite.  Supposons  (|ue,  par  l’un  de  ces  points,  A par  exemple, 
on  mène  arbitrairement  une  sécante  AL,  venant  couper  la  co-  ' 
nique  en  L et  Q;  qu’ensuile  par  l’un  de  ces  points  L,  on  mène 
la.  droite  BL  coupant  la  courbe  de  nouveau  au  point  M;  que 
l’on  joigne  pareillement  ce  point  au  pôle  suivant  C,  et  ainsi  de 
suite  jusqu’au  dernier  pôle  E,  je  suppose,  qu’il  faudra  joindre 


{*)  Le  remarquable, ot  fécond  théorème  de  Brianelion,  sur  l’hexagone 
circonscrit  aux  coniques,  donne  aussi  le  tracé  direct  do  ces  courbes  par  les 
tangentes,  dont  il  n'est  pas  fait  mention  ici^  non  plus  que  de  beaucoup 
d’autres  ronséquenres  indiquées  par  l’auteur.  ^ T 
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avec  rintersection  O,  donnée  par  la  dernièi’c  sécante  NO.  La 
ilrojte  EO  ira  couper  la  première  sécanlo  \L,  suffisaminenl 

. I 

, '■‘C-  '7o- 

■ . ' r 


prolongée,  en  un  point  P,  qui  variera  en  même  temps  que 
celte  sécante;  or  je  dis  que  la  courbe  ainsi  engendrée  sera 
aussi  du  second  degré  ou  une  conique. 

En  effet,  on  peut  regarder  la  conique  donnée  comme  la  pro. 
jection  d’un  ccrCle,  et  la  ligne  des  pôles  \l)  comme  celle  d’une 
droite  à l’infini  (Princ.  IV);  donc  les  divers  systèmes  de 
droites  qui  primitivement  concouraient  aux  pôles  respectifs 


F'i:.  7': 


de  celte  droite,  seront  autant  dè  svstèmes  de  parallèles  dans  la 
• • nouvelle  figuré.  Cela  posé,  nommons  a et  p les  coordonnées  du  . 
point  générateur  ; x'  et  /,  x"  et^t^',. . .,  les  Coordonnées  incon- 
nues des  divers  autres  sommets  du  polygone  mobile  LMNOP*- 
soiiimets  que  nous  conviendrons  de  désigner  par  les  lettres 
respectives  a:',  x" , . . . , et  qui  sont  censés  correspondre  à une 
position  particulière  du  sommet  P ou  a.  Soient,  de  plus,  a,  b,  , 
c,...,  m,  n les  tangentes  trigonométriques  des  angles  constants 
de  cha(|ue  système  de  parallèles  ou  côtés  respectifs 'du  poly- 
gone, avec  l’axe  des  .r  ; r le  rayon  du  cercle  ; l’origine  des  axes 
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étant  pla'cén  à son  ccnlreC,  on  aura  les  (‘quations  d(ï  noRdilton 

r •* 

(")  [!>)  ■ ■ _ , (‘-)  ‘ ■* 

= rt(a-x')-  ■ • . • 

, /,(_v',4-j 'j-f-x'+Vi:  O.  . . 

, ,-(^r"+r'")+a-*-f-x"’=o  ' 

.r''=+,r’'’  = ;"  y^—r"  = d(x'"-x")  ,/,'r'"4-iV")4-.r'”-t-x>"=o 

n(a  — .rl"))  • - . 

Dans  ce  tableau,  la  preniière  équation  de  la  colonne  (c),  par 
exemple,  est  obtenue  en  relranchant  l’une  de  l’autre  les  équa-' 
tions  I et  a de  la  colonne  («),  et  substituant  dans'ie  résul- 
tat la  valeur  de  y' — y"  tirée  de  l’équation  correspondante 
y — ^'=6(.r'—af")  de  la  colonne  (t),  et  ainsi  du  reste.  ..  • 

Il  faudra  éliminer  3^'  et  x"  entre  toutes  ces 

équations,  et  l’équation  en  a et  p,  ainsi  obtenue,  sera  celle  de 
la  courbe  lieu  des  sommets  a, . ' 

Le  nomljre  des  abscisses  x',  x',...  étant  n,  les  équa- 
tions [a)  seront  également  au  nombre  den,  et  celles  de  la'  Co- 
lonne {b)  au  nombre  de  n + i . Or  le  nombre  total  des  varijibles*  ' 
inconnues  étant  an-|-a,  ily  aura  une  équation  en  a et  fJ  seuls,' 
résultante  de  l’élimination.  , ‘ 

D’un  autre  côté,  les  équatiofis  (c]  étant  évidemment  au 
nombre  de  n — i seulement,  elles  pourront  remplacer  le  • 
système  des  équations  (a),  à l’exception  de  la  première  , , 

— et,  puisque  les  coefficients  do  a,  ^,x',y',x",y",... 
dans  les  équations  (/>)  et  (c)  sont  tous  constants,  il  est  clair 
qu’on  en  pourra  tirer  |es  valeurs  de  x'  et  y du  premier  degré 
en  « et  p.  Donc  si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  l’équation  {i), 
on  obtiendra  pour  résultat  final,  une  équation  en  « et  p du 
deuxième  degré  qui  sera  celle  du  lieu  cherché, 

Observaliom.  finales. 

Par  la  suite,  nous  aurons  à revenir  sur  quélques-unes  de  ces  * 
ipiesiions,  et  en  particulier,  pour  la  dernière,  nous  ferons  ' 
connaître  les  positions  relalivés  du  cercle  et  de  la  conique. 
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■ Toufes  les  propositions  précédentes,  d'ailleurs,  soûl  con- 
nues, et  .tpparlieiment  en  grande  partie  à M.  Krianrhon,  aii- 
,clen  élève  de  l'École  Polytechnique  (*); 


111. 


SIR  tB  l.rlîl'  DÛ  SOMMET  LIBRE  d'IN  TRIASGLE  CIRCONSCRIT  A INE 
CONIQUE  DONT  LES  AUTRES  SOMMETS  GLISSENT  SUR  DES  DROITES  . 
DONNÉES  DA^S  SON  PLAN.  ' ' 

- N ■ ■ 

' Solution  purement  géométrique. 

y ■ * t*  " 

• ^oil  ^L]  une  courbe  quelconque  du  second  degré_^(y/gt  72)  , 
AM  et  AN  deux  drôile.s  prises  pour  directrices  dans  son  plan,- 

■ . ' ' ' ..  f‘‘c-  7i-  • . • 


• ; ' r/  ’ 


soit  menée  uné  langeTite -arbitraire  X'X"  à cette  courbe;  par 
les  points' X'  et  X",  où  elle  rencontre' AM  et  AN,  soient,  de 
plus,  menées  les  deux  autres  tangentes  X'a,  X"a,  qui  viennent 
se  couper  en  un  point  quelconque  a,  troisième  sommet  du 
triangle  variable  aX'X";  quelle  sera  la  courbe  engendrée  par 
ce  sommet,  en  supposant  que  l'on  fasse  varier  la  tangente  X'X" 
. de  toutes  les  manières  possibles?, i ' . • 


(*)  f'fy-.  les  premiers  volumes  (i8o5  à i8io)de  la  Corrr.i/mmt/ince  el 
du  Journal  de  V Ecole  Polytechnique.  Écrivant  pour  moi-méme  en  18 1 3. 
loin  de  mon  pays  ot  d'après  de  vagues  souvenirs,  je  no  pouvais  faire  la 
part  exacte  de  cliaqAio  inventeur;  mais  je  m'en  suis,  je  pense,  suflisammenf  ' 
etconsciencicusement  dédommagé  en  1822,  parla  publicationdu  Traité  des 
Propriétés  projccth'ey  des  figures.  C'est  pourquoi,  je  le  ré^iètc,  je  me- 
.dispense  ici  d'entrer  dans  aucun  détail  de  critique  historique,  afin  de 
ne  pas  inutilemont  nuiiti'plier  les  notes  de  ce  livre.  ■ ‘ 
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Puisque  le  point  X'  est  assujetti  à parrourlr  la  droite  X.M,  la* 
corde  de  contact  xx'  des  tangentes  qui  lui  correspondent  sur 
la  courlie,  juissera  dans  toutes  ses  positions  par  un  nn''‘me  point 
ou  pôle  fixe  ni.  Pan;illeinent,  la  c(»rde  Ær.r,  relative  à X"  pas- 
sera toujours  liai-  un  pôle  fixe  n,  conjugué  à AN.  Cela  p«»sé, 
d’ajtrès  le  l’rinc.  IV,  on  peut  regarder  la  courbe  (C)  comme  la 
l»rojection  d’un  cercle  et  les  points/;?,  /?  comme  celles  de  deux 
points  situés  à l'inrini;  donc,  dans  celte  projection,  toutes  les 
. . cordes  .rx'  seront  parallèles  entre  elles,  ainsi  que  les  cordes 
XX,,  et  la  (piestion  se  trouvera  ramenée  à celle-ci  : 

Soit  [Jig-Yi]  un  cercle  donné  (C);  par  un  point  (|uelconque 
' de  ce  cercle  soient  menées  deux  cordes  xx'  et  xx,,  la  pre-. 
inière  parallèlement  à une  droite  donnée,  et  la  seconde  paral- 
lèlement à une  autre  droite  également  donnée;  par  les  extré- 
mités x'  et  jr,  soient  menées  deux'  tangêntes  au  cercle,  qui 
viendront  se  couper  en  un  point  a;  <)uelle  sera  la  courbe 
engendrée  par  ce  point,  tu  supposant  (|u’on  fosse  varier  le 
sommet  x de  l’angle  .v'  x x,,  en  lui  faisant  parcourir  la  circoii- 
fi'-rence  dc'(C)? 

Puisque  les  deux  cordes  .xx'  et  xx,  restent  constamment  pa- 
rallèles aux  droites  données,  il  «tst  clair  que  l’angle  en  x,  sera 
> constant;  donc  la  corde  x'x,  sera  aussi  constante  pour  toutes 

i''6-  7-j-  . , _ 


.T' 


les  positions  du  point  a,  et  par  conséquent  ce  point,  se  trou- 
vant toujours  à une  mème  dislance  du  centre  C,  {»arcourra  une 
circonférence  de  cercle  concentrique  à la  première. 

On  conclut  de  là  que  la  courte  engendrée  par  le  point  a 
dans  la  Jig,  72,  est  généralement  une  conique,  quelle  que  soit 
la  position  des  pôles  //?.,  n et  des  directrices  AM  et  AN  ; celte 
cQürjje  ji’.élanl  ni  concentrique  ni  semblable  à la  proposée  (C), 
puisque  la  projection  se  fait  par  des  cônes  obliques.'  ^ . 

' 'C.  ' ' • ~ ' 

• Rerikirques.  — On  voit  combien  cette  (lueslion  a été  résolue 
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facilement  au  moyen  des  considérations  géométriques  précé- 
dentes, qui  apprennent,  de  plus,  que  la  corde  x'  Xx,  troisiènn' 
côté  du  triangle  inscrit  xx'  x,  et  conjuguée  au  sommet  a,  roule 
en  enveloppant  une  troisième  section  conique. 

Si  l’on  voulait  traiter  la  même  (juestion  dans  toute  sa  g('îné- 
ralité  par  l'analyse  des  coordonnées,  on  serait  jeté  dans  des 
calculs  ou  éliminations  d’une  longueur  rebutante.  Je  vais  ce-  - 
pendant  le  faire,  non  pour  donner  à la  première  démonstra- 
tion une  plus  grande  certitude,  dont  elle  n’a  pas  besoin  d’après 
ce  qui  a été  établi  au  commencement  de  ce  111°  Cahier,  mais 
bien  pour  mettre  en  mesure  de  préciser  exactement  la  forme 
et  la  position  du  lieu  cherché.  J’en  donnerai  même  plus 
d’une  solution,  pour  montrer  comment  les  moyens  souvent 
employés  pour  résoudre  analytiquement  les  problèmes  de 
cette  espèce  peuvent  introduire  des  solutions  étrangères  à la 
question;  ce  qui  nous  servira  par  la  suite. 

Première  solution  analytique. 

Rien  n’empêche  de  supposer,  pour  la  simplification  des'  for- 
mules, que  la  courbe  donnée  (C)  soit  un  cercle  ; car  il  y a une 
infinité  de  manières  de  déterminer  un  point  projecteur  et  un 
plan  de  projection,  tels  que  cette  condition  ait  lieu  (l’rinc.  I). 

Soient  [Jig.  74)  AM,  AN  et  (C)  les  deux  droites  données 
ainsi  que  le  cercle,  la  question  revient  évidemment  à celle-ci  : 


Fig-  7l- 


Quelle  est  la  courbe  telle  que,  si  d’un  point  quelconque  a, 
de  cette  courbe,  on  mène  au  cercle  (C)  deux  tangentes  aX' 

I.  . 10 
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el  aX",  (loin  l’une  vient  couper  la  directrice  AM  au  point 
X',  et  l’autre  la  directrice  AN  au  point  X",  la  droite  X' X" 
soit  constamment  tangente  à ce  cercle? 

Je  place  l’origine  des  coordonnées  x et  >•,  a et  p en  C,  et  je 
donne  à l’axe  des  x la  direction  AC.  Cela  posé,  soit  r le  rayon 
du  cercle  et  a la  distance  AC;  supposons,  de  plus,  que  les 
abscisses  de  chaque  point  soient  représentées  par  les  lettres 
de  la  figure,  on  aura  pour  les  équations  du  cercle, 

= r^,  .r’ -f- >•*  = r’,  x] r]  = r\ 

celle  de  la  directrice  AM  sera  représentée  par 

(1)  y=\x  — Au, 
et  celle  de  la  seconde  directrice  AN  par 

(2)  y=Bx — Bfl. 

L'équation  d’une  tangente  menée  par  le  point  x',  sera,  d’autre 
part, 

yy-+-xx'=:r’; 

cette  tangente  passant  par  le  point  a,  on  a également 

-y  ax' =r^ . ‘ . 

Pour  obtenir  les  valeurs  de  x'  et  de  y correspondantes  au 
point  a,  il  faudra  combiner  cette  dernière  équation  avec  celle 
du  cercle  ou  4- d’où  l’on  tirera  les  doubles  va- 
leurs 

— r*  H p rp  a r y a’ -t- p’ — 1^ 

Prenant  les  signes  supérieurs  pour  x'  al  y et  les  signes  in- 
férieurs pour  X,  et  ji  ; observant  que  l’équation  d’une  tangente 
au  cercle  en  x',  menée  par  o,  est,  en  général, 

X ^ — P):  • 
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substituant  les  valeurs  de  x'  et  r'  trouvées,  on  obtient,  pour 
l’équation  de  la  tangente  aX', 


r jî  — a \/a’  -t-  P’  — r 
ra  -f-  P \/ a’  -1-  P’  — 


et,  pour  celle  de  aX", 

- /'P -h  aya’-l-p'  — /■=  ,..  ,,, 

Æ-  — a = (V—  P . 

ca  - P v/a>  -t-  P’  — . 

Faisant,  en  vue  d’abréger, 

rp  — a v^a’  + P’  — r' rp  -I-  a \/a’+  p’  — r’ j 

ra -H  P ^a’-l-p’ — r‘  ra  — p y^a’  + P’ — r* 

les  équations  des  tangentes  aX'  et  aX"  deviendront 

a:  — a = — K(j— P),  ar  — a = — L(_^-  — P), 

qu’il  faudra  combiner  respectivement  avec  les  équations  (i) 
et  (2)  afin  d’obtonir  les  coordonnées  X',  Y'  et  X",  Y"  des 
points  d’intersection  X',  X";  ce  qui  donnera 


a -f-  A ef  K — l—  P X V « ^ 

T+^riv  ’ 1-1- BL  ’’ 

les  valeurs  de  Y'  et  Y"  ne  sont  pas  nécessaires,  comme  on  va 
le  voir,  pour  les  résultats  du  calcul. 

Pour  que  X'  X"  soit  tangent  au  cercle  (C),  il  faut  satisfaire  à 
l’équation  de  condition 

(X' Y"  — Y'X")=  ==  r’ [(X' — X"}= +,  (Y' — Y")’]. 

Or  on  a,  d’après  les  conventions  et  notations  ci-dessus, 

Y'  = AX'  — Atf,  Y"  = BX"-A«; 

donc  l’équation  de  condition  devient 

j [(B-A)X'X"-a{BX'-AX")p 
^ ' I =>-^{(X'- X")=  + [AX'- BX"  — rt(A-B)]’}. 

[Voyez  la  suite  nu  tableau  ci-après.) 

10. 
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I-a  seconde  de  ees  éf|ualions  peut,  à son  tour,  être  décom- 
posée en  deux  facteurs  ^ — Aa  — Art  et  P — Bot  — Brt,  qui, 
égalés  séparément  à zéro,  donneront  à sa  place,  les  deux 
équations  suivantes  : 

P — Aot — Art=o,  P — B a — Brt  = o. 

On  reconnaît  d’abord,  (pie  ces  dernières  équations  sont  celles 
des  deux  droites  ou  directrices  AM  et  AN.  Quant  à l’équatioii 
a’  -h  P’  — r’  = O,  elle  est  celle  du  cercle  ( 0 ),  lui-nièine  ; or  ces 
trois  équations  ne  sauraient  être  que  des  solutions  particu- 
lières de  la  question  proposée;  l’équation 

/•(A  — B )(rta  — /■')-!-( ABrt’  — AB/’  — r*)  p’ — /■’  = o 

est  donc  la  seule  qui  convienne  à cette  question,  du  moins  telle 
qu’on  se  l’est  primitivement  proposée  , et,  comme  on  le  voit, 
elle  représente  une  courbe  du  second  degré  en  a et  p;  car,  en 
y faisant  disparaître  le  radical,  elle  devient  simplement 

( A B a’  — A B /■’  — /:’  )’  ( a’  -I-  P ’ — /■’  ) — r’  ( A — B )’  ( rt  * — r’  )’ = O . 

Cette  équation  ne  renfermant  pas  de  terme  en  p,  il  est  clair 
que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à l’axe  AC  des  x ou  a, 
et  par  conséquent,  son  centre  est  situé  sur  cet  axe. 

De  plus,  si  l’on  y fait  aa  — r’=  o,  l’ordonnée  p devra  satisfaire 
à l’équation  a’-(-p’ — /-’=o,  qui  est  celle  du  cercle  (C)  lui- 
méinc  ; la  courbe  aura  donc  deux  points  en  commun  avec  ce 
cercle,  situés  symétriquement  au-dessus  et  au-dessous  de 
l’axe  des  x : l’équation  «a  — 7^  = 0 Ciit  voir  d’ailleurs  que 
ces  points  s’obtiendront  en  menant,  du  point  A,  deux  tangentes 
à ce  même  cercle.  Ainsi,  quand  le  point  A est  au  dedans  de  (C), 
la  courbe  ne  le  rencontre  nulle  part.  Dans  tous  les  cas,  le 
point  a étant  toujours  au  dehorsjlu  cercle,  la  courbe  ne  sau- 
rait entrer  dans  son  intérieur,  et  partant,  lorsqu’elle  a deux 
points  en  commun  avec  lui,  elle  le  touche  forcément 'en  ces 
points:  ce  qui  est  évident  à l’inspection  môme  de  la Jig.  75,  et 
ensuivant  attentivement  la  construction,  le  mode  de  généra- 
tion de  cette  courbe.  ■ • 


-+ B ) v/«  + (A  — B)g|^4-r(A+B)y^a*+g^— 

~P  ■ . . /’-(5’ 


5’  ) + [ 2 AB  r a — r ( A + B ) 3 — 2 AB  «aI  t/a'4--s»  — >= 

^ • 


-.2[n(A-B)ap-H(A-B)P][r(A  + B)a-2/-p-n>(A  + B)]-' 
’=(*’+?’-'^)(A-B)'[2flr^a-/-(a=  + (3^j'4-«’^-flV].  . - 


4-4A’B’a*—  4«'^Afi  — 4<»”^A^B’ jv/a’  + (i>’  — r' 
r»/-UB]  = o;.  , .-  . 


«ition  deviendra 

• f 


— ( A + B)a(3  4-  fl(A-|-  B)^  - 2n  AB«  -h  AB«“]  j = ô. 
lécoroposée  ainsi  qu’il  suit  : , " . 


DES  SIMPLES  CONIQUES. 

Remarques  relatives  aux  solutions  étrangères. 

Il  nous  reste  à expliquer  pourquoi  les  équations  du  cercle  (G) 
et  (les  deux  directrices  .\M  et  AN,  se  sont  introduites  dans 
l’équation  qui  fournit  la  solution  analytiijue  du  problème. 

Or,  si  r<)ii  se  reporte  à l’énoncé  ; « trouver  le  lieu  d’un 
» point  a,  tel  que  les  tangentes  menées  de  ce  point  au  cer* 

• , Fit:  75^ 

M, 


\ . 


N' 


, » de  (Cl,  rencontrent  respectivement  \M  et  VN  en  des  points 
» situés  sur  une  tangente  à ce  cercle,  » on  verra  facilement  que 
les  points  du  cercle  et  des  droites  remplissent  parfaitement  les 
conditions  imposées  aux  points  a.  Considérant , par  exemple , 
la  droite  AM,  il  est  clair  que  si  d’un  point  X'  de  cette  droite, 
on  mène  les  deux  tangentes  x',  et  X'.r,  la  première  ren- 
contrant VM  au  j)oint  X'  lui-même,  et  la  seconde  AN  en  X", 
les  deux  points  X'  et  X"  sont  bien  situés  sur  une'  même  tan- 
gente au  cercle.  De  même,  si  d’un  point  quelconque  x de  la 
circonférence  du  cercle,  on  essaye  de  lui  mener  deux  tan- 
gentes, il  est  évident  que  celles-ci  se  superposant,  le  triangle 
générateur  aX'X"  se  réduit  à la  tangente  unique  X'X"  et 
le  point  a vient  en  ar.. 

Il  n’est  plus  étonnant,  d’après  cela,  que  les  équations  du 
cercle  et  des  droites  AM  et  .VN  se  soient  trouvées  combinées 
avec  l’équation  même  de  la  courbe  cherchée;  c’est  une  suite 
nécessaire  de  la  généralité  de  l’analyse  algébrique. 

Nous  pouvons  conclure  de  là,  que,  avant  de  mettre  un  pro- 
blème en  (‘quation,  il  faut  examiner  avec  soin  si  la  méthode 
employée  n introduira  pas  quehjue  solution  étrangère  à l’objet 
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qu’on  se  propose;  on  saura  ainsi,  à l’avance,  si  l’équalion  finale 
à laquelle  on  veut  parvenir,  doit  renfermer  un  ou  plusieurs 
fadeurs  inutiles,  et,  souvent  même,  on  pourra  reconnaître  la 
nature  de  ces  facteurs.  Cet  examen  permettra  fréquemment,  de 
choisir  une  marche  qui  ne  donne  pour  équation  finale  que 
l’équation  même  delà  courbe  cherchée;  mais  il  n’èn  est  pas 
toujours  ainsi  ; car  certains  problèmes  comportent,  de  leur  na- 
ture, plusieurs  solutions  liées  les  unes  aux  autres  d’une  ma- 
nière inséparable. 

La  méthode  qui  fournirait  la  solution  exemple  de  toute  so- 
lution particulière,  ne  sera  d’ailleurs  pas  toujours  1a  plus 
commode  ni  la  plus  rapide.  Si  l'on  se  proposait,  par  exemple, 
de  rechercher  uniquement  le  dem’é  de  la  courbe  satisfaisant  à 
certaines  conditions  données,  cl  (|u’on  eût  reconnu  que  la 
question,  présentée  d’une  certaine  manière,  dût  introduire  un 
ou  plusieurs  facteurs  d’un  degré  connu,  il  suflirait  de  déter- 
miner le  degré  de  l’équation  finale,  ce  qui  est  toujours  pos- 
sible et  souvent  très-facile,  et  l’on  en  conclurait,  par  soustrac- 
tion, le  degré  propre  de  la  courbe  cherchée.  11  faut  avoir 
soin  néanmoins,  d’éviter  l’introduction  de  ces  facteurs  auxi- 
liaires, vraiment  étrangers,  adoptés  parfois  en  vue  de  faciliter 
les  opérations,  et  qui  sont,  en  certains  cas,  d’autant  plus  fâ- 
cheux qu’ils  peuvent  faire  disparaître  de  véritables  solutions. 

a 

- l 

Conslruclion  géométrique  et  discussion  des  éléments 
de  la  conique  lieu  du  sommet  libre,  etc.  (*)» 

1"  Cas.  — On  peut  déterminer  par  mie  construction  géomé- 
trique simple  les  sommets  situés  sur  l’ax’e  de  symétrie  AC,  de 


(*)  Les  constructions  ci-après  ont  pour  but  évident  une  première  ten- 
tative de  solution  directe  et  purement  géométrique,  des  problèmes  énon- 
cés plus  loin  et  dont  le  cas  tout  à fait  élémentaire  relatif  à » l'inscripUon 
» au  cercle  d’un  triangle  dont  les  côtés  passent  par  des  , points  donnés  eu 
» ligne  droite,  » avait  déjà  occupé  les  géomètres’de  l’École  d’.Alexandrio 
et  ceux  du  siècle  dernier. 

A ce  sujet,  on  se  rappellera  que  les  méthodes  de  résolution  des  pro- 
blèmes de  géométrie  se  réduisent  aux  snivanis  : i°  la  résolntion  algébrique 
et  arithmétique  des  équations  par  un  calcul  direct  ou  de  tâtonnement; 
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la  courbe  lieu  des  points  a.  Concevons,  en  effet  {Jïg.  76)^  que 
l’on  trace  le  triangle  x,x'x,  qui  a pour  sommets  les  points 
de  contact  des  côtés  du  triangle  circonscrit  au  cercle  (C)  ; on  a 


Fig.  76. 


fait  remarquer,  à^l'occasion  de  la  solution  géométrique,  (pie 
les  cordes  xx',  xx,  passent  dans  toutes  leurs  positions,  par 
deux  pôles  fixes  nt  et  n,  toujours  faciles  à construire.  D’autre 
part,  lorsque  le  point  a est  situé  sur  AC,  il  est  visible  que  la 


■/’  le  tracé  graphique  par  points  ou  d’un  mouvement  continu,  à l’aidh 
d’instruments  de  précision,  tels  que  règles,  compas,  etc.  La  résolution 
au- moyen  de  calculs  arithmétiques  et  de  tracés  géométriques,  répétés  ou 
par  points,  est  généralement  longue  et  pénible;  on  l’abrège,  il  est  vrai, 
par  les  tables  logarithmiques,  les  instruments  à calcul,  la  règle  do  fausse 
position  ou  le  tracé  graphique  des  courbes  d’erreurs.  Mais  ces  méthodes 
ne  sont  pas  considérées  comme  bien  satisfaisantes  : il  en  est  tout  autre- 
ment des  solutions  direcles,  rapides  ou  réduites  au  plus  petit  nombre 
possible  d’éléments,  par  une  combinaison  simple,  en  cela  même  savante, 
des  données  et  des  inconnues,  soit  qu’on  y emploie  principalement  les 
ressources  de  l'analyse  algébrique,  soit  que,  faisant  un  usage  en  quelque 
sorte  exclusif  du  raisonnement  géométrique,  on  se  livre  à la  contemplation 
intime,  intuitive  pour  ainsi  dire,’des  conditions  et  des  données  de  chaque 
problème;  ce  genre  de  solutions,  dont  les  écrits  mathématiques  ont,  de- 
puis une  certaine  époque,  offert  de  si  remarquables  exemples,  mérite 
seul,  en  effet,  les  épithètes  d'éiégant,  rapide,  ingénieux. 

Quant  aux  méthodes  d’invention  et  de  démonstration,  c'est  autre  chose 
encore,  et  l’on  ne  doit  pas  oublier  que  démontrer  à poslériori,  ce  n'est 
pas  réellement  ilécouvrir,  à moins  que  le  mode  même  de  démonstration, 
doué  ou  non  des  qualités  précédentes,  ne  constitue  en  soi  une  innovation, 
et  un  piincipe  fécond  de  découvertes. 
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corde  de  contact  correspondante  x'x,  est  perpendiculaire 

à AC. 

La  ipicstion  rev  ient  donc  à celle-ci  : « Par  deux  points  don-' 
» nés  m et  n pris  dans  le  plan  d’un  cercle,  mener  deux  cordes 
» nix,  nx  qui  se  coupent  en  un  point  x de  sa  circonférence, 

» de  telle  manière  que  la  droite  qui  joint  leurs  deux  autres 
» extrémités  x',  x,  soit  parallèle  à mn.  » Or  il  est  facile  de  voir 
que  le  point  inconnu  x,  s’obtiendra  en  menant,  par  met  n,  un 
cercle  tangent  au  cercle  donné  (C)  ; problème  traité  dans  le 
1"^  Cahier,  et  susceptible  de  deux  solutions.  Les  deux  points  ar 
une  fois  construits,  on  en  déduit  simplement,  comme  l’indique 
la  figure  pour  l’un  d’eux,  les  sommets  o-et  a', 

La  construction  ci-dessus  peut  s’exécuter  toutes  les  fois  que 
les  points  m et  n sont  tous  deux  intérieurs  ou  tous  deux  extér 
rieurs  au  cercle.  Lorsiju’il  en  est  ainsi,  on  peut  donc  déiermi-'^ 
lier  directement  le  centre  et  l’un  des  axes  principaux  de  la 
courbe  ; la  position  des  points  a et  x'  par  rapport  au  cercle  en 
fera  d’ailleurs  connaître  l’espèce.  Sr  l’un  de  ces  points  est  à 
l’infini,  le  lieu  est  une  parabole;  c’est  une  ellipse  lorsque  les 
deux  points  sont  situés  de  part  et  d’autre  du  cercle,  et  une 
hyperbole  lorsfpi’ils  sont  situés  du  même  côté.  Dans  tous  les 
cas,  011  achèvera  facilement  de  déterminer  la  position  et  la 
graiideiTi'  de  la  courbe.  ^ .. 

Si  c’est  une  hjperbole,  on  ou  cDiisli  uira  les  asymptotes  par 
la  méthode  indiquée  plus  bas,  et  de  là  on  déduira  la  grandeur 
de  l’axe  îmaginaire.  Lorsque  c’est  une  ellipse,  on  en  déter- 
mine un- point  qiielcoiniue  par  la  construction  générale,  et 
^ > l’on  obtient  onsliite  l’axe  inéoniiu,  en  reiriuniuant  que  le  rap- 
port de  cet  axe  à ax',  est  égal  ail  rapport  de  l’ordonnée  du  point 
construit,  à l’ordonnée  corrcspondanle  du  cercle  [décrit  surax' 
comme  diamètre. 

Enfin,  lorsque  la  courbe  est  uné  parabole,  on  en  détermine 
encore  un  point  qiieleonque,  et  l’on  déduit  le  paramètre  de  la 
relation  connue  y'=iipx.  On  pourrait  aussi  construire  la 
tangente  en  ce  point,  en  s’’appuyanl  sur  ce  que,  dans  cette 
çpurbe,  ,1a  soiis-langenle  c>-;i  double  de  l’abscisse,  et  déduire 
%.  ensu»tô*de  là  le  foyer. 

Les,  constructions  relatives  a l'ellipse  et  à la  jiayabolé,  se 
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connaîl  immédialemeiU  au  moins  un  point  de  la  courbe;  à 
savoir  le  point  de  contact  t ou  de  l’une  quelconque  des  tan- 
gentes menées  de  ce  point  au  cercle  (C). 

IP  Cas,  oà  Viin  des  pôles  est  au  dedans  et  l'autre  au  dehors 
du  cercle  directeur.  — Lorsque  le  point  n [fig-  77)  étant  exté- 
rieur au  cerclé  (C)  et  le  point  m intérieur,  c’cstjà-dire  quand 
la  directrice  AN,  conjuguée  9 n,  rencontre  ce  cercle,  et  que 
Celle  AM,  qui  a ni  pour  pôle,  lui  re.ste  extérieure,  la  construc- 
tion relative  aux  points  a et  «'  devient  illusoire,:  l’axe  prin- 

• ■ ■ . - •''P-  /'■  ■ • • 


/M 


't  - / ■ a- 

cipal  de  la  courbe  dirigé  suivant  AC,  sera  donc  imaginaire,  et 
par  conséquent  cette  courbe  sera  une  hyperbole.  Dans  le 
même  cas,  le  point  A étant  extérieur  au  cercle  (C),  par  by- 
potlièsc,  le  lieu,  du  deuxième  degré,  a- nécessairement  la  ^ , 
position  indiquée  dans  la  fig.  77  ci-dessiis,  et  il  s’agit  d’en 
trouver  le  centre  et  les  asymptotes. 

Rappelons-nous  pour  cela  que  l’asymptote’  étant  une  tan- 
’gcnte  à l’un  des  points  situés  à l’infini,  il  devient'nécessaire 
de  rechercher,  au  préalable f la  position  occupée  par  de  tels 
points  sur  les  branches  illimitées  de  la  courbe.  Or,  pour  ob- 
tenir un  point  quelconque  a de  cette  courbe,  il  faut  d’un 
point  arbitraire  x,  du  cercle  (C),  mener  aux  points  m et  n, 
les  droites  mx  et  nx  qui  coupent  de  nouveau  ce  cercle  en 
x‘  et  en  x,  ; tracer  ensuite  en  ces  points  respectifs  les  tangentes 
qui  iront  se  couper  au  point  ademandé.  Si  donc  ce  dernier  point 
doit  être  situé  à l’infini,  il  faudra  (jue  les  tangentes  x'a.,Xto., 
en  x'  et  X,  soient  parallèles  l’une  à l’atilre,  et  par  conséquent 
(|ue  la  droite  x'  x,  soit  un  diamètre  du  cercle,  d’où  il  suit  (pie 
J ungle  Æ'oravdoit  être  droit.  ' 
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Donc  si,  sur  la  distance  mn  comme  diamètre,  on  décrit  une 
nouvelle  circonférence  de  cercle,  les  points  ar  et  X où  elle 
coupe  la  première  , seront  tels  que  les  « qui  leur  correspon- 
dent seront  situés  à l'infini  ; donc  les  asymptotes  de  la  courbe 
seront  respectivement  parallèles  aux  tangentes  obtenues  de  la 
manière  indi(|uée  en  particulier  pour  le  point  æ-. 

La  direction  des  asymptotes  étant  ainsi  trouvée,  il  ne  s’agira 
jilus  que  d’en  fixer  la  position  r jiour  cela,  on  regardera  les 
points  situés  à rinfini  comme  deux  points  distincts,  à clmcun 
desquels  il  faudra  mener  une  tangente  à la  courbe  ; on  choisira 
à cet  effet,  trois  autres  points  quelcou(|ues  de  cette  courbe,  ei 
on  exécutera  la  construction  indiquée  {Jig.  bS).  Or,  les  points 
/ et  t'  étant  ici  connus  à priori,  il  suffira  d’en  déteianiner  un 
troisième  a,  par  la  construction  ordinaire. 

Les  points  de  contact  l’,  l étant  ici  encore  réels,  et  représen- 
tés {/ig.  78)  par/»,/ respectivement,  soitn  un  troisième  point 
déterminé,  comme  on  vient  de  le  dire;  on  mènera' par  b'ei  f 
des  parallèles  hc,/e  au\  asymptotes,  elles  viendront  se  couper 
évidemment  en  un  point  i de  l'axe  de  symétrie  AC.  de  la 
courbe;  on  tracera  af  et  ab;  par  le  point  i on  mènera  /A'  paral- 


l'iC-  7^- 


lèle  à «/  qui  coupera  (?6  prolongé  en  A';  ce- sera  un  point  de 
l’une  oe,  des  asymptotes  cherchées,  et  le  point  o où  elle  cou- 
pera l’axe  AÇ  sera  le  centre  de  la  courbe.  On  obtiendrait  l’autre 
asymptote  en  menant  par  le  même  point  i une  parallèle  /A"  à 
»b,  qui  couperait  af  au  point  A"  appartenant  à la  deuxième 
oc  des  asymptotes. 

^ Cçite  consiriiclirtn  sc  déduit  de  celle  de  la/’gf.  68,  art. 
en  supposant  dans  cette  figure  que  C et  E sont  les  points  à l’in- 
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fini,  desquels  il  faille  mener  des  tangentes  à la  courbe.  Toute 
droite  qui  passe  par  l’un  de  ces  points,  a,  en  effet,  une  direc- 
tion parallèle  à celle  de  l’asymptote;  par  conséquent  la  droite 
FE  devient  ici  une  droite  menée,  par/,  parallèlement  à cette 
asymptote.  Il  en  est  de  même  de  la  droite  BC,  qui  devient  ici 
tbc;  la  droite  EC  étant  tout  entière  à l’infini,  son  intersection 
L'  avec  AF,  est  par  là  même,  située  à l’infini  sur  cette  droite; 
donc  L'I  est  représentée,  dans  la  nouvelle  figure,  par  la  droite 
ih"  menée  de  / parallèlement  à ah , laquelle  par  conséquent 
donne  avec  qb,  représentant  ici  AB,  le  point  //  représen- 
tant l’inlerseciion  K'  de  la  tangente  en  E,  devenue  l’asymp- 
tote oh'  e. 

Ayant  obtenu  airisi  les  asymptotes  de  la  courbe,  on  détermi- 
nera facilement  son  grand  axe  réel , en  se  rappelant  que  si, 
d’un  point  quelconque  f de  cette  courbe,  on  mène  deux  or- 
données fl  et  fl'  parallèles  à ces  asymptotes,  leur  produit  ou 
rcclang\e  fl  .fl' = ol . ol'  est  constant.  Quand  le  point/est  pré- 
cisément le  sommet  de  la  courbe,  ol=ol';  par  conséquent, 
si  l’on  cherclie  une  moyenne  proportionnelle  entre  ol  et  ol', 
et  qu’on  la  porte,  à partir  du  centre  o,  sur  l’une  et  l’autre 
asymptotes;  qu’ensuile,  des  points  obtenus,  on  mène  des  pa- 
rallèles à ces  asymptotes,  le  point  où  elles  se  rencontreront 
sera  le  sommet  même  de  l’hyperbole,  etc. 

Recherche  des  intersections  de  lu  conique  avec  les  direc- 
trices. — Il  est  des  cas  où  la  courbe  rencontre  les  directrices 
du  triangle  mobile  ou  générateur;  on  peut  se  demander  alors 
de  construire  les  intersections  correspondantes.  Supposons 
que  la  position  de  AM  et  AN  soit  telle  que  l’indique  la  fig.  79, 
ci-après,  et  qu’il  s’agisse  de  trouver  les  points  où  AM  ren- 
contre la  courbe  cherchée.  On  déterminera  le  point,  toujours 
réel,  ou  pôle  m conjugué  à la  droite  AN;  par  les  points  p ci  q 
où  AN  rencontre  le  cercle  directeur  (C),  on  mènera  les  tan- 
gentes />X  et  q\,  qui  donneront  par  leurs  intersections  avec 
AM,  les  points  X et  Y demandés. 

En  effet,  on  peut  considérer  le  point  p comme  étant  donné 
arbitrairement  sur  le  cercle  (Ç).  Pour  trouver  le  point  descrip- 
teur correspondant  a,  il  faudrait  joindre  ce  point  p ave^-  le 
pôle  m par  la  droite  pm,  qui  couperait  le  cercle  en  un  deirxième 
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I)yint  //;  le  joindre  pareillement  an  pôle  n de  .\N,  par  une 

droite  np  coupant  le  cercle  (C)  une  deuxième  fois  en  p;  par 

79' 


\ 
y 

Y 

les  points  p et  //,  enlin,  mener  deux  langentes  à ce  cercle, 
(|ui  se  couperaient  au  point  a demandé.  Or  il  est  évident  que 
la  corde  pp'  passant  par  le  pôle  ni,  le  point  descripteur  ou  a 
est  sur  la  directrice  AM. 

On  peut  tirer  de  là  comme  conséquence,  que,  si  les  direc- 
trices AM  et  .\N  rencontrent  à la  fois  le  cercle  (C'),  auquel 
cas  m et  n sont  tous  deux  au  dehors  de  sa  circonférence , ces 
mêmes  droites  rencontreront  aussi  la  conicpie;  que  s’il  n’y  en 
a qu’une  seule  qui  coupe  le  cercle,  ellejie  coupera  pas  non 
plus  cette  courbe,  l’autre  la  coupant;  qu’enfin,  si  ni  l’une  ni 
l’autre  des  directrices  ne  coupe  le  cercle,  aucune  ne  rencon- 
trera cette  même  coui'bc.  ' _•  , ’ . . 

/nscriplion  et  circonscription  d'itn  triangle  à un  autre  ou  à 
une' conique  donnée.  — Les  axes  princij>aux  de  la  cjouibe  étant 
ainsi  trouvés,  on  pourra  se.  proposer  de  rechercher,  par  une 
construction  géométrique  directe,  ses  intersections  avec  une 
droite  de  position  conflue,  ce  qui  fournira  la  solution  du  pro- 
blème suivant  ; . 

. 'O  Etant  donnés  [fig-  Bo)  un  cercle  (Cj  et^uii  triangle  .\MN, 
r circonscrire  à ce  cercle  un  autre  triangle  amn  dont  les  som- 
)>  mets  ni,  n et  a soient  respectivement  sur  les  côtés  AN,  AM 
))  Pt  MN  du  triangle  donné  AMN.  » . ' 

, 11  est  facile  de  voir  que  ce  problème  revient  inversement, 
à, celui  (|ui  suit  ; , > , . 

■'-nn’Uant  donnés  ai bitrairemeni  lixiis ' points  /,  o 'et. /t  ain.sf 
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» qu'un  cercle  (C),  dans  un  même  plan,  faire  passer  par  ces 
» points  trois  droites  qui  se  coupent  respectivement  sur  la 

Fig.  8o.  - . 


M 


» circonférence  de  (C),  et  qui  forment  par  conséquent  im 
» triangle  xx'  inscrit  à ce  cercle.  » ' 

Si  la  courbe,  directrice  ou  enveloppe  des  sommets  et  des 
côtés  de  ces  triangles  respectifs,  était  une  conique  ou  courbe 
quelconque  du  deuxième  degré,  la  Solution  serait  du  même 
ordre,  mais  beaucoup  moins  facile  à exécuter  géométrique- 
ment, c’est-à-dire  par  la  règle  et  le  compas. 

Deuxième  solution  nnalytique  du  problème  énoncé 
J " ert  téXe  de  cette  sect.  III  (p.  157). 

La  question  revient  évidemment  encore  à celle-ci  : Soient 
fif'.  81 , un  cercle  (G)  et  deux  points  ou  pôles  fixes  a et  «'situés 


Fig.  81. 


arbitrairement  dans  son  plan  ; que,  d’un  point  quelconque  x'  de 
ce  cercle,  on  mène  aux  pôles  a et«'  les  droites  x'  n cl  x'a'  cou- 
pant le  cercle  en  deux  autres  points  x"  et  x"'\  qu’en  ces  points 
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on  mène  les  deux  langenlcs  cl  x'"  a qui  se  coupent  en  a, 
quelle  sera  la  courbe  engendrée  par  ce  point  a?  ■ 
Supposant  encore  que  chnciue  pointait  pour  coordonnées  les 
lellrcîs  correspondantes  à celles  de  la  figure  ('),  on  aura  évi- 
demment les  équations  de  condition  suivantes, 


(i)  x'  + y^=r^,  .r"’-+r  )•"’ = r’,  r’; 

' b — h*  — 


(2)  r" — ,r 


-{x"—x‘i  y 


a — X'  ' _ . . 

(3)  p_V"-f-a.r''=/-S  j3r'"-l-aÆ-*=/'’. 


-,(x‘"—x'); 


< Ces  équations  étant  au  nombre  de  sept  et  renfermant  huit 
inconnues,  donneront  par  l’éliminalion  une  équation  de  con- 
dition entre  a et  p seuls,  qui  sera  l’équation  même  de  la 
courbe  cbercbée. 

Si  l’on  fait,  pour  un  tnornenl. 


h— y 

r— 6 = et 


les  équations  (2)  deviendront 


(4)  y'—y—m[x"—x'),  y”—y=zm'{x'"—x'). 

Relrancbant  la  première  des  équations  (1)  de  la  deuxième,  on 
atira 

[x“  — x'){x"+x')-{-{y" — -!->•')=  O. 

Substituant  la  valeur  de  y" — y tirée  de  la  première  des* 
équations  (4),  et  supprimant  le  facteur  x"~x'  qui  répond  à 
une  solution  étrangère,  puisqu’il  ne  saurait  être  nul  sans  qu’il 
en  soit  ainsi  de  j" — y'  ou  de  a — x'  ( 2 ),  on  aura  donc 
) 

x" -4-  x'  -I-  m ( y'’ -yy  ) = O. 


Celte  équation  donnera  conjoiniémeni  avec  la  première  des 


(*)  DéBormais  noua  désignerons  constamment,  par  la  lettre  qui  corres- 
pond à l’abscisse  courante  de  chaque  point,  la  position  géométrique  même 
do  ce  point  sur  la  figure. 
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(leux  équations  comprises  sous  le  n°  4> 

J, y — mxx'  — nU  n 

. ^ I H-  m-  I)  ’ 

. . i-  ' 

< ■ ,,  m'x'  — imy  — x'  N 

• - ' ^ ~ i-f-nU  ~ÏÏ’ 

I 

* 

où  les  lettres  n,  N,  D .sont  introduites  pour  l’abréviation. 

En  changeant  m en  m'  dans  ces  deux  expressions,  adoptant 
des  abréviations  analogues,  elles  donneront 


J,, y — ?.  m' x'  — w"  > ' n 

^ I -t-  m’’  D'  ’ 

_m'^x'-~  2 /«•'  y —x'  N ' 

^ ~ !)'■ 


Si  l’on  substituait  ces  valeurs  dans  les  équations  (3),  on  ob- 
tiendrait deux  équations  en  a,  p,  x'  et  r',  d’où  l’on  tirerait  les 
valeurs  de  x'  et  y'  en  « et  p,  qui,  mises  dans  x"‘-{-y^z=  r^, 
donneraient  l’équation  de  la  courbe  cherchée.  Mais  cette  ma- 
nière directe  de  faire  l’élimination  ne  serait  pas  la  plus  simple 
en  ce  qu’il  s’introduirait  des  facteurs  étrangers  à la  question; 
ce  qu’il  s’agit  ici  d’éviter. 

Substituant  donc  les  valeurs  de  x",  y",  etc.,  dans  les  équa- 
tions (3),  elles  deviendront 

p«-+-aN  = r’D,  p«'-H  aN'=  r“D'..  • 

Puis,  éliminant  successivement  a et  p,  on  obtiendra  les  deux 
équations  suivantes 

I 

(5)  . " p(«N'— «'N)  = i^(DN'— D'N),’ 

(6)  . a(n'N  — nN')  = r»(D«'  — D'n), 

qui  tiendront  lieu  des  premières.  - v 

Calculant  séparément  les  valeurs  des  coefficients  qui  entrent 
dans  ces  équations,  ou  parviendra  à des  expressions  dans 
Jesquellss  entrera  le  larteur  m — m'  : laissant  ce  facteur  libre, 
mettant  dans  l’autre  partie  pour  m et  na'  leurs  valeurs,  et  rem- 
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Ces  valeurs  de  x'  el  >'  étant  substituées  dans  l’équation 
donneront  une  équation  du  second  degré  en  a 
et  P;  donc  la  courbe  cherchée  est  une  section  conique. 

Remarque.  — Puisque  la  courbe  parcourue  par  le  point  a 
est  du  second  degré,  il  s’ensuit  que  l’enveloppe  de  l’espace 
parcouru  par  la  corde  x"x'",  est  réciproquement  de  ce  degré, 
ainsi  qu’on  le  verra  plus  tard  ; mais  on  peut  démontrer  cette 
dernière  proposition  d’une  manière  entièrement  directe. 
L’équation  de  la  corde  x" x"'  étant 

y" y-» 


si  l’on  y substitue  les  valeurs  de  x",  y",  etc.,  trouvées  ci-dessus, 


V."  — “ 

y — ïT’ 


r* 
D’  ^ 


n 

F 


N' 


D'  •"  D'  “D'’  ~ ~D' 

elle  deviendra,  en  chassant  les  dénominateurs, 

(yD  — n)(ND'  — N'D)=(/iD'— n'D)(.rD  — N), 


ou 

jD  (ND'— N'D)  —xH  («D'—  n'D)  = «'ND  — nN'D, 
'laquelle,  divisée  par  D,  se  réduit  à la  suivante 


j(ND'  — N'D)— a:(nD'  — n'D)  = «'N  — nN'. 

Substituant  dans  cette  équation,  les  valeurs  des  coefficients 

trouvées  précédemment  (7),  divisant  ensuite  par  le  facteur 

2(m  — m!)  , . „ , 

commun  r on  obtient  finalement 

[a  — x'j{a — x') 

i X\[aa'  — bb' — r'‘)y'. — (a6'-t-6a')Æ:'-|-r“(è  + è')J 

(8)  I — x\[aa' — bb'-\-r^)x'-\-[ab'-\-ba')y'T—r'‘{a-\-a')'\ 

( = [./■“-f-  aa'  -\-bb'  — [a  + a')x'  — ( ^ -t-  è'  )/'  ] . 


Cette  équation  étant  du  premier  degré  en  x'  et  y,  en  la  dif- 
férentiant  par  rapport  à x',  il  en  résultera  une  nouvelle  équa- 

f/r' 

tion  qui,  ne  renfermant  que  x et  y,  exprimera  une  relation 

I.  Il' 
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entre  les  coordonnées  x et  ^'du  point  d’intersection  de  deux 
cordes  inflniment  voisines. 

Or  l’équation  du  cercle  donne,  parla  différen- 

tiation immédiate, 

, , dy'  dr'  x’  ' ' . 

d7=~7' 


c’est  la  relation  qui  doit  exister  toujours  entre  x'  et  yf, 

puisque  le  point  x'  doit  demeurer  sur  le  cercle;  par  consé- 

dy^ 

quent,  si  l’on  substitue  cette  valeur  de  ^7  dans  l’équation  pré- 


cédente, on  aura  une  équation  du  premier  degré  en  x'  et  >■', 
comme  l’équation  (8),  et  donnant,  conjointement  avec  elle, 
les  coordonnées  x et  / du  point  d’intersection  de  la  corde  x" x'" 
avec  celle  qui  lui  est  inflniment  voisine;  par  conséquent  aussi, 
ce  sera  le  point  même  de  contact  de  la  corde  x" avec  l’en- 
vejoppe  cherchée. 

Donc  enfin,  en  éliminant  x'  et  j'  entre  les  deux  équations 
ainsi  obtenues  et  l’équation  x'^ le  résultat  en  x etj 
sera  l’équation  même  dé  la  courbe  cherchée.  . 

Voici  la  suite  de  ce  calcul. 

Ordonnant  l’équation  |[8)  par  rapport  à x'  et  j',  on  aura  ‘ 


y'\\aa'  — bb'  — r‘‘)y-^[ab' y-ba')x r'[b -\-b')'\ 
— x'[(aa' — bb'  y-  r‘‘)  X -i-  {ab'  y-  ba'  ) y — r’(rt -!-«')] 
-|-r’[(ê  -H  (n-l-fl')x  — aa' — bb' — r’]  =0. 


r - * ‘ ' dy^ 

Diffcrentiant  par  rapport  a x'  et  mettant  pour  sa  valeur 

* SC* 

— il  viendra,  toutes  réductions  faites, 


x'  — bb' — [ab'-hba')x-h  r’(  6')] 

y-y'Waa'‘ — bb' y-r'‘) x+[ab' -\-ba')y — ^r’(n-|-’a')]=.  o. 

C’est  entre  ces  deux  équations  et  l’équation  x'’-(- r’  qu’il 
faut  éliminer  x'  et  y’.  Pour  cela,  multipliant  la  première  par 
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.v'  et  la  secunde  par  _r'.  relrarichaiil  la  première  de  la  deuxième 
et  observant  que  l’on  a r’,  il  viendra  <• 

;■“[(  aa' — hb'  ■+-  r^)x  ■+■  ( ab'  + ba!  ) r — r’(a  + «')] 

= x' r^\{b  b'  )y  (a  a' ) X — na' — bb' — r’]. 

Faisant  maintenant  l’inverse,  c’est-à-dire  multipliant  la  pre- 
mière équation  par  r'  et  la  deuxième  par  x',  les  ajoutant  en- 
suite, on  aura  l’équation 

/•’[(  aa' — bb' — r'‘)y—(ab'-{-  ba')x  -(-  r’(  è -I-  6'  )] 

= — -H  ( « -I-  «')•*■  — aa' — bb' — /•’]. 

Ces  deux  dernières  équations  remplacent  parfaitement  les 
deux  premières.  Si  on  les  élève  l’une  et  l’autre'  au  carré  et 
qu’on  les  ajoute,  qu’on  mette  ensuite  r’  à la  place  de  x''+y’', 
qu’enlin  on  divise  le  résultat  par  r‘,  il  viendra 

{{aa' — bb' y- r‘‘)x  ~^(ab' -y  ba' )y — r’(a-|-a')]‘ 

— bb' — r’)r — frfè'-l- èrt' ).r -I- r’(è -H  6')]’ 

— r^[[b-yb')y-y[a-ira')x  — aa'—bb'—r']^. 

'felle  est  finalement  l’équation  de  l’enveloppe  cherchée;, 
donc  puisqu’elle  est  du  deuxième  degré,  cette  enveloppe  est 
en  effet  une  section  conique. 

Le  facteur  m — ni'  supprimé  dans  le  cours  de  l’opération , 
n’a  qu’une  application  indirecte  au  problème  qu’on  s’était 
proposé,  et  il  doit  être  regardé,  en  quelque  sorte,  comme 
une  quantité  (inie  et  constante. 

En  effet,  si  l’on  voulait  satisfaire  à l'équation 


y— T 


r"-r' 


{x  — x") 


de  la  corde  x" x'",  en  faisant  ni  — ni' , et  substituant  pour  m et 
m'  leurs  valeurs  algébriques,  on  aurait  l’équation 


b — b' 
a — a' 


(x'—a), 


qui  n’est  autre  que  celle  dé  la  corde,  même  x" x”’,  pour  une 

. II*. 
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posilioii  particulière,  puisqu'elle  appartient  à la  droite  qui  passe 
par  les  pôles  fixes  a et  droite  avec  laquelle  se  confond  la 
corde  x” x‘"  quand  le  point  x'  est  sur  cette  droite  8i). 
Kn  supprimant  le  facU'ur  ni  — /»',  on  ri’a  donc  pas  diminué 
la  généralité  de  l’équation 


Néanmoins,  coniine  à la  corde  au'  correspond  une  valeur 
particulière  de  % et  p,  t>n  peut  appeler  l’éipiation  m — m'=o 
solution  singulière. 

Ces  sortes  de  solutions,  en  apparence  étrangères  à la  ques- 
tion telle  qu’on  l’a  énoncée  ou  qu’on  l’a  entendue,  provien- 
nent essentiellement  de  la  manière  dont  on  a fait  l’élimina- 
tion (*). 

On  voit  que,  dans  les  deux  solutions  précédentes,  l’équation 
(inale  ne  renferme  qu’un  seul  lacteur  étranger,  parce  qu’en 
effet  la  question  présentée  de  ces  deux  manières,  n’est  suscep- 
tible (lue  d’une  seule  solution  générale;  comme  on  peut  s’en 
assurer  directement  d’après  l’examen  de  la  fig.  8i. 


(*)  M.  Moiilai'd,  dont  j’ai  été  à niéiiiü  d’apprécier  le  talent  d'analyste, 
a bien  voulu  vérilier  toutes  les  opérations  algébriiiues  do  ces  Cahiers, 
qu’il  a trouvées  exactes  dans  leurs  résultats  divers,  mais  auxquelles 
il  aurait  voulu  apporter  certaines  abréviations  ou  simplifications  que  je 
n’ai  pas  dù  admettre  d’après  mon  intention  formelle  de  ne  rien  changer 
aux  démonstrations  et  aux  idées  du  texte  manuscrit.  C.es  abréviations, 
fondées  en  partie  sur  les  méthodes  nwcmunUjur.s  ou  sjnibo/ii/iirs  d’élimi- 
nation et  de  notation  aujourd’hui  admises  parmi  les  adeptes,  sont  les 
mêmes  qui,  depuis  182C,  ont  permis  à l’analyse  algébrique  de  suivre  les 
récents  progrès  de  la  géométrie  intuitive;  or  (tes  abréviations,  ct*s  arli- 
Hees  de  calcul  ne  pouvaient  trouver  accès  dans  un  livre  daté  de  i8i3, 
et  destiné  au  plus  grand  nombre  de  lecteurs.  M.  Moutard  l’a  compris,  et 
a bien  voulu  réserver  pour  les  Notes  qui  terminent  ce  volume,  les  re- 
cherches analytiques  qu’il  a entreprises  sur  quelques-unes  des  matières 
qui  y sont  n'nfcrmées. 

Quant  aux  réllexions  qui  accompagnent  celle  seconde  solution  analytique, 
je  me  borne  à consigner  ici  brièvement  une  remanpie  essentielle  de  ce  sa- 
vant professeur  ; c’est  que  l’abaissement  du  degré  de  l'équation  finale  ou  In 
suppression  des  facteurs  étrangers  dont  cette  solution  ofl're  un  rerrtarquable 
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Troisième  solution  analytique  du  même  problème. 

3 

Celte  solution  résulte  d’une  manière  toute  différente  «le 
poser  la  (jupstion. 

« Soit  (C)  [fig.  82)  un  cercle,  a,  a'  deux  points  ou  pôles 
)i  fixes  arbitraires  situés  dans  son  plan;  quelle  est  la  courbe 
» telle,  que,  si  de  l’un  quelconque  a de  scs  points,  ou  mène 
w deux  iangenles  xx"  et  ax'"  au  cercle  (C),  le  louchant  l’une  au 
U point  x"  et  l'autre  au  point  x'",  les  droites  x" n et  x'” a' , me- 
» nées  respectivement  par  chacun  des  points  de  contact  et  les 
« pôles  a et  a',  viennent  se  couper  en  un  dernier  point  .1' 
« situé  sur  le  cercle  dont  il  s’agit?  » 

On  s’aperçoit  aisément  <le  l’analogie  qui  existe  entre  celle 
manière  de  présenter  la  question  et  celle  déjà  employée  dans 
la  première  solution  analytique;  aussi  l’équation  fjnale  à la- 
quelle on  parviendrait  dans  ce  cas,  offrirait-elle  les  mômes 
circonstances comme  nous  allons  le  démontrer,  sauf  ce  qui 
concerne  les  radicaux  et  les  facteurs  étrangers  introduits  dans 
celte  équation. 


exemple,  est  amené  par  la  suppression  même,  toute  volontaire  d'ailleurs, 
du  facteur  variable  /«  — /«'.ou  .r"  — considéré  comme  fini,  constant  et 
étranger  à la  question,  dès  le  début  du  calcul.  Or  il  est  bien  clair  que,  en 
sui\aiit  les  méthodes  générales  de  l'élimination,  celte  simplification  n’aurait 
pas  eu  lieu,  et  que  le  degré  de  l'équation  finale  se  fût  élevé  au  nombre  8, 
produit  des  degrés  des  - équations  fondamentales  du  problème,  qui  com- 
porte, comme  le  fait  observer,  avec  raison,  M.  Moutard,  tiois  espèces  dis- 
tinctes de  solutions  ou  faetcurs  singuliers,  à savoir  : les  dérives  dos ./mtes  a 
çt  a',  te  cercle  direrteur  lui-même^  Cl  les  tangentes  aux  /joints  où  il  eoa/jc 
la  limite  «//';  facteurs  parmi  lesquels  se  retrouvent  ceux  do  la  première 
des  solutions  aiialyticiues  du  problème,  et  dont  fintroduclion,  l’inlerpré- 
talioii  géümétritpie  re|>üsent  sur  des  considérations  analogues. 

On  trouvera  dans  le  tome  VllI  (i"  janv.  1818)  des  Annales  de  Malhé- 
matii/ucs,  à l'occasion  de  la  théorie  i/es  jjolaires  réei/jroi/iies,  des  remar- 
ques |)lus  générales  encore,  sur  l’introduction  de  ces  facteurs  soi-disant 
étrangers,  dans  la  solution  analyti(jue  des  problèmes  de  géométrie.  Ces  ' 
remarques,  qui  seront  reproduites  avec  e.xten.sion  dans  le  tome  11  do  ces 
l/)/jlieations,  n’ont  pas  jusqu’à  i)résenl,  je  pense,  fixé  convenablement 
l’attention  des  modernes  analystes. 
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• Il  est  d’abord  aise  de  voir  que  tous  les  points  du  cercle  (C) 
remplissent  la  condition  qui  vient  d’être  énoncée. 

En  effet,  si  d’un  point  quelconque  a'  de  ce  cercle,  on  lui 
mène  deux  tangentes,  elles  se  confondront  en  uae  seule  Cl 
leurs  points  de  contact  seront  réunis  au  point  commun  a,'.  Si 


Fie,  83 • 


ensuite,  de  ce  point,  on  mène  une  droite  au  point  a et  une 
autre  au  point  a',  il  est  clair  que  ces  déux  droites  se  couperont 
aussi  en  a'  sur  le  cercle  ; donc  l’équation  finale  renfermera 
l’équation  du  cercle  (C),  comme  facteur. 

Pareillement  si  l’on  considère  la  droite  ou  directrice  AM, 
dérivée  du  pôle  a,  comme  on  l’a  dit  plus  haut,  c’est-à-dire  telle, 
que,  menant  par  l’un  quelconque  de  ses  points  deux  tangentes 
au  cercle  (C),  leur  corde  de  contact  passe  constamment  par  ce 
pôle,  je  dis  que  celte  dérivée  satisfera  à la  même  condition 
que  la  courbe  cherchée  ; car  x'  et  x",  par  exemple,  étant  les 
points  de  contact  relatifs  à l’un  des  points  X de  AM,  il  fau- 
dra, selon  l’énoncé  et  comme  l’indique  en  particulier  la  figure, 

, joindre  x"  au  point  a,  cl'x^"  au  point  n',  par  de  nouvelles 
droites  qui  se  couperont  visiblement  en  x'  sur  le  cercle  direc- 
teur (C).  ' , _ 

, Donc  l’équation  finale  de  la  courbe  des  points  a devra  con- 
tenir un  facteur  du  premier  degré,  qui,  égalé  à zéro,  sera 
l’équation  même  dé  la  droite  AM,  dont  il  s agit.  Par  la  mêiiie 
raison,  l’équation  finale  devra  renfermer  pour  facteur,  la  déri-- 
vée  ou  ligne  droite  AN  qui  répond  au  pôle  fixe  a'.  Le  qua- 
. irième  facteur  de  l’équation  finale  devant  appartenir  au  lieu 
Cherclié,  on  voit  que  celte  manière  de  présenter  là  question 
né  diffère  pas  essentiellement  de  la  première  des  soiutions- 
analytiques^  ci-dessus,  cl  que  l’équation  à laquelle  on  par- 
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viendrait  serait  exactement  ia  même,  si  l'on  supposait  les 
axes  des  coordonnées  placés  aussi  de  la  même  manière  dans 
les  deux  cas.  ' . 

Quatrième  solution  analy  tique. 

Cette  dernière  manière  de  présenter  la  question  offrant- 
des  conséquences  particulièrement  remarquables,  nous  allons 
la  développer  dans  toute  son  étendue.  Soit  a {fig.  83)  l’un 

Fie-  83.  • . . 


des  points  de  la  courbe  cherchée.  Si  l’on  mène  par  ce  point 
deux  tangentes  <tx"  et  a.x”  au  cercle  (C),  on  aura  pour  déter- 
miner les  points  . r"  et  x"’  [voy.  la  première  des  solutions  ana- 
lytiques du  problème),  les  deux  équations 

d’où  l’on  tirera  les  formules  suivantes  pour  déterminer  les  va- 
leurs de  x"  et  y',  x'"  et/'". 


a -t-  r P v^a’-l-  P’—  »•’  _ „ _ p — /-a  v'a’-Zp’— _ 

„7^pj  ’ y «’-i-p»  : ■’ 


.x" 


c’a — /-p  p’ — /■'  /■’P-f-  ra\/a’-<-p'' — r' 

a’ -4-  p-  ^ ^ së-f-p* 


-Maintenant,  si  l’on  mène  par  le  point  x"  et  par  le  pôle  a une 
droite  x"  a,  elle  viendra  couper  en  général  le  cercle  (C),  en  un 
' 'deuxième  point  x',  et  l’on  aura  les  équations  suivantes  pour 
déterminer  les  coordonnées  Æ-' et  _7'' : 


(•) 

.("•y 


x’'+ )■•■-=  r\  x"-‘-yy 


-'^2  I 'r’ 


" h v" 
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d’uù  l’on  lire  la  nouvelle  relation 

(3)  ~ = ■ ■ . 

L’équation  (3)  s’obtient  en  retranchant  la  deuxième  des 
équations  (i)  de  la  première  et  substituant  ensuite,  dans  le  ré- 
sultat, la  valeur  de  r' — y"  Urée  de  l’équation  (2).  Des  équa- 
tions (2)  et  (3)  on  déduira  ensuite,  par  l’élimination  et  en 
ayant  soin  de  remplacer  jc"’ par  r% 

^ 2èr’ — T.nbx" -^y"  (a= — — r*) 

^ — 2 0x"  — iby"  ’ 

, 2a/-’ — -iaby" x"  [b^ — a’  — r’) 

^ a’-l-è’-l-;-’  — 2 ax" — 2 by" 


On  voit  ,que  ces  valeurs  ne  sont  que  du  premier  degré  en 
x"  el  j",  comme  on  devait  s’y  attendre. 

Supposons  pareillement  que,  de  l’autre  point  de  contact 
x'",  on  mène  une  deuxième  corde  qui  passe  par  le  point  a', 
elle  viendra  couper,  en  général,  le  cercle  (G)  en  un  deuxième 
point  Xx  qui  différera  du  point  x' , si  a est  quelconque.  On  ob- 
tiendra évidemment  les  coordonnées  a:,  et  de  ce  point,  en 
changeant  dans  les  valeurs  de  x'  et  y',  x"  en  x'",  y"  en  y'",  a en 
a'  et  b en  b',  ce  qui  donnera 

_ 2 — 2 a' è' y" 4- (a'’ — è'’— f’ ) 

~ “ a'’-M'^’  4-  r’—  2 a'  x'"—  2 b' f ’ 

2 a' Z-»  — 2 a' // r'"  4- 2^"’ ( è'’— a”— /•’I 

^ — — , ■ I I , 

— 2 a'  x"'  — a b' y 

Gela  posé,  puisque  le  point  a doit  être  tel,  que  les  deux 
points  x'  et  X,  se  confondent,  il  faudra  qu’on  ail  à la  fois 
x'  = Xxe\.y'  —yx.  Substituant  dans  l’une  et  l’autre  de  ces  deux 
équatioqs,  les  valeurs  de  x' , y',  x,  et  j,,  elles  ne  renfermeront 
plus  que  St  etp,  et  par  conséquent  elles  devront  être  siinulta- 
némenl  satisfaites  par  l’étpialion  de  la  courbe  cherchée. 

Il  semblerait,  d’après  cela,  que  ces  équations  dussent  être 
identiques;  mais,  comme  on  va  le  voir,  il  en  est  tout  autre- 
ment; il  faut  donc  que  l’une  et  l’autre  soient  compliquées  de 
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facteurs  étrangers  à la  question  ; le  facteur  correspondant  à la 
courbe  cherchée  devra  seul  être  commun  à ces  équations , et 
il  n’y  a que  lui  qui  puisse  véritablement  remplir  les  conditions 
(lu  problème  exigeant  qu’on  ait  à la  fois  x'  = x„  ; les 

facteurs  étrangers  ne  remplissent,  au  contraire,  que  l’une  ou 
l’autre  des  deux  conditions  séparées  x'  = x,,  y'=y,,  et  cette 
observation  suffit  pour  en  faire  connaître  l’origine. 

En  effet,  considérant  "un  facteur  qui  satisferait  à la  seule 
condition  x'  = x,,  ce  facteur  répondrait  évidemment  à la  ques- 
tion suivante  ; 

« Trouver  une  ligne  courbe  qui  soit  telle  que  si,  d’un  point 
1)  (luelconque  a de  cette  courbe,  on  mène  deux  tangentes  ix" 
» et  ax'"  au  cercle  (C);  qu’on  joigne  ensuite  les  deux  points  de 

Fig.  8.',. 


» contact  x"  et  x"'  respectivement  avec  les  deux  points  a et 
» par  les  droites  x"a  el  x'"a',  ces  droites  viennent  couper  le 
» cercle  (C)  en  deux  autres  points  x'  et  x,  situés  sur  une  même 
» perpendiculaire  à Taxe  des  x.  » 

Cette  condition  pourra  évidemment  être  remplie  de  deux 
manières  différentes  : 

I"  Quand  les  points  ^.r'  et  x,  se  confondront,  auquel  cas  on 
aura  en  même  temps 

2"  Quand  ces  deux  points,  sans  se  confondre,  seront  simple- 
ment situés  sur  une  même  parallèle  à l’axe  des  r. 

Il  est  clair  que  la  première  condition  fournirait  une  courbe 
entièrement  distincte  de  la  deuxième. 

Donc  l’équation  x'—x,,  qui  renferme  à la  fois  ces  deux  con- 
ditions, devra  donner  en  même  temps,  l’équation  de  la  courbe 
correspondante  à la  première  d’entre  elles,  et  celle  de  la  courbe 
qui  répond  à la  seconde.  Elle  sera  donc  décomposable  en  deux- 


e 
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facieuis  ilislincts,  dont  l’un  ne  satisfera  (ju’à  la  seule  condition 
■ x'-=Xx,  et  dont  l’autre,  satisfaisant  simultanémenl  aux  deux 
équations  x'=Æ-|  el^''=j',,  fournira  l’équation  unique  de  la 
courbe  cherchée.  - s 

L’équation  y'  =y\,  considérée  à part,  fournirait  des’ censé-' 
quences  semblables.  Elle  sera  donc,  comme  l’é(|ualion  — Xt-, 
décomposable  en  deux  facteurs  dont  l’un,  égalé  à zéro,  ne  renK 
plira  que  la  seule  condition  y'  —y,  et  dont  l’autre,  satisfaisant  à 
la  fois  aux  équations a;'=.r,  cl/'=j,,  donnera  l’équation  même 
de  la  courbe  cherchée;  ce  dernier  facteur  sera  donc  en  mêiiiej 
temps  facteur  de  l’équation  x'=  x^  et  de  l’équation  y'  = y,. 
Achevons  maintenant  le  calcul  [Voy.  le  tableau  ci-contre). 
Cette  équation  étant  du  second  degré,  le  lieu 'des  points  a 
de  rencontre  des  tangentes  au  cercle,  sera  véritablement  une 
courbe  de  ce  degré  ou  l’une  des  sections  du  cône#  comme  on 
l’a  annoncé.  On  voit,  en  outre,  que  les  deux  autres  courbes 
mentionnées  plus  haut  sont  également  du  second  degré.  De 
là  on  tire  celte  conséquence  : « Soit  (G)  un  cercle  {Jig.  851  et 
rt,  a',  a"  trois  pôles  fixes  situés  dans  son  plan;  que,  d’un 
point  quelconque  x'  de  ce  cercle,  on  mène  aux  pôles  a et  a',' 

Fig.  85.  • ■ . ■ . 


-c  )/ 


deux  droites  x’a  cl  x'  a'  qui,  prolongées,  viendront  couper  le 
cercle  (C)  en  deux  nouveaux  points  x"  ét  x";  qu’ensuite  de  x" 
on  piène  au  point  a“  la  nouvelle  droite  x''a"  coupant  le  cercle 
en  un  second  pointa:'’;  qu'enfin  on  mène  aux  points  x"  et  a:*’ 
deux  tangentes  a.x'"  et  ax”  au  cercle  (C),  ces  tangentes  vien- 
dront se  couper  en  un'  dernier  point  a,  situé  sur  une  courbe 
du  second  degré;  de  sorte  que  si  l’on  fait  parcourir  la  circon- 
férence de  (C)  à x',  le  point  « décrira  celte  courbe.  » 

En  effet,  le  cercle  (C)  peut  être  considéré  comme  la  projec- 
tion^d’un  autre  cercle,*  et  lé  pôle  fixe  a comme  la^jrojeciion 
d’un  point  situé  à l’infini.  Or,  dans  celle  nouvelle  projection. 
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le  système  des  droites  x' x"  qui  passaient  par  le  pôle  a devien- 
dra celui  de  cordes  parallèles  entre  elles.  Si  donc  on  place 
l’origine  des  axes  au  centre  C,  et  l’axe  des  y parallèlement  aux 
cordes  dont  il  s’agit,  il  est  clair  que  la  courbe  engendrée  par 
les  nouveaux  points  a,  satisfaisant  à la  condition  unique  a:'= Jr,, 
sera  une  section  conique,  d’après  ce  qui  a été  prouvé  ci-des- 
sus, et  par  conséquent  la  projection  de  cette  courbe,  c’est-à- 
dire  celle  que  décrit  le  point  a [fig.  85),  sera  aussi  une  section 
conique. 

De  là  il  résulte  donc  que  la  propriété  du  cercle  démontrée 
dans  les  solutions  précédentes,  et  qui  n’avait  lieu  que  pour 
deux  pôles  a et  a'  seulement,  est  vraie  aussi  pour  le  cas  de 
trois  pôles  a,  a'  et  a".  Je  dis  plus  encore  : cette  propriété 
a lieu  pour'  une  conique  quelconque  et  quel  que  soit  le' 
nombre  des  pôles  arbitraires  a,  a',  a",  etc.  ; comme  le  prou- 
vent les  démonstrations  suivantes. 

■ . ; . c 

. ' IV. 

RECHERCHES  ANALYTIQUES  SUR  LES  POLYGONES  HOBILES  INSCRITS  AUX 
CONIQUES  ET  DONT  LES  COTÉS  PASSENT  RESPECTIVEMENT  PAR  DES 
POINTS  FIXES  OU  POLES  DONNÉS.  ' ' ' 

Soit  {Jig.  86)  un  polygone  quelconque  x^XjXiXiX,x\x\x\  , - 
inscrit  à une  ligne  du  second  degré  (C).  Soient  pris  sur  la  di- 
rection de  chacun  de  ses  côtés,  des  points  fixes  arbitraires 
«I,  a,,  a,, . . .a',,  a,,  a',,  excepté  sur  le  dernier  côté  Xtx\, 
qui  demeurera  absolument  libre.  Soient,  de  plus,  menées  aux 
extrémités  de  ce  dernier  côté,  les  tangentes  x,a.  et  x\a  qui 
viendront  se  couper  en  un  point  mobile  que  j’appelle  a.  Ima- 
ginons que  l’on  déforme  le  polygone  en  assujettissant  tous 
ses  sommets  à parcourir  la  conique  (C),  et  ses  côtés»  à l’ex- 
ception du  dernier  xtx\,  à pivoter  autour  des  points  res- 
pectifs a,,  a,,  a,,  etc.,  comme  pôles;  je  dis  que  l’enveloppe 
de  l’espace 'parcouru  par  le  côté  libre  Xxx\  sera  une  autre 
section  conique  ainsi  que  la  courbe  décrite  dans  ce  mouve- 
ment par  le  point  a. 

Dans  le  même  cas,  si  l’on  circonscrit  à (C),  un  polygone 
dont  les  côtés  touchent  cette  courbe  aïK  sommets  respectilli 
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du  polvgbiu;  inscrit,  chacun  de  ses  sommets  parcourra  la 
droite  dérivée  du  p(Me  correspondant,  à l'exception  du  dernier 
sommet  ou  somn)el  libre  a,  qui  décrira  généralement  une  ligne 
du  second  degré  ou  dernière  section  conique. 

La  courbe  (C)  pouvant  être  censée  la  projection  d’un  cercle 
quelconque,  il  sulfira  de  démontrer  la  j)roposition  pour  ce  der- 
nier cas.  Je  suppose  que  les  coordonnées  variables  des  sommets 
du  polygone  inscrit  et  celles  des  pôles  situés  sur  la  direction 
de  chacun  des  côtés,  soient  représentées  par  les  couples  de 
coordonnées  ([ui  correspondent  aux  lettres  simples  de  la  figure; 
j’appelle,  de  plus,  de  rayon  du  cercle  donné,  cl  je  place  l’ori- 
gine des  coordonnées  à son  centre  C. 


l'ig  8G. 


tiela  étant  convenu  une  fois  pour  toutes,  je  suppose  que  le 
point  a soit  pris  d’abord  arbitrairement,  en  sorte  que  si  l’on 
mène  les  deux  tangentes  aa;,  et  'xx\  au  cercle,  et  qu’on  joigne 
de  proche  en  proche  le  premier  point  de  contact  x,  avec  le 
pôle  , ce  qui  dclerininera  x,,  puis  le  second  point  x,  avec  le 
pôle*suivant  <u,  et  ainsi  de  suite  jusqu’à  ce  qu’on  parvienne  à 
un  certain  sommet  a:,,  correspondant  au  pôle  qu'on  en 
agisse  de  même,  à partir  du  second  point  de  contacta:',,  en 
allant  de  proche  en  j)roche,  du  sominel.r,  au  sommet  x',  par  le 
|)ôle  rt'i,  de  x',  au  sommet  x\  [>ar  le  pôle  , et  ainsi  de  suite 
jusqu’à  ce  qu’on  parvienne  au  pôle  le  plus  voisin  de  celui 
aiuiuel  on  s’est  arrêté  précédemment  ; en  supposant  que  le 
dernier  des  pôles  o', , etc.,  soit  le  dernier  des  som- 

mets x'i , x',,  etc.,  sera  pareillement  x„.  Supposant  le  point  a 
l>ris  arbitrairement,  les  points  x„  et  x'„  seront  quelconques; 
rliais  si  a satisfait  à la  condition  précédente,  il  faudra  que  ces 
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deux  derniers  points  se  confondent  en  un  seul  et  même  som- 
met appartenant  au  cercle  (C). 

Cette  condition  serait  évidemment  remplie  si  l'on  exprimait 
que  les  deux  dernières  cordes  obtenues,  se 

coupent  sur  la  circonférence  de  (C).  Mais  elle  peut  l’être  égale- 
ment en  exprimant  que  les  coordonnées  x„,  sont  respecti- 
vement égales  aux  coordonnées  x\^  et  ce  qui  donnera  les 
équations  de  condition  — x'^=o,  y „ — qui  devront 
avoir  lieu  à la  fois.  Or  il  est  clair  que  le  point  a étant  déter- 
miné, les  points  x„  et  x„  le  sont  également  d’après  la  construc- 
tion précédente;  donc  les  coordonnées  de  ces  points  (lui  en- 
trent dans  les  équations,  peuvent  être  obtenues  au  moyen  de  a, 
P et  des  constantes  qui  déterminent  la  position  des  pcMes  ai, 
a-,,. al,,  a'j,. . .,  et  du  rayon  r du  cercle  (C).  On  aura  donc 
des  équations  de  condition  de  la  forme  (p(a,  p)  = o,  p)  = o, 
qui  devront  avoir  lieu  en  même  temps,  entre  les  coordonnées 
variables  a et  p. 

Évidemrqent  ces  deux  équations  ne  sont  point  indépendantes 
l’une  de  l’autre,  sans  quoi  il  n’y  aurait  qu’un  certain  nombre 
de  valeurs  de  a et  de  p qui  y satisferaient  à la  fois,  et,  par  con- 
séquent, la  condition  dont  il  s’agit  ne  pourrait  être  remplie 
que  par  un  égal  nombre  de  positions  déterminées  du  point  a ; 
ce  qui  est  absurde,  puisqu’il  est  clair,  d’après  la  figure,  qu’il 
y en  a une  infinité  formant  par  leur  succession  continue,  une 
courbe  unique  et  distincte.  Donc  enfin,  puisque  les  équations 
^(a,  p)  = o,  i|/{a,  p)  = o ne  sont  point  indépendantes  entre 
elles,  et  (|u’elles  doivent  être  satisfaites  à la  fois  par  l’éijuation 
d’une  certaine  ligne  courbe,  il  faut  qu’elles  aient  un  facteur 
commun  de  la  forme /(a,  p). 

Ce  facteur  égalé  à zéro,  remplissant  la  double  condition 
x„ — x[^  = o,  y'n — y,„=o,  sera  évidemment  l’équation  même 
de  la  courbe  cherchée.  Quant  aux  deux  facteurs  non  com- 
muns à ces  équations,  égalés  de  même  à zéro,  ils  représen- 
tent séparément  deux  autres  courbes,  mais  étrangères  à la 
question.  Pour  savoir  à quoi  elles  répondent,  et  comment  il 
se  fait  qu’elles  se  soient  introduites  dans  la  solution  du  pro- 
blème, il  n’y  a ((u’à  examiner  séparément  les  équations  de 
condition  x,~-  x',„—o,  — y'  _=o,.  et  chercher  d’où  ces  so- 

lutions ou  facteurs  étrangers  proviennent. 
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Si  l’on  ne  considère  que  la  seule  équation  x„ — x'^=o,  on 
verra  qu’elle  répond  à la  question  suivante  : Soient  a,,  a^,  a,, 
dj,  a',  (*)  six  pôles  ou  points  fixes  situés  sur  le  plan  d’un 
cercle  (C);  Ca:  et  deux  axes  rectanffulaires  de  position 
ilonnée  ; on  mène  une  corde  arbitraire  parallèlement  à 
l’axe  des  on  joint  son  extrémité  a;,  avec  le  pôle  ce 
qui  détermine  le  point  x,',  on  joint  ce  point  x,  au  pôle  sui- 
vant et  l’on  continue  ainsi  jusqu'au  point  x,  ; on  répète 
la  même  construction  à l’épard  de  l’autre  extrémité  x'^  de  la 
première  corde  et  des  pôles  a',,  d,,  a',,  ce  qui  détermine  un 
second  point  x\  ; par  les  deux  points  x\  et  x,  ainsi  obtenus, 
on  mène  au  cercle  (C)  ileux  tanj^entes  <iui  viennent  se  couper 
en  a ; quelle  est  la  courbe  parcourue  par  le  point  a quand  on 
fera  varier  la  corde  Xix\  parallèlement  à l’axe  des 
On  voit  que  la  ((uestion,  présentée  de  la  sorte,  donnera  ’ 
lieu  à une  courbe  différente  de  celle  (|Ui  satisfait  à la  fois  aux 
deux  équations  x, — x'^—o,  y„ — r'„=o.  Et,  comme  l’une 
et  l’autre  courbes  doivent  satisfaire  à la  même  condition 
— x\„=o  ou  iy(a,  p)  = o,  il  faut  (|ue  cette  denlière  équa- 
tion soit  décomposable  en  deux  facteurs  dont  l’un,  égalé  à zéro, 
donnera  une  équation /(a,  p)  = o,  représentant  la  première 
des  courbes  en  question , et  dont  l’autre,  égalé  de  même  à 
zéro,  donnera  une  seconde  équation  É'(a,  p)  = o,  différente  de 
celle-là  et  représentant  l’autre  de  ces. courbes.  11  y a plus,  on 
peut  imaginer  que  la  /ig.  86  soit  la  projection  d’une  figure  ana- 
logue, mais  dans  laquelle  la  directrice  (C)  des  sommets  serait 
toujours  un  cercle,  et  le  système  de  cordes  parallèles  XfX\ 
un  système  de  cordes  passant  par  un  septième  pôle  donné  , 
sorte  que  la  seconde  des  deux  courbes  dont  il  s’agit,  peut* 
rètre  considérée  comme  la  projection  d’une  ligne  engendrée 
de  la  même  manière  que  la  première,  mais  pour  laquelle  il  y 
aurait  un  pôle  de  plus  à l’infini.  » 

ï Ces  préliminaires  étant  posés,  nous  allons  chercher  la  forme 
•des  équations  x„ — x'^=.o,  y„ — y-|_=o  en  a et  p.  Pour  cela, 
nous  observerons  d’abord  que,  si  d’un  point  a on  mène  deux 


(*)  On  iirciul  le  ras  |>arli('ulicr  do  la  fif;.  8(i.  afin  de  rendre  la  déinons- 
Iraliun  plus  claire.  ' v. 
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tangentes  ax,  et  olx\  au  cercle  (C),  les  coordonnées  des  points 
de  contact  x,  et  x',  auront  les  valeurs  suivantes  : 

r’a-4-rp  — /■’  r’P  — raV'a’+p’ — r‘‘ 

r’a  — rp  + r’p-h  ra  v/a’4-  p’ — n 

P’  ’ ^ â»-|-p’  ■ 

/■  ' 

11  s’agit  maintenant  de  trouver  la  valeur  des  coordonnées 
x„et  n,  Glf,„  en  fonction  de  x,  et  r,,  x',  et  j',  ; car  alors, 
en  y substituant  les  valeurs  précédentes  de  x, , y,,  etc.,  on 
aura  celles  de  x„y„,  etc.,  en  fonction  de  a et  de  p,  desquelles 
on  pourra  conclure  ensuite,  les  deux  équations  de  condition 
mentionnées  ci-dessus. 

Si  l’on  mène  par  le  point  x,  et  par  le  pôle  voisin  a,  une 
ligne  droite,  elle  viendra  rencontrer  le  cercle  en  un  second 
point  X,,  dont  on  pourra  facilement  déterminer  les  coordon- 
nées au  moyen  de  celles  du  premier.  Pour  généraliser  cette 
dernière  recherche  et  la  rendre  plus  simple  en  même  temps, 
appelons  s et  < les  coordonnées  du  premier  point  donné  x,, 
et  a,  b celles  du  pôle  qui  lui  correspond,  les  équations  du 
cercle  (G)  et  de  la  droite  sa  seront  évidemment 


(1)^  x’-(-jr’=  r\ 


on  a,  de  plus,  l’équation  de  condition  suivante  : 

(3)  s'-hr=r% 

r 

qui  exprime  que  le  point  s est  situé  sur  le  cercle  (C). 

En  combinant  l’équation  (i)  avec  l’équation  (2),  on  aurait 
évidemment  les  coordonnées  x et^-du  point  d’intersection  de 
la  droite  et  du  cercle;  on  se  servirait  ensuite  de  l’équation  (3) 
pour  simplifier, le  résultat;  mais  on  peut  y parvenir  d’une  ma- 
nière beaucoup  plus  simple.  En  effet,  si  l’on  retranche  l’équa- 
. tion  (3)  de  l’équation  (i),  et  qu’on  y substitue  la  valeur  de  j 
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tiiôe  de  r»'‘(iuatiüii  (2),  on  aura 


[x  — (j-+- 0~ TjJ  = o; 

ce  qui  donne  séparémeni  ■ 

, , .b  — t 

(4)  X S=0,  X -h  s -h  (f-h  0 - — O- 

Substituant  la  valeur  x = s,  fournie  par  la  première  de  ces 
équations,  dans  l’équation  (2)  ci-dessus,  on  en  déduira t; 
donc  la  droite  (2)  coupe  d’abord  le  cercle  (C)  au  point  5;  ce 
qui  revient  à l’hypothèse  même  d’où  l'on  est  parti. 

Pour  déterminer  la  valeur  des  coordonnées  x et  j du  se- 
cond point  d’intersection,  il  foudra  combiner  la  seconde  des 
équations  (4)  avec  l’cquation  (i),  et,  pour  cela,  on  la  mettra 
sous  cette  nouvelle  forme 

, .b  — t b — l 

X — s -H  (r — 0 = — 2 s — 2< 

' a — s a — s 


En  y substituant  la  valeur  de  r — t tirée  de  l’équation  (2),  on 
en  conclura 

b — t 
s-l-  < — — ■ 


X S = 2 


I -I- 


ce  qui  donne,  par  suite. 


(^r 


b — l,  , 

r—t  = X— 4)=— 2 X 

•'  a — 4'  « — s 


S t • 


b — t 


On  tirera  de  là,  en  réduisant  au  même  dénominateur  et  ob- 
servant que  4’-l-<’=r’, 


2«r* — 2abt-\-s[b^  — — r®) 

^ r’  — 2U4 — abt  ’ 

2ft/J 2«Ù44-f(rt’ — />=  — »■*) 

^ 6^-+-^'^ 204 2.bl 

On  voit  que  les  coordonnées  4 et  i n’entrent  qu’au  pre- 
mier degré  dans  ces  dernières  expressions. 
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Si  l’on  substitue  dans  ces  expressions,  et  y,  pour  s et  /,  a,  et  b,  pour  a et  b,  on.  aura,  les  valeurs 

de  X,  et  y,;  si  l’on  y met  pareillement  x,  et  y,  pour  s et  /,  n,  et  b]  pour  a et  b,  on  aura  celles 
-de  Æ-,  et  J,,  etc.  En  agissant  de  même  pour  les  points  x\,  x\,  etc.,  il  viendra  la  suite  d’équations 
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celui  de  a:,;  substiluanl  de  nouveau,  les  valeurs  trouvées 
pour  X,  et  y,  dans  x,  et  y\,  on  obtiendra  par  la  même  rai- 
son, pour  les  valeurs  de  ces  coordonnées,  deux  expressions 
oii  X,  et  y,  n’cnlreroiU  qu’au  premier  degré  et  qui  auront  le 
même  dénominateur.  En  continuant  ainsi  de  proche  en  proche, 
on  voit  qu’on  parviendra  enlin  aux  valeurs  de  x„  et  y„  qui 
auront  le  même  dénominateur,  et  où  ar,  et  j,  n’entreront 
qu’au  ])remier  degré  ; donc  ces  valeurs  seront  de  la  forme 
suivante  : 

A-t-BÆ-.-t-Cr.  . _ A'+B'a-.-t-C'r. 

~ ÎM-E;r.  + \'y,  ’ ~ l)  -H  Mx,  -h  ' ’ 


En  opérant  de  la  même  manière,  à l’égard  de  la  suite  des  va- 
leurs des  coordonnées  x\  et  r,,  x\  ely\,  etc.,  on  aura  pour  x'^ 
et  des  expressions  <pii  seront  de  cette  forme 


, A, B,x’, -H  E,,r',  ./  •'^'i  + B',  x'i  -I-  C,  y, 

Ü,^-E,x',  -f-  E,/,  ’ D,  -4-  É. x',  -t-  F,> ■ 

Substituant  çes  expressions  d'ans  les  deux  équations  de  con- 
dition x„  — x',„=o,'y„—y„  = o,  il  viendra,  en  cliassant  les 
dénominateurs,  . . 

(A-i-Rr,-t-Cr,)  (I>,+E,.r'|~l-F,  r'i)  — (A,+  B,.r',-|-C,,r',)  (D+EC|+F;',)  = o, 
(A'+B'x,4-Cy,)(D,4-E,r^,+F,y,)-(.\',4-B',  x^,+C',y.)  (D-t-Ec,-|-Fr,)  = O. 

Développant  la  première  et  réunissant  les  termes  affectés 
de  la  même  inconnue  x,,  x\  ,.etc.,  on  aura 

(BE,  — B, E)  X,  X,  -1-  ( BF,  — G, E ) X, /,  -|- ( CE,—  B, F) x',  y, 

■ -|-(CF,— C.F)y.r.-^(BD,  — AÏE)x,  + (AE.  — B,D)x'1'  " 

■_l_  (CD,  — A, F) J, -H  (AF,— C,D)y,  -I-  AD,  — X.D  = o.  ^ 


Les  valeurs  ci-dessus  de  x,  et  j, , x^  et  y,  donnant 


a’-l-P’  ■’ 


^,r> 


— r’  + y — r" 


> y\T'- 


r‘  — c’a’ 

«’-l-y 


si  l’ôn  fait  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  l’équation  pré- 
cédente, on  obtiendra  évidemment,  sans  qu’il  soit  nécessaire 
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d’achever  le  calcul,  une  équation  de  la  forme 

(5)  [Mp-t-Na+P]  — r’  + R P’+Sa=+Tp-l-Ua-t-V=  o; 

les  coefficients  M,  N,  etc.,  étant  constants  comme  fonctions 
des  quantités  constantes  r,  u,,  b„  etc.,  b\,  etc. 

Par  la  même  raison,  l’équation  y„  — = o sera  do  la  forme 

(6)  (M'p-i-N'a+P')/a^+pII7-=4-R'fi»+S'a’+T'p4-U'a+V'=0, 

dans  laquelle  les  coefficients  sont  également  des  quantités 
constantes,  fonctions  de  r,  a,,  b,,  etc.,  a\,  b\,  etc. 

Maintenant  que  nous  connaissons  quels  sont  et  la  forme  et 
le  degré  des  équations  a:„  — x',„=o,  y,  — _y^=o,  il  nous  sera 
facile,  de  reconnaître  aussi  quels  sont  le  degré  et  la  forme  de 
l’équation  de  la  courbe  cherchée. 

En  effet,  d’après  ce  que  nous  avons  démontré,  l’équation 
,r„  — x'n  = o peut  toujours  se  décomposer  en  deux  facteurs 
F (a,  P)  et/(a,  P).  Pareillement,  l’équation  j« — /„  = o peutse 
décomposer  aussi  en  deux  facteurs,  dont  l'un  serait  le  fac- 
teur/(a,  P),  commun  avec  la  première,  et  l’autre  un  facteur 
quelconque  j (*,  P),  de  même  degré  que  le  facteur  F (a,  p), 
en  sorte  que  les  équations  (5)  et  (6)  sont  de  la  forme 

F («■»  P)  X/(a,  P)  = o,  (a,  P)  X/(a,  P)  =0; 

d’où  l’on  tirera  séparément 

F(a,  p)  = 0,  j(a,  p)  = o,  /(a,  p)  = o. 

Celte  demi  ère  sera  l’équation  de  la  courbe  cherchée.  Quant 
aux  deux  autres,  elles  pourront  être  regardées  comme  celles 
de  deux  courbes  engendrées  de  la  même  manière  que  la  pre- 
mière, mais  avec  un  pôle  de  plus;  ou,  au  moins,  elles  peu- 
vent être  regardées  comme  les  équations  des  projections  de 
pareilles  courbes;  ‘ce  qui  ne  change  pas  le  degré  de  ces 
équations. 

Considérons  d’abord  la  première  équation  F(a,  P)x/(*,  P)=o 
qui  représente  l’équation  (5),  il  est  clair  qu’il  ne  peut  y avoir 
que  deux  cas  : ou  les  facteurs /{a,  p),  F (a,  p)  sont  à la  fois  de 
la  forme  X -g  Y v'ot’-l-p’ — r“';  X et  Y étant  des  fonctions  du 
premier  degré  en  sf  et  p,  c’est-à-dire  que  les  courbes  qu’ils 

I 2. 
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représenloiil  sont  du  second  degré;  ou  bien,  l’un  des  facteurs 
étant  du  premier  degré  en  « et  p,  l’autre  est  nécessairement 
de  la  forme  X + Y + p'  — r’.  Or,  je  dis  que  ce  dernier  cas 
est  impossible,  au  moins  en  général,  c’est-à-dire  pour  tous 
les  cas  où  les  coordonnées  des  pôles  donnés  auront  des  va- 
leurs quelconques. 

En  effet,  si  cela  était  généralement  possible,  on  aurait  deux 
équations  de  la  forme 

(7)  Aa -h  B P -t-C=  O, 

(8)  X-(- Y ^a»-|-p>— = 

Les  quantités  X et  Y ne  peuvent  être  évidemment  que  du 
premier  degré  en  a et  p,  et,  même,  le  coefficient  Y ne  sau- 
rait renfermer  ni  a ni  p,  puisque,  dans  l’équation  (5),  qui  est 
le  produit  des  deux  précédentes,  le  coefficient  du  radical,  évi- 
demment aussi  égal  à Y (Aa -i- Bp -4- C),  ne  renferme  a et  p 
qu’au  premier  degré. 

Cela  posé,  soit  />  le  nombre  des  pôles  correspondants  à la 
courbe  cherchée  dont  l’équation  est /(a,  p)  = o,  />  -|-  i sera  le 
nombre  des  pôles  correspondants  à celle  dont  l’équation  est 
F(a,  p)=o.  Si,  donc,  les  équations  de  ces  deux  courbes 
f[a,  p)=o,  F (a,  p)=o,  étaient  de  la  forme  des  équations  (7) 
et  (8),  il  arriverait  que  la  ligne  décrite  dans  le  cas  d’un  nom- 
bre p de  pôles,  étant  une  droite,  la  courbe,  dans  celui  de, 
p -(-  I pôles,  serait  une  section  conique. 

Maintenant,  si  l’on  supposait  qu’on  eût  cherché  la  courbe 
décrite  par  le  point  a,  pour  p i pôles,  on  aurait  obtenu  des 
équations  de  la  forme  de  celles  (5)  et  (6)  ; donc,  puisque  la 
courbe,  dans  ce  même  cas  de  doit,  selon  ce  qui  pré- 

cède, rester  du  second  degré,  il  faudrait,  par  une  raison  sem- 
blable, qde,  pour  le  cas  de  p+z,  elle  devînt  une  simple  ligne 
droite;  et  ainsi  de  suite  alternativement.  . 

Or  cela  est  faux,  car  nous  avons  démontré  précédemment  (*) 

(*)’  Troisième  solution  analytique  du  problème  énoncé  en  tête  de  In 
section  précédente,  n“  III,  p,  1O7  à 171.  Cette  solution,  dont  l'autenr  a 
développé  exprès  tous  les  calculs  pour  servir  de  point  de  départ  à celle-  - 
ci,  doit  en  être  considérée  comme  l’éclaircissement  et  le  commentaire 
indispensables. 
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que,  lorsqu’il  n’y  a que  trois  pôles  seulement,  comme'quand 
il  y en  a quatre,  la  ligne  courbe  décrite  par  le  sommet  a,  est 
toujours  du  second  degré.  > 

Donc  il  est.  impossible  que  les  facteurs /(a,  p)  et  F(a,  p) 
soient  simultanément  de  la  forme  correspondante  aux  équa- 
tions (7)  et  (8);  donc  enfin,  ils  sont  l’un  et  l’autre  de  la  forme 
X-t-Y  \/a^-|-p’ — r%  et,  par  conséquent,  le  lieu  cherché  ayant, 
en  général,  pour  équation 

X + Y y/a’-h  p\— r’  = O , 
est  une  section  conique. 

Toutefois,  ce  lieu  peut  se  réduire  à une  simple  ligne  droite, 
mais  seulement  pour  une  disposition  toute  particulière  des 
pôles  fixes,  autour  desquels  pivotent  les  divers  côtés,  ainsi 
(|ue  nous  le  verrons  dans  le  Cahier  suivant. 
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SUITE  DES  RECHEUCllES  SUR  LES  PROPRIÉTÉS 
DESCRIPTIVES  DES  SIMPLES  CONIQUES. 


1. 

PREMIÈRES  CONSÉQUENCES  (iÉOSIËTRlQUES  RELATIVES  A l’iNSCRIPTION 
ET  A LA  CIRCONSCRIPTION  DES  POLVCONES  A CES  COURBES. 

Leintnes  préliminaires  concernant  les  polygones  mobiles 
suivant  des  lois  données.  ■ 

On  a vu  (n“  IV,  Cali.  III)  que,  « le  lieu  du  soininei’à,  de  l’aii- 
« gle  circonscrit  au  dernier  côté  ou  côté  libre  x,x\,  [fig.  86), 
» d’un  polygone  variable  inscrit  à une  courbe  du  deuxième 
» degré,  est  lui-même  une  courbe  de  ce  degré,  quand  les 
» divers  autres  côtés,  rendus  mobiles,  sont  assujettis  à passer 
» respectivement  par  autant  de  pôles  ou  points  fixes,  arbilrai- 
» rement  choisis  sur  le  plan  de  la  conique  donnée.  » 

Je  dis,  de  'plus,  que  « le  côté  libre  ou  indépendant  jr, a;',  du 
» même  polygone,  corde  de  contact  conjuguée  au  sommet  a 
» de  l’angle  circonscrit  x,ax\  roulera,  en  l’enveloppant  tan- 
» geniiellcment  dans  toutes  ses  positions,  sur  une  troisième 
» courbe  de  la  même  espèce.  » . 

En  effet,  il  sera  démontré  dans  le  Cahier  suivant,  que  si, 
d’un  point  quelconque  d’une  courbo  (C)  du  deuxième  degré, 
on  mène  deux  tangentes  à une  autre  courbe  (C')  de  ce  degré, 
puis,  que  l’on  joigne  les  deux  points  de  contact  par  une  ligne 
droite,  cette  droite  reste  dans  toutes  ses  positions,  tangente  à 
une  troisième  courbe  du  deuxième  degré. 

Imaginons  donc  {fig.  87)  que  l’on  mène,  par  les  différents 
sommets  du  polygone  inscrit  ci-dessus,  XtX,. . .x\x\  x,.  des 
tangentes  à la  conique  (C),  ces  tangentes  se  couperont  consé- 
cutivement aux  points  m,  «,  o,  p,...a,  et  bonstitueront  ainsi  un 
polygone  circonscrit,  dont  ces  points  respectifs  seront  les  Soin- 
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mets,  mais  qui  pourra  avoir,  comme  le  polygone  inscrit,  une 
ligure  très-irrégulière.  Cela  posé,  si  l’on  déforme  ce  dernier 


Fig.  87. 


polygone  de  manière  que  chacun  des  cotés  tourne  autour  de 
son  pôle  respectif,  il  est  clair  que  le  sommet  correspondant 
de  l’autre  polygone,  considéré  en  particulier,  parcourra  une 
ligne  droite  (111“  Cahier,  p.  12$  et  i33),  tandis  que  le  dernier 
sommet  a,  décrira  la  courbe  ci-dessus  indiquée. 

Donc  réciproquement  : « si  les  sommets  m,  n,  etc.,  d’un  po- 
w lygone  circonscrit  à une  courbe  du  deuxième  degré  sont,  à 
» l’exception  du  dernier  sommet  a,  assujettis  à parcourir  cha- 
» cun  une  droite  donnée,  et  qu’on  déforme  ce  polygone,  le 
» dernier  sommet  décrira  une  courbe  du  même  degré.  » 

Cette  dernière  proposition  donne  la  solution  graphique  du 
problème  suivant  : 

y/  une  conique  donnée,  circonscrire  un  polygone  dont  les 
sommets  s'appuient  sur  autant  de  droites  données. 

. Soient  MNPQRS  88)  un  polygone  quelconque,  convexe 
ou  non;  (C)  une  section  conique  tracée  d’une  manière  arbi- 

Kig.  88. 


M 


traire  dans  son  plan,  circonscrire  à cotte  ligne  courbe  un  poly- 
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gone  d’un  même  nombre  de  côtés  que  le  polygone  donné*  et 
dont  les  sommets  m,  n.  />,  «/,  r,  * soient  situés  respectivement 
sur  les  côtés  du  premier. 

D'après  le  lemme  général  précédemment  cité,  si  l’on  ima- 
gine que  l’on  déforme  le  polygone  mnp,  etc.,  de  manière  que 
chacun  de  ses  sommets  parcoure  un  côté  correspondant  du 
polygone  donné,  à l’exception  du  dernier  sommet  s,  qui  res- 
tera libre,  ce  sommet  parcourra  lui-même  une  courbe  du 
deuxième  degré.  Si  donc  l’on  cherche  l’intersection  de  cette 
courbe  avec  le  dernier  côté  RS  du  polygone  MNP. .. , on  ob- 
tiendra, en  général,  deux  points  s et  s',  auxquels  correspon- 
dront deux  polygones  circonscrits  tels  ipie  mnpqrs,  qui  seront 
les  polygones  demandés. 

Problème  inverse  relatif  à l’inscription  d’un  polygone 
dont  les  côtés  pmsent  par  des  points  donnés. 

Si,  au  lieu  du  polygone  MNP,  etc,  on  avait  donné  les  pôles 
correspondants  à chacun  dès  côtés  de  ce  polygone,  le  pro- 
blème précédent  serait  éyidemment  revenu  à celui-ci  ; 

« Étant  donnés  (Jig.  üj),  une  conique  et  un  nombre  déter- 
» miné  de  points  a,,. ..a',,  eto  situés  arbitrairement  dans 

» son  plan,  inscrire  à la  courbe,  un  polygone  dont  les  côtés 
» passent  respectivement  par  les  points  donnés.  » . 

Or,  les  points  dont  il  s’agit  étant  donnés  à priori  sur  ce  plan, 
on  peut  en  déduire  la  position  de  chacune  des  lignes  droites 
sur  lesquelles  les  sommets  du  polygone  circonscrit  à la  section 
conique  (Jig.  88),  doivent  être  situés;  en  sorte  que  la  solution 
précédente  donne  aussi  celle  du  problème  qui  a été  énoncé 
en  dernier  lieu. 

Remarque  historique.  — Ce  dernier  problème  avait  déjà  été 
résolu,  je  crois,  pour  deux  cas  particuliers,  savoir  : pour  celui 
où  le  polygone  inscrit  ne  doit  être  qu’un  triangle,  lorsque  par 
conséquent  il  n’y  a que  trois  points  donnés  à priori  sur  le  plan 
de  la  conique,  et  ensuite  pour  le  cas  où,  le  nombre  des  points 
donnés  étant  arbitraire  ainsi  que  le  nombre  des  cotés  corres- 
pondants du  polygone  à inscrire  dans  cette  conique,  tous  les 
points  dont  il  s’agit  sont  situés  sur  une  meme  . ligue  droite.  . 
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Nous  en  avons  vu  (III*  Cah.),  la  solution  qui  appartient  à 
M.  Brianchon.  L’autre  est  d’un  jeune  Italien  mort  à l’âge  de 
seize  ou  dix-sept  ans  (*). 

Autre  solution  graphique  des  mêmes  problèmes^ 

L’enveloppe  de  l’espace  parcouru  par  le  dernier  côte  x,x\ 
[fig.  ü'])  du  polygone  niobile  inscrit  à la  section  conique 
donnée,  étant  une  courbe  du  deuxième  degré  dans  les  hypo- 
thèses ci-dessus  indiquées,  on  voit  que  cette  propriété  four- 
nira une  seconde  manière  de  résoudre  les  problèmes  dont  il 
vient  d’être  question.  ' ’ 

En  effet,  si  l’on  suppose  que  les  points  a,, a',  et  a , 
soient  donnés,  et  qu’il  faille  inscrire  à la  courbe  un  poly- 
gone dont  les  côtés  passent  respectivement  par  ces  points,  on 
imaginera  que  le  dernier  côté  Xtx\,  correspondant  au  point  a, 
devienne  libre,  et  que  les  autres  soient  seuls  assujettis  à rem- 
plir la  condition  précédente;  alors  en  déformant  le  polygone 
d’une  manière  continue  ou  progressive,  ce  dernier  côté,  d’après 
ce  qui  précède,  enveloppera  dans  toutes  ses  positions  une 
même  section  conique.  Donc,  si  l’on  mène  par  le  point  a,  à 
cette  section  conique,  deux  tangentes,"  et  que  l’on  trace  éga- 
lement les  deux  polygones  correspondants,  ces  polygones  don- 
neront la  solution  demandée. 

Pour  construire  les  deux  tangentes  en  question,  il  sera  con- 
venable de  tracer  le  contour  de  la  courbe  enveloppéë  par  la 
droite  x,x\  : à cet  effet,  on  déterminera  cidq  positions  de 
cette  droite,  et,  au  moyen  de  la  propriété  A'///  (III*  Cah., 
p,  iSq),  on  pourra  trouver  le  point  de  contact  de  chacune 
d’elles  avec  la  courbe  cherchée.  Ayant  cinq  points  de  cette 
courbe,  on  en  trouvera  par  une  autre  construction  fort  simple, 
autant  que  l’on.voudra  [Prop.  PI/]. 

Par  la  suite,  nous  donnerons  les  moyens  d’obtenir  directe- 
ment le  centre  et  les  axes  d’une  courbe  du  deuxième  degré 


(*)  11  y a là,  dans  Jes  souvenirs  et  les  idées,  une  lacune,  une  confusion 
que  je  n’essayerai  pas  de  rectifier  ici,  et  pour  ce  point  encore,  je  renver- 
rai aux  écrits  déjà  cités  et  bien  connus,  de  mon  vieil  et  excellent  ami, 
M.  Brianchon,  ou,  à leur  défaut,  au  Tniitr  ries  Propriétés  pmjcrtices  ries 
figures,  sect.  IV,  chap.  111. 
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dont  on  connaît  cinq  points  : ainsi  les  solutions  précédentes 
seront  complètes;  nous  devons  en  outre  ajouter  que  ces  solu- 
tions seront  générales,  et  les  mêmes  quelle  que  soit  la  courbe- 
donnée  (C),  c’est-à-dire  qu’elle  soit  une  circonférence  de  cer- 
cle ou  une  section  conique  quelconque. 

Examen  d'un  cas  tout  particulier. 

\oici  un  corollaire  des  propositions  ci-dessus  qui  mérite 
d’être  remarqué  en  passant. 

Soient  (C)  Jif;.  8c),  une  conique  ou  courbe  quelconque  du 
second  degré;  AM  et  AM  deux  droites  arbitraires,  tracées  dans 


P'C-  «O- 


sou  plan;  d’un  point  x'  quelcoiuiue,  situé  sur  la  droite  .VN,  on 
mènç  deux  tangentes  a.' m et  x' ni'  à la  conique  (C);  par  les 
d eux  points  m et  m' où  ces  tangentes  coupent  l’autre  droite  AM, 
ou  mène  deux  nouvelles  tangentes  ma.  et  m'a  qui  se  coupent 
en  a.  Si  l’on  imagine  maintenant  que  l’on  fasse  varier  le 
point  x'  sur  la  droite  AM,  le  point  a décrira,  dans  son  mou- 
vement, une  ligne  droite  A a,  qui  passera  par  le  point  A d’inter- 
section des  deux  premières  droites  AM  et  AM. 

En  effet,  la  figure  peut  être  projetée  sur  un  autre  plan,  de 
façon  que  la  courbe  (C)  y devienne  un  cercle,  et  que  tous  les 
points  de  la  droite  .\M  passent  à l’infini.  Dans  cette  nouvelle 
projection  [fig.  90),  les  tangentes  am'  eta'/n',  ou  aK  et  a'K' 
sont  devenues  parallèles,  de  même  que  les  deux  tangentes  m a 
et  mx'  ou  aK'  et  x'K. 

Or  il  est  parfaitement  évident  tpie,  si  l'on  joint  le  point  x' 
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au  point  «,  celte  droite  sera  la  diagonale  d’un  parallélogramme 
ûcKx'K'  circonscrit  à la  circonférence  de  cercle  (C)  de  la  pro- 


Kig.  90. 


jection;  donc  elle  passera  par  le  centre  C,  et,  par  suite,  la  dis- 
tance Ca  sera  égale  à la  distance  Cx'  ; donc  encore,  si  le  point  x' 
se  meut  sur  une  droite  AN,  le  point  a se  mouvra  sur  une  droite 
A' N'  parallèle  et  symétrique  à la  première. 

Maintenant,  si  l’on  remet  la  figure  en  projection  sur  le  pre- 
mier plan  i^g.  89),  on  verra  que  le  point  a,  projection  du 
point  de  concours  des  tangentes  mobiles  ou  variables  m'a  K, 
amK',  parcourra  une  droite  convergeant,  avec  AM  et  AN,  au 
point  A qui  représente  le  point,  à l’infini,  commun  aux  parai  - 
lèles  AN  et  .VN'  de  la  projection  {Jig.  90). 

D’une  autre  part,  les  deux  points  K et  K'  étant,  dans  cette 
Jig.  90,  situés  sur  un  même  diamètre'"  KK',  à égale  distance  du 
centre  C,  il  n’est  pas  difficile  de  voir  que  ces  points  décriront, 
dans  le  mouvement  dont  il  s’agit,  une  même  ellipse  dont  le 
centre  se  confond  avec  celui  du  cercle  de  projection.  Donc  les 
points  correspondants  K et  K'  de  la  Jig,  89,  parcourront  éga- 
lement une  seule  et  même  ligne  du  deuxième  degré  ; ce  que 
l’on  savait  déjà  parce  qui  précède  (*). 

Si  le  point  x'  de  la  Jig.  90,  au  lieu  de  parcourir  une  droite 
AN,  décrivait  une  courbe  quelconque  du  deuxième  degré,  il 


(*)  Voy.  les  solutions  analytiques  du  problème  dont  on  s’est  occupé 
dans  le  n°  111  du  III'  Cahier,  p.  149  et  suiv. 
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est  clair  que  son  symétrique  a,  parcourrait  aussi  une  ligne  de 
ce  degré,  et  qui  ne  différerait  de  la  première  que  par  sa  posi- 
tion. Donc,  dans  le  même  cas,  le  point  a de  la  figure  primitive, 
tracera  encore  une  courbe  du  second  degré. 

II. 

KECilERCIlES  ANALYTIQUES  PARTICULIÈRES  RELATIVES  AU  PROBLÈME  DU 

N°1V  (III'  C.ah.),  pour  le  cas  ou  les  pôles  des  différents  cotés 

DU  polygone  sont  en  ligne  droite. 

Dans  le  cas  tout  particulier  où  les  pôles  etc.-,  de  la 

Jig.  86  ou  91,  seraient  situés  sur  une  même  ligne  droite,  la  fi- 
gure pouvant  être  projetée,  sur  un  nouveau  plan,  de  manière 
que  la  directrice  du  second  degré  des  sonimets  du  polygone 
soit  un  cercle,  et  que  tous  les  points  de  la  droite  où  se  trouvent 
situés  les  pôles,  soient  placés  à l’infini  sur  le  nouveau  plan,  il 
est  par  là  évident,  d'apres  le  Principe  IV  de  projection  souvent 
invoqué,  que  les  droites  qui  concouraient  en  chacun  de  ces 
jiùles  dans  la  figure  d’abord  considérée,  sont  devenues  des 
droites  parallèles  dans  la  nouvelle.  Donc,  si  l’on  conçoit  par 
l’origine  C,  des  axes  coordonnés,  une  droite  qui  passe  par  la 
projection  à l’infini  du  pôle  «,  par  exemple,  cette  droite  aura 
une  inclinaison  invariable  ou  déterminée. 

Soit  m,  la  tangente  trigonoinétrique  de  l’angle  <|ui  mesure 
cette  inclinaison  sur  l’axe  des  x,  l’équation  de  la  parallèle  Co, 

Fig.  91. 


à étant  = les  coordonnées  a,  et  ô,  de  la  projec- 

tion du  pôle  tout  en  devenant  infinies,  devronfs'atisfaire  à 

cette  équation,  de  sorte  qu  ici  t-  = 

ft,  w, 

Pareillement,  (pioique  les  coordonnées  de  la' projection 
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de  n\  soient  devenues  infinies,  si  on  les  représente  par  n, 
et  b',,  leur  quotient  sera  égal  à une  quantité  déterminée  «j, 
qui  ne  sera,  en  général,  ni  nulle  ni  infinie  ; or  il  est  clair  que 
les  équations  par  lesquelles  nous  avons  obtenu  les  coordonnées 
des  intersections  successives  .r„  etc.,  subsistent  toujours, 
et  qu’il  suffira  d’y  faire  les  coordonnées  a,,  n„  etc.,  des  pôles 

égales  à en  observant  cependant  qu’on  doit  avoir  — = /«„ 

f>\  , . . ^ 

— ^ = m, , et  ainsi  des  autres. 

rti  ■ ■ 

Si  nous  considérons,  par  exemple,  la  valeur  de  x,  trouvée 
dans  l’endroit  précédemment  cité, 

aaïC’ — fe.ji-I- (fe?  — a\ — r^) 

’ a’-t-ôî  + r’ — ■}.a^x,  — -ibxy,  • 

on  la  divisera  d’abord,  haut  et  bas,  par  a],  ce  qui  en  changera 
la  forme  sans  en  changer  la  valeur;  en  y faisant  ensuite  les  sup- 
positions précédentes  et  supprimant  les  quantités  multipliées 

par  — comme  nulles,  il  viendra,  pour  la  nouvelle  valeur  de  x„ 

O'i 

— aw.ri  — (| — m]]x, 


Si  l’on  fait  la  même  chose  pour  Vj,  on  obtient 
— aai.aTi  — {m\ — ijvi 


Ti- 


Remplaçant  ensuite  dans  ces  expressions,  m^  par  x,  et  y, 
par  X,  et  J,,  on  aura  les  valeurs  de  jj,  et  et  ainsi  de  suite. 

De  là  il  résulte  que  tous  les  dénominateurs  seront  des  con- 
stantes, et  que  les  numérateurs  ne  renfermeront  point  de 
termes  indépendants  de  a:,  ou  j\.  Si  donc  on  faisait  les  substi- 
tutions successives  indiquées  dans  le  cas  général,  évidemment 
on  obtiendrait  pour  x„  et  des  valeurs  de  cette  forme 


.r„; 


Bar,  -I-  C vc 
1)  ’ 


y't — 


C'fi 

T) 
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Par  la  même  raison,  on  aurail  pour  x\„  et  «les  valeurs  telles 

ipie 

. _ B,  X,  + C, /,  , _ B-,  x\-hC,  r\ 

1).  ’ I). 

On  voit,  d’après  cela,  queles  équations  de  condition  x„ — x'^—o. 
Va — n’auront  plus  la  forme  (5)  et  (0)  qu’elles  avaient 
dans  le  cas  général. 

En  effet,  si  l’on  substitue,  par  exemple,  pour  x„  et  x[^  leurs 
valeurs  dans  l’équation  x„ — x[^=o,  elle  deviendra 

BD,ar,  + CD,j, — B,Djr',  — G,I)_r'i  =o. 

Mettant  dans  cette  équation  pour  x,,  ji,  x\,  y'\,  leurs  valeurs 
respectives  (p.  i^S),  on  obtiendra  évidemment  une  dernière 
équation  de  la  forme 

[a]  (Mp-t-Na)  P’ — /•’-t-Tp  + U'a  = o, 

laquelle,  d’après  ce  qu’on  a démontré  (IIP  Cah.,  n"  IV,  p.  174}, 
«loit  être  le  produit  de  deux  facteurs /(a,  p)  et  !•’(«,  p),  dont 
l’un  égalé  à zéro  donne  l’équation  de  la  courbe  cherchée,  et 
dont  l’autre  donne  celle  d’une  ligne  qui  peut  être  considérée 
comme  la  projection  d’un  lieu  géométrique  analogue,  mais 
pour  lequel  il  j a un  pôle  de  plus,  ou  plutôt,  pour  lequel  un 
côté  de  plus  du  polygone  doit  avoir  une  direction  connue.  ■* 
Or  il  est  facile  de  s’assurer  que  l’équation  («)  ne  peut  être 
ici  que  le  produit  de  deux  facteurs  de  la  forme 

• Ma-+-Np*  T + Sy'a’+P’— r>  • 

dans  lesquels  M,  N,  T,  S sont  des  constantes  distinctes  de 
celles  déjà  employées  ci-dessus. 

,Si  on  les  égale  séparément  à zéro  pour  savoir  à quelles  lignes 
ils  correspondent,  ce  qui  donne 

(è)  Ma^Np=’o,  ■ ' 

pour  le  premier  d’entre  eux,  et,  pour  le  second, 

(«■')  Th- p’ — /•’=  O, 
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on  verra  que  l’une  des  deux  lignes  représentées  par  ces  équa- 
tions, est  une  droite  et  l’autre  une  circonférence  de  cercle. 

' i> 

Discussion  des  résultats.  — Influence  du  nombre  des  pôles 
■ ou  des  axes  fixes  parallèles  ati.v  côtés  du  polygone. 

Supposons  que  p représente,  pour  un  certain  cas,  le  nombre 
des  pôles  ou  des  axes  qui  répondent  à l’équation  (c),  la  droite 
dont  l’équation  est  {b)  ou  Ma-t-Np  = o,  répondra  générale- 
ment au  cas  où  il  y a /?-t- 1 de  ces  mêmes  axes,  ou  directions 
fixes,  et  réciproquement  (p.  178  et  174). 

Admettons  que,  les  équations  précédentes  se  rapportant  au 
cas  où  p est  le  nombre  des  axes  dont  la  direction  est  donnée, 
la  courbe  cherchée  soit  réellement  un  cercle  (c),  la  droite  (6) 
sera  une  solution  étrangère.  Si  l’on  suppose  que  les  mêmes 
équations  appartiennent  au  cas  où  p + 1 est  le  nombre  de 
ces  axes;  alors,  des  deux  lignes  fournies  par  l’équation  (a) 
ou  x„ — a?'„=o,  l’une  sera  une  ligne  droite  correspondant  à 
p + i directions  fixes,  et  l’autre  sera  un  cercle  correspondant 
à /> -t- 2 de  ces  directions  (*  ). 

En  continuant  ce  raisonnement,  on  voit  que  si  l’on  aug- 
mente successivement  d’une  unité  le  nombre  des  cotés  du 
polygone  à directions  fixes,  on  obtiendra,  pour  les  cas  corres- 
pondants, alternativement  une  droite  et  un  cercle,  et  que, 
par  conséquent,  si  la  solution  relative  à p est  un  cerclé,  celles 
relatives  à p 1,  p -y  p -\-6,  etc.,  p — 2,  p — 4>  etc., 
donneront  aussi  des  cercles;  tandis  que,  dans  les  hypothèses- 
relatives  aux  nombres  p + i,  p+  'i,  etc.,  p — i,  p — 3.,  etc., 
les  cercles  seront  remplacés  par  des  lignes  droites.  Les  équa-, 
tiens  [b]  et  (c)  font  voir  que  tous  ces  cercles  auront  mêine 
centre  que  le  cercle  donné  (C),  et  que  toutes  les  droites  seront 
des  diapiètres  de  ce  cercle.  ’ 

11  reste  maintenant  à savoir  si  c’est  la  suite  des  noriibres  de 
donnéès  pairs  ou  impairs,  qui  produisent  le  cercle.  On  pour- 


{*)  La  rédaction  de  ce  passage  était  obscure,  incorrecte  même  à force 
-de  laconisme  et  ppr  l’emploi  du  raol  droite  appliqué  àdes  choses  distinctes; 
on  a dù,  pour  la  clarté,  y apporter  lors  de  l'impression,  quelques  change- 
ments qui  n’en  altèrent  aucunement  le  sens. 
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rail  peut-être' Ip  découvrir  en  comparant  directement  entre 
elles  les  équations  x, — x'„=o,  r„ — ,r,'„=o;  mais  il  sera  plus 
simple  d’examiner  géométriquement  ce  qui  arrive  dans  des  cas 
particuliers. 

Si  l’on  suppose,  par  exemple  p = \,  {Jtg.  92),  c’est-à-dire 
qu’il  n’y  ait  qu’un  seul  coté  mobile  x'x,,  donné  par  sa  direc- 

f'B-  9’ 


lion,  il  est  facile  de  voir  que  la  courbe  décrite  par  le  som- 
met a de  l’angle  circonscrit  au  côté-corde  x'x,,  est  une  ligne 
droite  indéfinie;  l’inspection  seule  de  la  figure  suffit  pour  cela. 
Donc  tous  les  nombres  impairs  p,  de  pôles  ou  de  directions 
fixes,  donneront  des'  lignes  droites  diamétrales,  et  tous  les 
nombres  pairs , des  circonférences  de  cercle  concentriques 
au  cercle  directeur  (C). 

Si  l’on  considère  maintenant  une  courbe  quelconque  du 
deuxième  degré  et  un  système  de  pôles  situés  sur  une  ligne 
droite  dans  son  plan,  dont  la  figure  peut  être  supposée  avoir 
pour  projection  la  Jig.  86  ou  91,  il  est  clair  que,  dons  ce  cas, 
les  cercles  et  les  droites,  lieux  des  intersections  a des  couples 
de  tangentes  ou  sommets  d’angles  circonscrits,  deviendront 
respectivement  de  nouvelles  courbes  du  second  degré  ou  de 
nouvelles  droites  passant  toutes  par  un  même  point.  Ce  point, 
très-distinct  d’ailleurs  du  centre  de  la  conique  donnée,  pourra 
être  facilement  déterminé  quand  la  droite  des  pôles  le  sera 
pareillement,  comme  on  le  verra  ci-après. 

Cas  où  le  nombre  p,  des  pôles,  étant  impair,  le  lieu 
du  point  a est  une  simple  ligne  droite. 

Soient  a,<C,  {/ig-.^^},  la  droite  des  pôles  donnés  et  (C)  une 
courbe  quelconque  du  deuxième  degré.  Supposons  d’abord 
qu’il  n’y  ait  qu’un  pôle  a,  : alors  si  l’on  mène  par  ce  pôle,  une 
droite  quelconque  n,.r' .r"  qui  coupe  la  conique  (C),  en  deux 


Digitized  by  C 


DES  SIMPLES  CONIQUES.  iç)3 

poinls  x',  x",  et  qu’à  chacun  de  ces  points  on  mène  une  lan- 
V gente  à la  courbe,  ces  deux  tangentes  se  couperont  en  un 
point  m;  imaginant  de  plus,  que  la  droite  n,x'  varie  de  posi- 

Fip. 


tion  autour  de  a,,  le  point  m,  dérivé  de  Uix'x'',  parcourra 
une  droite  mC',  qui  est  elle-mênie  la  dérivée  du  pôle  a,  ; pro- 
priété bien  connue  et  déjà  démontrée  (III'  Cah.).  Si  d’ailleurs, 
au  lieu  du  pôle  a,,  on  eût  choisi  le  pôle  le  sommet  d’an- 
gle circonscrit  correspondant  «,  eût  parcouru  une  autre  droite 
«C',  qui  coupe  la  première  en  un  point  C'  : le  pôle  a"  four- 
nirait pareillement  une  dérivée  pC  passant  parle  même  point 
fixe  C',  etc. 

En  effet,  si  l’on  suppose  la  figure  projetée  sur  un  nouveau 
plan,  de  façon  que  la  conique  donnée  devienne  un  cercle  et 
que  tous  les  points  de  la  droite  a,  a',  soient  situés  à l’infini, 
il  est  clair,  d’après  ce  qui  a été  dit  ci-dessus,  que  les  droites 
mC',  nC'  et  pC  seront  toutes  trois  des  diamètres  de  ce  cercle  ; 
par  conséquent,  elles  se  coupent  aussi  en  un  même  point 
correspondant  au  centre  du  cercle  de  projection.  Donc  enfin 
(Princ.  rV)  les  droites  mC',  nC,pü  et  leurs  analogues  pour 
un  nombre  impair  de  pôles  se  coupent,  comme  on  l’a  avancé, 
en  un  point  unique  C',  pôle  dérivé  de  la  droite  a, a',  a" . . . , 
représentant  le  centre  du  cercle  projection  de  la  conique  don- 
née (C),  qui  contient  les  sommets  mobiles  du  polygone. 

Considérons,  en  particulier,  un  quadrilatère  x'x" x-,Xi  in- 
scrit à la  courbe  (C),  et  dont  trois  des  côtés  x'x",  x"x„  x,x, 
passent  respectivement  par  les  pôles  a,,  a,  et  a',  le  quatrième 
I.  - i3 
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cùlé  x'xi  restant  libre;  supposons  toujours  qu’aux  extrémités 
x'  el  X,  de  ce  dernier  coté,  on  mène  deux  tangentes  x'a  et 
X,  a à la  conique  (C),  elles  se  couperont  en  un  point  a,  qui  par- 
courra une  ligne  droite  aC'  quand  on  déformera  le  quadrilatère 
en  l’assujettissant,  dans  toutes  ses  positions,  à la  condition  dont 
il  s’agit,  et  cette  droite  passera  par  le  point  C',  délerininé  pré- 
cédemment. 

La  même  chose  arriverait  évidemment,  quels  que  fussent  le 
nombre,  la  position  des  pôles  fixes,  situés  sur  la  droite  aa\, 
pourvu  néanmoins  que  ce  nombre  soit  impair.  On  voit,  par  là, 
combien  il  devient  facile  de  résoudre  ce  problème  : 

Étant  donnés  un  nombre  impair  de^points  situés  en  ligne 
droite  et  une  courbe  quelconque  du  deuxième  degré  (C), 
inscrire  à cette  courbe,  un  polygone  dont  les  côtés  passent 
respectivement  par  les  points  donnés. 

S’il  s’agit,  par  exemple,  du  cas  de  trois  pôles  ci,,  a’,,  on 
déterminera  la  droite  aC'  par  le  moyen  indiqué  ci-dessus; 
après  quoi,  on  cherchera  les  deux  points  K et  I où  cette  droite 
vient  couper  la  conique  (C);  ces  deux  points  seront  les  som- 
mets des  deux  triangles  inscrits  demandés,  dont  les  côtés  pas- 
sent par  les  trois  points  a,,  a',,  a\. 

Considérant  en  particulier  le  point  I,  on  mènera  par  ce 
point,  qui  représente  h la  fois,  un  point  x'  et  un  point  x,  con- 
fondus, deux  droites  la,  et  la',  aux  pôles  a,  et  d,  correspon- 
dants, ces  droites  prolongées  viendront  couper  la  conique  (C) 
en  deux  autres  points  «y  et  n qui  seront  les  sommets  mêmes  du 
triangle  cherché;  de  sorte  qu’en  traçant  le  troisième  côté  çtt, 
il  passera  par  le  point  a",,  et  le  triangle  Ifn  sera  le  triangle 
demandé.  - 

Théorème  relatif  aux  couples  de  polygones  d’ordre  impair, 
inscrits  à une  conique,  et  dont  les  côtés  respectifs  concou- 
rent en  des  points  rangés  sur  une  droite. 

Les  deux  triangles  relatifs  à l’exemple  ci-dessus,  donnés  par 
la  droite  Kl  [fig.  g3),  sont  les  seuls  que  l’on  puisse  inscrire  à 
la  conique  (C),  quoique  celle  droite  Kl  ne  soit  pas  unique. 

En  effet,  soient  ^b  {fig.  94)  la  droite  IK  déterminée  comme 
on  l’a  dit  précédemment,  ABC  et  abc  les  deux  triangles  insorits 
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rorrespondüius,  je  dis  que  si  l’on  Joint  deux  à deux  les  soin- 
luels  de  ces  irianj^les,  par  les  trois  droites  bb,  \a.  Ce,  ces 
droites  viendront  se  couper  en  un  même  point  C';  car  c’est 
une  propriété  connue  que,  quand  les  côtés  correspond.! nts  de 


<)4- 


deux  triangles  quelconques  sc  coupent  respectivement  en  trois 
points  situés  sur  une  même  ligne  droite,  les  trois  droites  (|ui 
joignent  deux  à deux  les  sommets  opposés  dans  ces  triangles, 
se  coupent  en  un  même  point.  Or  c’est  là  ce  qui  a lieu  dans  le 
cas  de  la  figure  ci-dessus. 

Il  n’est  pas  difficile  de  voir  maintenant  que  les  trois  droites 
B/>,  Ce  et  A a sont  précisément  les  trois  droites  qu’on  obtien- 
drait, parla  construction  précédente,  si  l’on  intervertissait  l’or- 
dre des  côtés  du  quadrilatère  inscrit;  ce  qui  fait  voir,  en  même 
temps,  que  le  point  où  elles  se  coupent  est  le  même  que  le 
point  C'  de  la  Jig.  93. 

Là  même  observation  a lieu  quel  que  soit  le  nombre  im- 
pair des  pôles  a„  fl',,  etc.,  ou  des  côtés  du  polygone  qu’il  s’agit 
d’inscrire  à la  courbe  donnée  (C).  Ainsi,  quel  que  soit  le  nom- 
bre de  ces  pôles  et  côtés,  s’il  est  impair,  on  n’obtiendra  qui' 
deux  polygones,  tels  qu’en  en  joignant  deux  à deux  les  sommets 
opposés  par  des  droites,  elles  se  coupent  en  un  même  point, 
lequel,  ici  encore,  n’est  autre  que  le  point  C' conjugué  à «,  a',  . 

Cas  d’impossibilité.  — La  solution  du  problème  ci-dessus 
ne  devient  évidemment  impossible  ou  imaginaire,  que  quand 
la  droite  IK  (Jig.  qS)  cesse  de  couper  la  conique  (C);  mais 
alors  le  point  C'  est  nécessairement  situé  au  dehors  de  celte 
courbe,  et  par  conséquent,  dans  le  même  cas,  la  droite  flifl', 
sur  laquelle  sont  situés  les  points  ou  pôles  donnés,  rencon- 

1 3. 
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Irera  nécessairement  aussi  quelque  part,  la  directrice  (C)  des 

sommets  du  polygone  variable. 

Donc  la  solution  sera  toujours  réelle  quand  la  ligne  des 
pôles  sera  au  dehors  de  la  courbe  donnée;  dans  le  cas  con- 
traire, elle  pourra  devenir  impossible  pour  une  disposition 
particulière  de  ces  pôles. 

Cas  oii,  le  nonibré.  des  pôles  étant  pair,  le  lien 
du  sommet  libre  est  une  conique. 

L’examen  du  cas  où  le  nombre  de  pôles  donnés  est  pair  va 
nous  fournir  des  conséiiuences  assez  singulières. 

Soient  (C),  ^g.  gS,  une  courbe  quelconque  du  deuxième 
degré  ; a',  etc.,  un  nombre  pair  de  points  donnés,  situés 

sur  la  même  droite  «a.;  proposons-nous  d’inscrire  à cette 
courbe  un  polygone  dont  les  cotés  respectifs  passent  par  les 
points  donnés. 

On  peut,  en  vertu  du  Principe  IV,  considérer  la  figure  comme 
la  projection  d’une  autre  (Jîg.  gG),  dans  laquelle  la  courbe  (C) 
serait  remplacée  par  le  cercle  (C'),  et  la  droite  aa,  par  une 
droite  située  à l’infini;  donc,  d’après  ce  qui  a été  démontré 
au  commencement  de  ce  n°  II,  si  l’on  imagine  un  polygone 


Fig.  95. 


quelconque  inscrit  au  cercle  (C')  et  dont  les  côtés  soient  res- 
pectivement parallèles  à autant  de  droites  fixes  qu’il  y a de 
pôles  donnés,  à l’exception  d’un  dernier  côté  resté  libre; 
qu’on  mène  par  les  extrémités  de  ce  dernier  côté,  deux  tan- 
gentes à la  conique  devenue  cercle,  ces  tangentes  se  coupe- 
ront en^un  point  a,  et  si  l’on  suppose  que  l’on  déforme  le 
polygone  en  l’assujettissant  toujours  à la  même  condition,  ce 

- ^ 
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point  a décrira  un  cercle  concentrique  à (C  ).  Donc  le  cercle 
décrit  ne  pouvant  jamais  rencontrer  (C'),  il  est  impossible 


Fig.  96. 


aussi  que  le  point  a soit  Jamais  sur  ce  dernier  cercle,  à moins 
toutefois  que  les  deux  cercles  ne  se  confondent. 

Donc  enfin  il  sera  impossible  que  les  deux  points  x’ , a:,  se 
confondent  nulle  part,  et  partant,  qu’il  y ait  un  seul  polygone 
d’un  nombre  pair  de  côtés  de  directions  données  inscrit  au 
cercle»^'),  à moins  que  tous  les  polygones  construits  de  la 
même  manière,  ne  soient  spontanément  inscriptibles  à la 
circonférence  du  cercle  (C'). 

Impossibilité  absolue  ou  possibilité  indéfinie  de  l’inscription 
des  polygones  d’ordre  pair.  — De  là  résulte,  en  général,  qu’il 
ne  sera  pas  possible  d’inscrire  à la  conique  [fg.  qS),  projec- 
tion du  cercle,  un  polygone  d’un  nombre  pair  de  côtés  passant 
respectivement  par  autant  de  points  donnés  sur  une  droite, 
et  que,  s’il  était  possible  d’en  inscrire  rigoureusement  un  seul, 
on  pourrait,  par  là  même,  en  inscrire  une  infinité.  Ainsi,  dans 
le  cas  particulier  de  cette  dernière  figure,  où  il  s’agit  d’un 
quadrilatère  à quatre  pôles,  s’il  y en  a un  seul  x' x" XxXi  d’in- 
scrit à la  conique,  il  y en  aura  nécessairement  une  infinité. 

La  solution  se  borne  donc  à ceci  : « Par  le  pôle  a,  mener 
» arbitrairement  une  droite  ax',  qui  coupe  la  conique  en  od 
B et  X,;  joindre  le  point  x'  avec  le  pôle  a' , ce  qui  déterminera 
» le  point  x" , joindre  x"  avec  le  pôle  a„  ce  qui  donnera  le 
» point  X,,  enfin  joindre  le  point  x,  avec  le  quatrième  pôle  a„ 
» ce  qui  donnera  un  dernier  point  x,;  » si  ce  point  se  confond 
avec  celui  obtenu  d’abord  au  moyen  de  ax„  ce  qui  a lieu  dans 
le  ras  de  la  fig.  g5,  tous  les  quadrilatères  obtenus  de  la  même 
manière,  seront  inscrits  à la  courbe;  dans  le  cas  contraire,  il 
n’y  en  aura  absolument  aucun. 
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Keiiiarquons-le  cependant,  l’observation  précédente  suppose 
que  la  projection  de  la  Ji^.  t)5  dans  la  fij'.  pti,  soit  possible 
géométriquement;  ce  qui  exige  que  la  droite  des  pôles  ne 
leTicoiilre  pas  la  courbe  (Princ.  IV).  Kii  d’autres  termes,  de  ce 
(|iie  la  courbe  décrite  par  le  point  a (./jg'.  p3),  sommet  des 
anglfis  circonscrits  au  côté  libre  x' x,,  ne  peut,  ici  où  il  s’agit 
d’un  nombre  pair  de  pôles,  rencontrer  la  conir|ue  donnée  (C) 
sans  se  conlondre  avec  elle  quand  la  droite  a«,  ne  rencontre 
pas  celle  conii|ue , ce  n’est  j>as  un  motif  suflisanl  d’en  con- 
clure que  cela  aurait  encore  lieu  dans  le  cas  contraire  où  celle 
droite  la  rencontrerait  géométriquement. 

En  effet,  la  condition  pour  que  deux  coniques  sé  cou])eiU 
en  un  ou  plusieurs  points,  est  évidemmenl  purement  relative 
et  dépendante  de  la  grandeur  des  constantes  (|ui  entrent  dans 
leurs  équations.  Par  Cüusé(|uenl,  il  peut  arriver  qu’une  cer- 
taine disposition  de  la  ligne  décrite  par  le  sommet  ^a,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  une  certaine  disposition  de?  pôles 
a,  etc.,  rende  réelles  certaines  valeurs  des  coordonnées  des 
points  d’inli'rseclion,  de  sorte  (jue,  dans  un  tel  cas,  les  courbes 
pourraient  se  couper  effectivement 

Quoi(|ue,  d’après  cela,  il  ne  soit  j)lus  exact  de  dire,  en  toute 
rigueur,  i|ue,  ipiand  la  droite  des  pôles  rencontre  la  conitjue 
donnée  (C),  la  courbe  (a)  ne  puisse  avoir  aucun  point  commun 
avec  elle  sans  s’y  confondre  entièrement,  on  ne  doit  pas  néan- 
moins en  conclure  que  la  propriété  dont  jouit  le  quadrilatère 
inscrit  à celle  conique  quand  la  droite  des  pôles  est  en  de- 
hors de  son  périmètre , ne  soit  pas  vraie  dans  le  cas  con- 
traire.  En  effet,  ce  quadrilatère  n’esl  assujelli  qu’à  une  condi- 
tion de  position,  à savoir  ; que  ses  sommets  soient  situés  sur 
la  courbe  (C),  et  (|ue  ses  côtés  passent  par  les  (|ualre  points  don- 
nés; d’autre  part,  coinine  il  est  prouvé  pour  le  premier  cas, 
que,  iiuand  les  quatre  sommets  peuvent  être  à la  fois  sur  (G), 
ils  doivent  pouvoir  y être  d’une  inlinité  de  manières  différentes 
et  telles,  par  consé(|uent  que,  si  trois  d’entre  eux  parcourent 
celle  courbe,  le  quatrième  la  parcourra  en  même  temps,  il  faut, 
de  toute  nécessité,  que  celle  même  propriété  ail  lieu  aussi  dans 
le  cas  contraire  où  la  ligne  droite  des  pôles  pénétrerait  à l’in- 
térieur de  la  courbe  (G). 
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Üéjlexions  f^énérales  sur  les  cas  d'impossibUitê 
des  problèmes  de  géométrie  ci-dessus. 

Toutes  les  conséquences  précédentes  dérivent  naturelle- 
inent  des  principes  établis  au  conimenceinent  du  III'  Cahier. 
Nous  allons  cependant  en  donner  encore  ici  une  démonstra- 
tion particulière. 

Supposons  que  le  quadrilatère  a.x“ [fig.  97)  soit  assu- 
jetti aux  conditions  suivantes  : que  ses  côtés  passent  par  los 
pôles  respectifs  a,  a,,  a' , et  que  ses  trois  soinniets  x" , x'" 
et  X,  restent  sur  la  courbe  (C);  son  dernier  soinmet  a,  deineui  é 

Pic-  97- 


<X 


libre,  parcourra  nécessairement  une  autre  ligne  courbe,  i|uand 
on  viendra  à déformer  ce  même  quadrilatère  de  toutes  les 
manières  continues  possibles.  En  soumettant  cette  ipiestion  à 
l’analyse  algébrique,  il  est  clair  que  l’on  trouvera  une  équation 
du  deuxième  degré  (111*  Cah.,  Prop.  IX),  qui  sera  la  même, 
soit  que  la  droite  aa,  rencontre  ou  ne  rencontre  pas  la  co- 
nique (C).  Donc,  s’il  arrive  que  le  lieu  du  sommet  a doive  se 
confondre  avec  celte  courbe  pour  le  cas  où  «a,  ne  la  rencontre 
pas,  la  même  chose  arrivera  encore  dans  le  cas  où  celte  droite 
vient  à la  rencontrer  : la  raison  en  est  bien  simple,  puisque, 
en  passant  d’un  cas  à l’autre,  l’équation  finale  en  a et  p ne 
changeant  pas  de  forme,  il  n’y  a que  la  valeur  implicite  des 
coefficients  qui  puisse  changer;  leur  expression  analytique 
restant  explicitement  la  même. 

Donc  aussi,  toute  propriété  qui  ne  dépend  que  de  la  forme 
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générale  de  eellc  équation  sera  une  propriété  de  nature  inva- 
riable, tandis  que  toute  propriété  dé|)endante  de  la  grandeur 
implicite  des  coeflicienls,  peut  cesser  d’exister  nécessairement 
(|iiand  cette  grandeur  vient  à changer.  Ainsi,  par  exemple, 
si  les  courbes  (a)  et  (C)  devaient  en  général  être  tangentes 
entre  elles,  cette  propriété  pourrait  bien  cesser  d’exister  sans 
que  la  forme  de  l’équation  de  la  première  d’entre  elles  chan- 
geât, à proprement  parler.  Dans  ce  cas  donc,  la  condition  de 
contact  a bien  lieu,  analytiquement  parlant,  mais  les  coor- 
données des  points  de  contact  eux-mêmes  sont  imaginaires, 
et,  par  conséquent,  le  contact  n’existe  plus  physiquement  ou 
graphiquement. 

Nous  pourrions  de  là  tirer  une  conséquence  assez  diflicile  à 
concevoir  géométriquement,  et  qui  n’en  est  pas  moins  une 
vérité  mathématique  indiscutable,  quoique  d’apparence  para- 
doxale : a Deux  coniques  qui  ne  se  coupent  pas  peuvent 
n néanmoins  être  liées  entre  elles,  géométriquement  ou  par 
» certaines  relations  graphiques,  de  la  même  manière  que  si 
» elles  se  coupaient  ou  se  touchaient  effectivement,  et  elles 
>>  peuvent,  dans  l’un  et  l’autre  cas,  posséder  les  mêmes  pro- 
» priétés  relatives.  » 

Pour  en  donner  un  exemple  bien  élémentaire  (l"  Cahier), 
nous  savons  que  deux  cercles  peuvent  se  couper  en  général  sui- 
vant deux  points,  et  par  conséquent  qu’ils  ont,  généralement 
aussi,  une  corde  commune;  mais,  sur  le  plan  de  ces  cercles,  il 
existe  une  droite  liée  à leur  système  ou  ensemble  d’une  manière 
indépendante  et  telle,  que  si  les  cercles  ne  se  coupent  plus,  la 
droite  cesse  bien,  géométriquement  parlant,  d’être  une  corde 
commune,  sans  que  cela  soit  vrai  considéré  d’une  manière 
analytique.  Il  résulte,  en  effet,  des  lemmes  du  I"  Cahier,  que 
la  direction  indéfinie  de  cette  droite  existe  encore  dans  le  der- 
nier cas;  qu’on  peut  même  la  construire  de  plusieurs  manières 
différentes  et  qu’elle  remplace,  en  fait,  une  véritable  corde 
commune,  puisqu’elle  en  conserve  toutes  les  propriétés  des- 
criptives inhérentes  à la  disposition  mutuelle  des  parties  de  la 
ligure  et  non  à leur  grandeur  absolue. 

En  particulier,  soient  sur  un  même  plan  trois  cercles  qui  se 
coupent  ou  ne  se  coupent  pas;  si  l’on  trace  les  trois  cordes 
communes,  deux  à deux,  à ces  cercles,  ou  les  droites  qui  les 
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remplacent,  elles  passeront  par  un  même  point  dans  tous  les 
cas  possibles  (vof.  les  propriétés  des  cordes  communes  aux 
cercles,  I"  Gabier,  Prop.  VIII  et  suiv.). 


Examen  analytique  circonstancié  du  cas  oü  les  pôles 
des  côtés  se  réduisent  à deux. 

Ce  cas  tout  particulier,  a évidemment  un  rapport  immédiat 
avec  la  question  générale  qui  nous  occupe. 

Supposons,  en  effet,  qu’au  lieu  de  quatre  pôles  on  n’en 
considère  que  deux,  cette  hypothèse  devra  nous  offrir  des 
conséquences  à peu  près  semblables.  Ici  il  ne  peut  être  ques- 
tion d’inscrire  à une  conique  (G),  un  polygone,  à deux  som- 
mets, dont  les  côtés  passent  par  les  pôles  donnés,  car  la  chose 
évidemment  n’a  plus  de  sens.  Mais,  comme  la  courbe  décrite^ 


Fig.  98. 


par  le  point  de  concours  a des  tangentes  a.x'  et  ax^  [Jig^  98), 
ne  cesse  pas  d’exister,  il  est  possible  de  tirer  de  sa  discussion 
algébrique,  quelques  conséquences  générales  intéressantes. 

(’clte  courbe  est  évidemment  celle  que  nous  avons  consi- 
dérée  au  n"  III  du  III*  Cah.  : les  droites  AM  et  AN  sont  ici 
celles  décrites  par  léS  sommets  m et  « dans  leurs  différentes 
positions.  Or  l’équation  de  la  courbe  des  points  a,  relative  à 
ce  cas,  en  supposant  que  l’axe  des  x passe  par  le  centre  G du 
cercle  et  par  le  point  A,  revient  à la  suivante  ( p.  148)  : 

[AB(rt'— r>)  — /•’]’ («>-!- /■»)  — /•"(  A — B)’(rta  — /•’)’=:  O. 
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Ouaml  ou  suppose,  dans  celte  équation, 

a = — . OU  «St  — /’=o, 
a 

elle  se  réduit  à celle-ci, 

a’-f-  fi’ — r^—  O ; 

, , , /■’ 
c esl-a-dire  que  le  point  ([ui  correspond  a l’abscisse  — » est 

commun  au  cercle  et  à la  courbe  des  a;  il  y a plus  encore,  ce 
point  qui  est  double,  puisque  l’on  a ^ = est  celui 

même  où  ces  deux  courbes  se  louchent  (*),  puisque  jamais  le 
sommet  a ne  saurait  entrer  dans  le  cercle  (C). 

1!  n’est  pas  difficile  de  voir,  comme  on  l’a  remarqué  à l’en- 
droit cite,  que  les  points  de  contact  s’obtiennent,  dans  chaque 
cas,  en  menant  par  A,  deux  tangentes  au  cercle  (C).  De  plus, 
le  point  A est  lié  à la  droite  des  pôles  ««,,  de  telle  sorte  que 
quand  ce  point  est  au  dedans  du  cercle,  sa  dérivée  passe  au 
dehors,  et  réciproquement.  Donc  quand  la  droite  «a,  sera  exté- 
rieure au  cercle  (C),  on  ne  pourra  pas  lui  mener  de  tangente 
par  le  point  A,  et  par  conséquent  la  courbe  (a)  n’aura  aucun 
point  en  commun  avec  le  cercle  (C).  Au  contraire,  si  celte 
dérivée  coupe  le  cercle,  les  tangentes  étant  possibles,  la 
courbe  (a)  louchera  le  cercle  (C)  en  deux  points  distincts: 
néanmoins,  dans  l’un  et  l’autre  de  ces  cas,  l’équation  ci-dessus 
de  la  ligne  des  sommets  a,  n’a  pas  changé  de  forme;  seule- 
ment dans  un  cas,  a est  <^ /■  et,  dans  l’autre,  on  a a'^  r,  ce 
qui  rend  l’ordonnée 

— «'  ou  ifc  — v^«' — /■■*,  ; • 

du  point  de  contact  et,  par  suite,  le  contact  des  deux  courbes 


{*)  11  est  évident  que,  quel  que  soit  le  nombre  des  directrices  données  .AN 
et  .AM , la  conique  parcourue  par  a a deux  points  do  contact  avec  le 
cercle  (C);  il  n’est  pas  mémo  nécessaire  que  ces  droites  se  coupent  en 
un  même  point  A.  [Note  fin  texte  tnanuscrit.) 
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imaginaire  ou  impossible  pour  l’un  des  ras,  mais  réel  et  pos- 
sible pour  l’autre. 

dl  faut  bien  distinguer  encore  celle  impossibilité,  qui  n’est 
que  relative,  de  celles  qui  sont  absolues  : celle-là  n’a  lieu  que 
pour  des  cas  particuliers,  celles-ci  subsistent  toujours;  et, 
quoique  dans  le  premier  cas,  une  relation  descriptive  puisse 
cesser  d’être  géométriquement,  pour  une  série  de  positions 
des  paAties  de  la  figure,  elle  doit  cependant  être  rangée  au 
nombre  des  propriétés  générales  de  cette  figure. 

Ainsi  il  est  permis  de  dire  que  la  propriété  qu’ont  le  cer-^ 
de  (C)  et  la  courbe  (a)  d’être  tangents  en  deux  points 
déterminés,  est  une  propriété  spécifique  dont  ces  courbes 
doivent  être  censées  jouir,  même  dans  le  cas  où  le  contact 
devient  imaginaire;  les  conséquences  géométriques  tirées  de 
celte  prôpriélé  étant  vraies  aussi,  généralement  parlant,  mais 
pouvant  cesser  d’offrir  un  sens  géométrique  pour  une  série  de 
positions  particulières  des  données  de  la  figure.  ; 

Ceci  est  conforme  encore  à la  remarque  déjà  faite  au  com- 
mencement du  111'  Cahier,  où  nous  nous  proposions  de  trans- 
former les  figures  en  d’autres  plus  simples,  mais  jouissant  des 
mêmes  propriétés  générales. 

Relation  de  contact  des  coniques  dans  le  cas  général. 

Revenons  au  cas  où  il  s’agit  d’un  nombre  quelconque  pair, 
de  pôles  situés  en  ligne  droite;  x' x" x"' x,x,  {fig.  9g)  repré- 

•'■‘C-  9U- 


sentant,  comme  ci-dessus,  la  portion  de  polygone  inscrit  et 
ouvert  dont  les  cotés  successifs  passent  respectivement  par  les 
pôles  a,,  a,  a',  a,  de  la  droite  aa,. 
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Nous  avons  vu  que  le  sommet  a,  de  l’angle  circonscrit  formé 
par  les  tangentes  aux  extrémités  libres  du  polygone,  décrit 
une  courbe  du  deuxième  degré,  qui  n’a  aucun  point  en  com- 
mun avec  la  conique  donnée  (C),  quand  la  droite  aa,  des  pôles 
se  trouve  située  entièrement  au  dehors  de  cette  courbe  ; 
l’exemple  précédent,  relatif  au  cas  de  deux  pôles,  nous  dé- 
montre clairement  qu’on  ne  doit  pas  en  conclure,  en  général, 
que,  ])our  toute  autre  position  de  la  droite  ««,,  la  même  chose 
aura  lieu  nécessairement.  (]ar,  quoique,  géométriquement 
parlant,  la  chose  soit  vraie  dans  ce  cas  particulier,  les  deux 
courbes  (G)  et  (a)  pourraient  cependant  être  liées  l’une  à 
l’antre,  de  telle  sorte  qu’elles  eussent  un  ou  plusieurs  couples 
de  points  en  commun,  imaginaires  seulement  pour  certains  cas 
spéciaux,  tandis  (|ue  ces  mêmes  points  seraient  possibles  en 
général;  or  c’est  précisément  ce  qui  arrive  ici,  comme  nous 
allons  le  faire  voir  d’cine  manière  bien  simple. 

Supposons,  en  effet,  que  la  droite  aa"  rencontre  la  coni- 
que (C)  aux  points  T et  T {Jig.  loo),  je  dis  que  la  courbe 
parcourue  par  le  point  a touchera  cette  coni(]ue  précisément 
aux  points  T et  T'  ; car  il  est  aisé  de  voir  que  si,  au  lieu  de 


Fig.  100. 


mener  par  le  pôle  a,  par  exemple,  une  droite  partant  d’un 
point  arbitraire  x',  de  la  conique  donnée,  on  la  fait  partir 
du  point  d’intersection  même  T',  comme  extrémité  de  poly- 
gone, le  sommet  x"  viendra  en  T,  le  suivant  x",  situé  à l’autre 
extrémité  de  x"a',  en  ï',  le  quatrième  a:,  reviendra  en  ï,  enfin 
le  dernier  sommet  x,  viendra  se  confondre  en  T'  avec  x',  et 
par  conséquent  le  point  a avec  cette  même  intersection  de  (C) 
et  de  aa,.  On  prouverait,  de  même  encore,  que,  pour  une  se- 
conde position  analogue,  mais  opposée  du  polygone,  le  som- 
met d’angle-  circonscrit  a viendrait  se  confondre  avec  l’inter- 
section 1';  donc,  puisque  ce  sommet,  toujours  constructible 
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par  hypothèse,  reste  en  dehors  de  la  conique  donnée  (C),  il 
faut  nécessairement  que  la  courbe  qu’il  décrit  soit  tangente  à 
la  fois  aux  points  T et  ï'  de  cette  conique. 

Singulière  indétermination.  — 11  est  bien  évident  par  le 
raisonnement  ci-dessus,  que  ceci  est  indépendant  du  nombre 
des  pôles  a,  a',...,  donnés,  pourvu  qu’il  soit  pair.  La  courbe  (a) 
ayant  donc,  en  général,  deux  points  de  contact  avec  la  co- 
nique (G),  il  s'ensuit  qu’elle  est,  à l’égard  de  cette  conique, 
comme  si  elle  avait  quatre  points  en  commun  avec  elle.  Donc 
aussi  deux  sections  coniques  qui  ont  cinq  points  communs 
étant  identiques  ( ID  Cah.,  p.  i38),  les  courbes  (a)  et  (C)  ne 
sauraient  avoir  en  commun  un  point  différent  de  T et  T',  sans 
se  confondre,  en  sorte  que,  s'il  est  possible  d'inscrire  à la  co~ 
n un  quadrilatère,  ou  plus  généralement,  un  poly- 

gone quelconque  d'un  nombre  pair  de  sommets,  dont  les  côtés 
passent  respectivement  par  les  pôles  donnés  a,  a' , etc.,  il  y en 
aura  par  là  même,  une  infinité  d'analogues.  Ainsi  notamment, 
tout  quadrilatère  dont  les  côtés  prolongés  passent  par  les  inter- 
sections d’une  droite  et  d’un  quadrilatère  déjà  inscrit  à une 
conique  donnée,  s’il  a trois  de  ses  sommets  sur  cette  courbe, 
y aura  nécessairement  aussi  le  quatrième. 

Maintenant,  que  aa"  vienne  à ne  plus  rencontrer  la  coni- 
que (C),  la  courbe  des  a ne  la  touchera  plus,  ni  même  n’aura 
aucun  point  en  commun  avec  elle.  Néanmoins  l’équation  de 
cette  courbe  reste  toujours  la  même,  et  par  conséquent,  si 
dans  le  cas  dont  il  s’agit,  elle  ne  touche  pas  la  courbe  donnée, 
ce  n’est  pas  d’une  impossibilité  absolue  que  cela  provient,  au- 
quel cas  la  propriété  n’existerait  ni  dans  une  hypothèse  ni  dans 
l’autre,  mais  seulement  d’une  impossibilité  relative  ou  d’/wa- 
ginarité.  La  courbe  (a)  des  sommets  d’angles  circonscrits,  doit 
donc  être  considérée  dans  tous  les  cas,  c’estrà-dire  soit  que  aa" 
rencontre  ou  ne  rencontre  pas  la  conique  (C),  comme  si  elle 
avait  deux  points  de  contact  avec  elle,  ou,  si  l’on  veut,  comme 
si  ces  deux  courbes  avaient  quatre  points  quelconques  en  com- 
mun; il  n’est  donc  pas  étonnant  qu’on  ait  trouvé,  dans  ce  der- 
nier cas  comme  dans  le  premier,  que  si  l’on  assujettissait  ces 
courbes  à en  avoir  un  nouveau  en  commun,  elles  se  confon- 
draient rigoureusement  dans  toutes  leurs  parties. 
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MouveUes  réflexions  sur  la  vérité  des  principes  établis 
an  commencement  du  précédent  Cahier. 

La  proposition  ci-dessiis,  oonsidérée  d’abord  comme  «ne 
conséquence  de  nos  principes  généraux,  se  trouve  ainsi  établie 
presque  géométriquement  par  les  discussions  précédentes;  ce 
qui  conlirmo  ces  principes  et  montre  en  même  temps  com- 
ment fis  doivent  être  appliqués  dans  chaque  cas.  On  peut  aussi 
tirer  de  là  cette  conséquence,  sur  laquelle  je  n’ai  pas  jusqu’ici 
assez  insisté  peut-être  : 

« Bien  que  la  projection  centrale  d’un  certain  système  géo- 
» métrique  puisse  devenir  transitoirement  irréalisable,  incon- 
» structible,  les  propriétés  générales  de  position  dont  elle  jouit 
» quand  elle  est  graphiquement  possible*  sont,  par  là  même, 
» des  propriétés  générales  du  premier  système,  lesquelles 
B pourront  bien  devenir,  à leur  tour,  d’uue  impossibilité  rela- 
B tive  pour  des  dispositions  particulières  des  données  de  la 
B figure,  mais  jamais  d’une  absurdité,  d’une  incompatibilité 
B absolues,  b 

En  conséquence,  si,  par  le  moyen  de  cette  projection,  on  a 
pu  découvrir  une  relation,  une  propriété  nouvelle,  assujettie 
ou  non  assujettie  à des  restrictions  analogues,  c’est-à-dire  à 
des  impossibilités  purement  relatives,  on  ne  devra  pas  consi- 
dérer cette  propriété  comme  fausse  ou  d’une  impossibilité  ab- 
solue, à moins  d’une  preuve  certaine  que  l’on  pourra  toujours 
se  procurer  par  l’examen  direct  et  attentif  de  quelque  circon- 
stance particulière  ressortant  de  la  ligure. 

Malgré  cette  limitation,  je  le  répète,  les  principes  exposés 
au  commencement  du  Cah.  III,  n’en  sont  pas  moins  d’une  vé- 
rité mathématique;  car  il  n’est  question  dans  cet  exposé  de 
principes,  que  de  propriétés  générales  relatives  à la  disposition 
on  situation  réciproque  des  parties,  comme  celles  d’un  point 
décrivant  une  ligne  droite  ou  courbe,  d'une  ligne  du  deuxième 
degré  donnée  et  toute  tracée,  des  propriétés  descriptives  du 
système  de  plusieurs  lignes  droites  ou  courbes  qui  passeraient 
par  un  même  point,  etc. 

Dans  les  théorèmes  ou  problèmes  ci-dessus,  où  il  s’agit  de 
relations  de  contact  et  d’intersection  de  courbes  qui  tiennent 
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à des  conditions  de  grandeurs,  non  exj)liciies  ou  exprimées  il 
est  vrai,  mais  purement  implicites,  les  choses  se  passent  d’une 
manière  un  peu  différente  ; car  les  équations  correspondantes 
restant  toujours  de  même  forme,  on  peut  bien  alors  tomber 
sur  des  propriétés,  des  relations  graphiques  qui  cessent  d’être 
possibles  ou  deviennent  imaginaires  dans  de  certains  cas,  tandis 
que,  considérées  d’une  manière  générale  et  analvti(|ue,  elles 
ne  cessent  jamais  d'exister. 

Les  seuls  cas  donc,  aux(|uels  les  principes  de  projection 
dont  il  a été  |mrlé  ne  soient  pas  applicables,  sont  ceux  oii  il  est 
(|uestion  de  propriétés  relatives  à des  conditions  de  grandeurs 
explicites  ou  déterminées.  Par  exemple,  si  l’on  j)i'oposail  les 
questions  suivantes,  il  ne  serait  pas  possible  de  leurappli(|uer 
directement  ces  principes  : « Quelle  est  la  courbe  (|ue  par- 
» courrait  le  sommet  d’un  angle  de  grandeur  invariable  cl 
» dont  les  côtés  seraient  constamment  tangents  à une  courbe 
» du  deuxième  degré?  Quelle  est  la  courbe  dont  tous  les  points 
.«  sont  à égale  distance  de  deux  courbes  données  du  deuxième 
» degré?  Etc.  » 

Il  en  est  de  même  de  toutes  les  propriétés  des  courbes  du 
deuxième  degré  relatives  à la  grandeur  des  paramètres;  quant 
à leurs  propriétés  concernant  la  direction  indélinic  de  certaines 
lignes,  ou  la  disposition  générale  des  parties  de  la  ligure,  nos 
principes  pourront  s’y  ap])li(iucr  sans  hésitation  et  sans  re- 
courir aux  démonstrations  algébritjues. 

Je  me  suis  étendu  très  au  long,  dans  ce  qui  précède,  sur 
les  propriétés  dont  jouissent  les  polygones  inscrits  aux  cotir- 
bes  du  deuxième  degré,  et  dont  les  côtés,  en  nombre  pair, 
passent  par  des  points  (luelcomiues  donnés  en  ligne  droite; 
mais  le  stijel,  ce  me  semble,  en  valait  bien  la  peine. 

On  a dû  s’apercevoir  d’ailleurs  (pic  les  consétinences  tirées 
des  Propositions  du  n"  Il  (III'  Cab.),  notamment  aux  p.  i3o, 
i3i  et  i32,  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  celles  dont  il 
s’agit  ici.  D’un  autre  côté,  toutes  les  propriétés  démontrées  en 
dernier  lieu  ont  été  déduites,  comme  on  l’a  vu,  pour  ainsi 
(lire  de  la  seule  analyse  ; mais  il  n’est  pas  dilficile  de  les  établir 
direclentenl  par  les  princii)es  de  la  sini|)le  géométrie,  et  nous 
allons  le  faire  sans  nous  attacher  à en  développer  tonies  les 
conséquences. 
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111. 

EXPOSÉ  PUREMENT  GÉOMÉTRIQUE  DES  PROPOSITIONS  RELATIVES  AUX 
POLYGONES,  d’ordre  PAIR  OU  IMPAIR,  INSCRITS  ET  CIRCONSCRITS 
A UNE  MÊME  CONIQUE. 

Démonstration  fondée  sur  les  propriétés  angulaires  du  cercle  ; 
le  nombre  des  côtés  ou  des  pôles  étant  quelconque. 

Soient  une  courbe  quelconque  du  second  degré  et  un  nom- 
bre quelconque  de  pôles  situés  en  ligne  droite  sur  son  plan; 
supposons  que  l’on  inscrive  à cette  courbe,  un  polygone  dont 
les  côtés  passent  respectivement  par  les  pôles  donnés,  excepté 
le  dernier  côté  demeuré  libre;  soient  menées  aux  extrémités 
de  ce  dernier  côté,  deux  tangentes  à la  courbe,  elles  viendront 
se  couper  en  un  point  que  j’appelle  a;  imaginons  maintenant 
que  l’on  vienne  à déformer  ce  polygone  d’une  manière  conti- 
nue, en  l’assujettissant  aux  mêmes  conditions,  quelle  sera  la 
courbe  parcourue  par  le  sommet  a? 

Projetons  la  figure  sur  un  nouveau  plan  de  manière  que  la 
conique  y devienne  un  cercle,  et  que  la  droite  des  pôles  y 
soit  située  à l’infini;  dans  cette  nouvelle  figure,  les  côtés  du 
polygone  inscrit  auront  respectivement  des  directions  paral- 
lèles à des  droites  données,  à l’exception  du  dernier  côté  qui 
restera  libre.  Soient  (fig-  loi)  cette  projection  ei  x' x" x" x-,Xt 
un  polygone  quelconque  inscrit  dans  le  cercle  (C')  projection  de 


Fig.  101. 


la  conique  et  dont  les  côtés  ont  respectivement  des  directions 
parallèles  à des  droites  données,  à l’exception  du  côléx'x,  de- 
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meure  libre;  imaginons  que  Ton  circonscrive  au  cercle  ((]') 
un  polygone  mnp...a',  d un  égal  nombre  de  cotés,  et  tel  que 
chacun  d’eux  touche  le  cercle  respectivement  à l’un  des  som- 
mets du  polygone  inscrit;  il  est  évident  que,  quand  on  dé- 
formera ce  dernier  polygone,  en  l’assujettissant  toujours  à la 
condition  ci-dessus,  les  sommets  m,  n,  y>, ....  du  polygone 
circonscrit,  parcourront  séparément,  les  diamètres  VJ  m,  VJ  n. 
C'y»,...,  à l’exception  du  dernier  sommet  a',  (|ui  décrira  une 
ligne  dont  il  s’agit  de  rechercher  la  nature. 

Pour  y parvenir.  Joignons  le  sommet  a'  avec  le  centre  C',  par 
une  droite  C'a';  appelons x,  a,  h,  c,  etc.,  les  angles  successifs 
que  les  côtés  a'm,  mn,...,  forment  avec  les  diamètres  C'a', 
C'm,  C'n, ...  Appelons,  de  plus,  X,  A,  B,  C, ...,  Y les  angles 
au  centre,  interceptés  entre  les  diamètres  consécutifs  ; les 
angles  X et  Y seuls  sont  inconnus,  tous  les  autres  sont  donnés 
ou  déterminés  de  grandeur. 

Cas  des  polygones  d’ordre  impair.  — Je  vais  d’abord  sup- 
poser que  le  nombre  des  cotés  du  polygone  soit  impair,  comme 
c’est  le  cas  particulier  delà  figure,  et  Je  représenterai  ce  nom- 
bre par  l’expression  2 m -i- 1 . 

Cela  posé,  la  somme  des  angles  intérieurs  d’un  polygone 
étant  égale  à autant  de.  fois  deux  droits  qu’il  a de  côtés  moins 
deux,  celle  des  angles  a',  m,  etc.,  du  polygone  circonscrit  au 
cercle  (C'),  sera  ioo°[^m  — i);  on  aura  donc 

2X-t-2fl-)-2Ô-|-2C-|-5Cf-f-..  . = 2O0'’(2W 1 ), 

OU,  en  divisant  par  2, 

.r-t-«-|-ô-f-c-t-<'/-i-...=  i 00"  (im  — I ) ; 

le  nombre-  des  angles  x,  n,  h,  c,  étant  évidemment  égal 

à 2 m -(- 1 . 

On  aura,  de  plus,  les  relations  suivantes  : 

«-1-0  = 200” — A,  c + d—-ioo" — C,  etc. 

\ 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  ci-dessus,  et  observant 
que  le  nombre  en  est  égal  encore  à la  moitié  de  celui  des  an- 
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{■les  (t,  h,  r,  II,...,  c csl-a-oltc  a — ni,  oii 


mi  bien 


X -h  200°  m — A — C - 


IOO"(2W  l), 


Oue  équation  prouve  évidemment  (|ue  l’angle  7.x  ou  en  «'  est 
constant.  Donc  « la  ligne  décrite  par  le  sommet  mobile  a', 
» du  polygone  circonscrit  est  un  second  cercle  quand 

» le  nombre  des  côtés  de  ce  polygone  est  impair.  » 

Polygones  d'ordre  pair.  — Supposons  ce  nombre  pair,  et 
représenté  par  7ni,  la  somme  des  angles  du  polygone  circon- 
scrit sera  alors  égale  à 7oo°[7ni  — 2)  ; donc  on  aura  l’équation 
de  condition  suivante  : 

7x-h7a-y7li-y7c-y7d-y.i.  = 200°  ( 2 «1  — 2), 

ou,  eu  divisant  encore  par  2,  “ • 

x-\-a-\-b-\-c-\-d-y...  = 200“  ( m — 1 ) . 

Le  nombre  des  angles  .r,  a,  b,  etc.,  sera  dans  ce  cas,  égal  à 2/n. 
On  a,  de  plus,  les  relations  particulières  : 

,T-i-«  = 2oo° — X,  ô-t-c=2oo" — B,  d-\-e  = 7oo° — D,  etc. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  précédente,  et  obser- 
vant que  leur  nombre  est  m,  il  viendra 

200°  X m X B I) ...  = 200“[/»(  : — 1], 

c’est-à-dire, 

X = 200" — B — D — ...  ; 

d’où  l’on  voit  que,  quand  le  nombre  des  côtés  d»  polygone 
ciiconscrit  est  pair,  l’angle  X est  constant,  et  que  par  consé- 
quent, le  point  a'  décrit  une  ligne  droite  C'a',  qui  passe  par  le 
centre  même  du  cercle  (C'). 

Remarque. — Les  propositions  précédentes  sont,  comme  on 
s’en  aperçoit  aisément,  les  mêmes  qui  ont  été  démontrées  ci- 
dessus  ( n°  Il  ),  par  l’analyse  algébrique,  et  il  ne  serait  pas  dilli- 
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cile  d’en  tirer,  à poslériuri,  de  papilles  conséquences  ( * );  mais 
il  vaudra  mieux  appliquer  le  même  genre  de  cbnsidéralions 
géométriques  à la  démonstration  directe  de  quelques  proposi- 
tions simples  d’une  autre  espece. , 

Examen  de  quelques  cas  particuliers  afférents  aux  premiers 
théorèmes  du  II!’  Cah.  («”  //).' 

Pentagones  circonscrits  aux  sections  coniques.  — Soit  le 
pentagone  mnpqx'  circonscrit  au  cercle  (C'),.dans  les  condi--  • 
tions  de  la  fig.  loi,  on  trouvera,  d'après  ce  ()ui  précède,  que 
l’angle  x,  pour  ce  cas  particulier,  est  égal  à 

A-f-C  — loo", 


{*)  Ces  diverses  propositions  sur  les  polygones  d’ordre  pair  et  impair, 
inscrits  ou  circonscrits  aux  sections  coniques,  se  retrouvent  démontrées, 
ainsi  que  beaucoup  d’autres,  par  la  voie  géométrique,  dans  le  Chap.  11, 
Sect.  IV,  de  mon  Traité  des  Propriétés  projectiles  des  Jigures  (1822). 
Elles  ont,  depuis  quelques  années  seulement,  attiré  l’attention  de  plu- 
sieurs éminents  géomètres  étrangers  ■.  MM.  Moebius  et  Gopel  {Journal  de 
Crelle,  i8;j8),  sir  William  Hamilton  [Lectures  ou  ((uaternions,  i853), 
Rev.  George  Salmon  [Treatise  on  coure  sections,  i855,  p.  282). 

M.  -Mœbius,  par  des  considérations  relatives  à la  projection  des  coni- 
ques suivant  des  cercles,  considérations  empruntées  à .M.  Gergonne  (t.  IV 
des  Annales  de  Mathématirptes]  et  fort  analogues  à celles  ci-dessus 
de  181 3,  M.  Mœbius,  s’est  exclusivement  occupé  des  polygones  A’ ordre 
pair,  comme  offrant  une  généralisation  du  célèbre  théorème  de  Pascal  sur 
V hexagone  inscrit  aux  coniques.  Peut-éire,  ce  savant  professeur  aurait-il 
pu  aller  plus  loin  encore,  en  s'appuyant  franchement  sur  les  principes  de 
l'ouvrage  cité  de  1822,  qu'il  semble  méconnaître  ou  ignorer;  ce  qu’on  ne 
saurait  reprocher  aux  autres  géomètres  d’abord  dénommés. 

M.  Gopel  notamment,  mort  trop  jeune  pour  la  science  qu'il  cultivait 
avec  succès,  M.  Gopel,  dans  son  Mémoire  sur  la  projectivité  des  sections 
coniques,  daté  de  i844>  s'est  occupé,  è la  fois,  des  polygones  d’ordre 
pair  et  de  ceux  d’ordre  impair,  dont,  avec  raison,  il  étend  et  rattache 
ingénieusement  les  curieuses  propriétés  à la  doctrine  du  double  contact, - 
técl  ou  imaginaire,  des  coniques;  doctrine  qui,  si  je  no  me  trompe,  a été, 
pour  la  première  fois,  publiée  par  moi  en  1822. 

Sir  Hamilton,  correspondant  de  notre  Académie  des  Sciences,  dans  deux 
Appendices  à ses  Lectures  on  quaternions  Ipages  700  à 780),  Appen- 
dices extraits  des  Mémoires  de  l’Académie  de  Dublin,  et  portant  la  date 
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Si  donc,  on  ahiiissc,  du  cenirc  (]'  sur  le  côlé  a' ni,  une  per- 
|u“ndiculaire  C'x'  (|ui  passera  nécessaireincnl  par  le  point  de 
contaci  x',  il  est  clair  que  l’angle  x'C'ct'  qu’elle  fait  avec  la 
droite  variable  C'a'  sera  constant  et  égal  à 200“ — A — C,  quelle 
que  soit  la  position  du  sommet  a'  sur  la  circonférence  qu’il 
parcourt.  Supposons,  en  particulier,  que  les  diamètres  Cm  et 
C q soient  le  prolongement  l’un  de  l’autre,  on  aura  alors 

A + Il  + C ^.00'', 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

?.oo" — A — C = 11. 


(lu  l'i  mai  i85o,  ap|ili(jue,  avec  b(*aucoiip  de  succès  encore,  la  mélliode 
(les  quiUcrmnns,  communiquée  à celte  Académie  dès  (843,  à la  démons- 
tration de  théorèmes  sur  l(*s  pnlygo/ir.t  gimrlies  inscrits  à la  sphère,  et, 
par  une  extension  justifiée  dans  le  Siijiplément  du  Traité  des  Propriétés 
projectives,  à la  surface  de  rcilipsoïde,  etc.;  les  côtés  du  polygone,  en 
nombre  pair  ou  impair,  étant  assujettis  à passer  par  certains  points  ou 
pôles  (ixes  donnés  sur  un  plan.  Ces  théorèmes  ont  une  analogie  évidente 
avec  ceux  des  n™  547  à 56i  de  ce  Traité , dont  ils  sont  la  simple  exten- 
sion au  cas  de  l’espace,  comme  le  remarque  lui-même  M.  llamilton,  qui 
ne  connaissait  d’ailleurs  mes  jiroprcs  recherches  i]ue  par  les  citations  de 
l’excellent  Traité  des  sections  coni(pies  du  Re\ . I)'  Salmon,  i>ostérieur  au 
mien  de  plus  de  trente  années. 

A l’égard  de  ce  dernier  et  savant  ouvrage,  la  publication  de  iS.'iî 
jouit,  en  France  comme  en  Angleterre,  d’une  juste  célébrité,  et  n’a  pas 
peu  contribué  à relever  les  méthodes  de  démonstration  et  de  recherches 
géométriques  du  Traité  des  Propriétés  pnjectives,  de  l’espèce  de  discrédit 
où  elles  étaient  tombées  depuis  i8-jsf>,  par  suitè  de  fécheuses  discussions 
de  priorité  et  de  préventions  aussi  peu  justifiées  que  mal  déguisées.  Néan- 
moins, on  doit  regretter  que,  dans  le  n"  338  de  son  remarquable  Traik; 
élémentaire,  M.  Salmon  n’ait  point  accordé  plus  d’attention  à l’importante 
et  délicate  théorie  de  l’inscription  des  polygones  aux  coniques,  théorie 
que,  à l’exemple  de  M.  ïoxvnsend,  il  rattache  à la  considération,  plutôt 
synthétique  qu’analytique,  bien  que  symbolique  et  abréviative,  des  fais- 
ceaux prrjectifs  de  droites  convergentes,  dont  M.  üdpel  s'était  également 
servi  dans  son  Mémoire  allemand,  de  1848.  Peut-être  môme,  serait-on  en 
droit  de  lui  reprocher,  comme  à tant  d'autres,  de  n’avoir  pas  toujours 
tenu  un  compte  suflisamment  exact  de  la  dill'érenee,  à mon  sens  caiùlale, 
entre  découvrir  et  démontrer.  — Sir  llamilton  me  parait  avoir  mieux  saisi 
l’esprit  et  la  portée  de  la  question  dont  il  s'agit. 
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Duiifî,  dans  ce  cas,  l’angle  consianl  x-'C-j.'  un  •200" — A — C 
est  égal  à l’angle  B ; d’où  l’on  voit  que  si  le  soinmel  a'  se  ironve 
situé  sur  le  prolongement  du  diamètre  C'm,  il  faudra  nécessai- 
rement (|ue  la  droite  C'æ'  soit  le  prolongement  de  l’autre  dia- 
mètre C p.  Ainsi,  102,  « (C')  étant  un  cercle  et  ninpqx'  un 


Fijî.  lOi. 


a' 


» pentagone  circonscrit  à ce  cercle,  tel  (]ue  deux  de  ses  diago- 
» nalcs  rnq  et  na,  partant  des  extrémités  ni  et  a'  d'nn  même 
» côté  ma',  viennent  se  couper  au  centre  (V  de  ce  cercle,  la 
)i  droite  px-',  qui  joint  le  point  de  contact  x:'  de  ce  coté  avec 
» le  sommet  opposé,  passe  aussi  par  le  centre  C'.  » 

De  là  on  déduit  ce  théorème  plus  général  : 

« Soient  {/ig.  loi),  une  ligne  quelconque  du  second  degré 
>.  et  MNPQa  un  pentagone,  aussi  quelcompie,  circonscrit  à 


Ki(;.  103. 


» celle  courbe,  les  deux  diagonales  MO,  Na,  et  la  ligne  diuiie 
» l*.i'  qui  joint  le  point  de  contact  .r'  avec  le  s'oinmel  P,  pas- 
» sent  toutes  trois  par  un  même  point  C. 


X 
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En  efCet,  celle  deniièrc  ligure  peul  èlre  considérée  comme 
ayant  pour  projcciion  la  première  ( l’rinc.  IV).  Mais  il  y a plus  : 

« Si  l’on  imagine  que  les  droites  Na  et  M()  soient  lixes,  et 
>1  que  l’on  lasse  varier  le  pentagone  de  manière  que  ses  quatre 
» sommets  N,  M,  a ei  Q les  parcourent  respeclivemenl,  le  cin- 
» quième  sommet  P décrira  une  ligne  du  deuxième  degré,  et 
» la  droite  Pjt'  (|ui  joint  ce  sommet  au  pointa:'  de  contact  du 
» côté  opposé,  passera  dans  toutes  ses  positions,  jtar  le  point 
» lixe  C.  U 

Ces  propriétés  des  pentagones  circonscrits  rappellent  celles 
exposées  sous  le  n"  Il  II,  au  III'  Cahier. 

Penlaf'ones  inscrits;  conséquences.  — Considérons  ntainte- 
nani  le  pentagone  x' a:" a:'"a:,ari  inscrit  à la  même  conique,  et 
dont  les  sommets  soient  les  points  de  contact  des  côtés  du 
polygone  circonscrit;  il  est  clair  que,  si  l’on  fait  X'arier  ce  poly- 
gone dans  les  conditions  ci-dessus,  les  deux  points  a,  a',  obte- 
nus comme  l’indique  la  figure,  resteront  fixes  pendant  ce  mou- 
vement. Je  dis,  de  plus,  qu’ils  appartiennent  à une  ligne  droite 
an',  qui  sera  parcourue  généralement  par  le  point  de  con- 
cours rt",  du  cinquième  côté  x,x"'  et  de  son  opposé  Ma,  dans 
le  polygone  circonscrit. 

Supposons,  en  effet,  pour  un  instant,  que  les  trois  droites 
N a,  MO  et  Px'  restent  lixes  ; il  est  évident  que  si  l’on  fait  varier  • 
le  point  P sur  la  droite  indéfinie  Px',  toutes  les  cordes  x,x"' 
passeront  par  un  même  point  en  sorte  que  si  l’on  suppose 
alternativement  le  point  P dans  la  position  où  il  se  trouve  sur 
la  ligure,  puis  dans. la  position  de  x',  la  corde  x"'x,  et  la  tan- 
gente x'a  viendront  se  couper  en  a";  il  en  est  ainsi  également 
des  cordes  x"x"'  et  x'x,  conjuguées  aux  points  N et  a mobiles 
sur  la  droite  Na,  elles  viendront  se  couper  en  un  point  fixe  a; 
enfin  pareille  chose  a lieu  pour  les  deux  cordes  x'x"  et  x,.r, 
qui  viennent  se  couper  en  «.  • 

D’après  cela,  les  points  a",  a peuvent  s’obtenir  en  me- 
nant, aux  extrémités  respectives  des  cordes  interceptées  par 
Na,  MQ  et  Px',  des  tangentes  à la  conique  donnée  (<]).  Or, 
puisqu’il  est  démontré  que  ces  cordes-diagonales  se  coupent 
au  point  unique  ('.,  il  s’ensuit  nécessairement  que  les  ])oints 
de  concours  u,  «'  et  sont  silués  sur  une  même  ligne  droite 
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ad'.  Donc,  si  l’on  déforme  le  pentagone  MNPQa  comme  cela 
vient  d’être  dit,  les  points  a et  a'  ne  varieront  pas,  mais  le 
>|)(dfatV  changeant  de  place,  parcourra,  dans  toutes  ses  posi- 
tions, cette  droite  aa",  conjuguée  au  point  fixe  C. 

Cette  dernière  propriété  est  évidemment  encore  l’extension 
de  celle  exposée  à Vart.  VIll  du  111“  Cahier.  Ainsi  les  consi- 
dérations de  cet  article  comme  celles  de  Urt/C  II,  ne  sont  que 
des  conséquences  très-particulières  des  recherches  analyti- 
ques dont  on  s’est  occupé  à la  fin  du  111“  Cahier  ou  au  com- 
mencement de  celui-ci.  Allons  plus  loin  et  faisons  voir  que 
la  même  chose  a lieu  pour  les  Propos.  F et  FI  des  endroits 
cités,  qui  en  sont  des  conséquences  plus  immédiates  encore. 

Hexagones  circonscrits  aux  coniques.  — Soit  d’abord 
mnpqra!  {Jig,  io4)  un  hexagone  quelconque  circonscrit  à la 
circonférence  du  cercle  ((7);  nous  avons  vu  que,  si  l’on  assu- 
jettissait tous  scs  sommets,  à l’exception  du  dernier  a',  à par- 


Fic.  io*C 


courir  des  droites  diamétrales  <lc  directions  arbitraires,  ce 
sommet  a'  parcourrait  aussi  une  dernière  diamétrale  C'a',  et 
(|ue  l’angle  /n(7a'  que  cette  diamétrale  fait  avec  la  première 
C'w,  serait  égal  à 200" — B — D,  c’est-à-dire  qu’on  aurait 

X = 200" — B — D. 

Supposons,  en  particulier,  que  les  diamétrales  fixes  wi(.  et 
VJq,  ;i (7  et  <7  c soient  des  prolongements  resi>cctifs  les  unes 
(les  autres,  on  aura  évidemment 

,v B.-t-  ( : = 200",  B -f-  c -t-  D = 200" , 

> 
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ou,  ce  t|ui  revient  au  même, 

V = 1),  200" — H — I)  = C ; 

doue  aussi  l’on  a X=  (I;  ce  qui  fait  voir  que  Cm  étant  le  pro- 
longement de  C(j,  Ca'  est  nécessairement  le  prolongement 
de  pC,  et  que  par  conséquciU,  dans  ce  cas,  le  sommet  «'  par- 
courra la  direction  de  cette  dernière  diamétrale. 

Soient  maintenant  «o5),  une  courbe  quelconque  du 
deuxième  degré  et  un  hexagone,  aussi  quelconque,  mnpqra. 
circonscrit  à cette  courbe;  on  pourra  supposer  que  la  figure 
soit  la  projection  de  la  précédente.  Donc  si  le  point  C repré- 
sente l’intersection  des  deux  diagonales  mq  et  nr,  partant  des 
sommets  opposés  m et  q,  n et  /•  et  de  l’hexagone,  que  l’on 
déforme  ce  polygone  en  assujettissant  ses  sommets  à parcourir 


lor». 


les  directions  mq,  nr  et  pC,  excepté  le  dernier  sommet  a qu' 
restera  libre,  ce  sommet  parcourra  dans  le  mouvement  gé- 
néral, une  dernière  ligne  droite  Ca  qui  sera  le  prolongement 
même  de  />C.  Donc,  en  particulier. 

Dans  un  hexagone  quelconque  mnpqra  circonscrit  à une 
courbe  du  second  degré,  les  trois  diagonales  qui  joignent  les 
sommets  opposés,  se  coupent  en  un  même  point  C (théorème 
do  Brianchon). 

Hexagones  inscrits;  conséquences.  — Soit  l’hcxagono 
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x' x" x”' XiX.x,  ayant  pour  sommets  respectifs  les  points  de 
contact  des  cotés  de  l’hexagone  circonscrit  mnpqra.,  ses  côtés  ^ 
opposés  se  coupent  nécessairement  en  trois  points  situés 
en  ligne  droite.  En  effet,  les  proloiigements  des  deux  côtés 
opposés  x"x'"  et  XjX,,  viendront  se  croiser  en  un  point  a, 
qu’on  pourra  obtenir  aussi  en  menant,  aux  intersections  de  la 
diagonale  nr  avec  la  conique,  deux  tangentes  à cette  courbe. 
Pareillement,  le  point  a'  où  se  rencontrent  les  deux  côtés  op- 
posés x"x'  et  X3X,  sera  le  même  que  l’on  obtiendrait  en  me- 
nant deux  tangentes  aux  points  où  la  diagonale  niq  rencontre  la 
conique.  Enün,  il  en  est  ainsi  encore  du  point  «"  où  se  coupent 
les  côtés  opposés  x' x,  et  x"'x3  de  l’hexagone  inscrit. 

Donc,  puisque  les  trois  diagonales  mq,  «r  et  /<«  de  l’hexa- 
gone circonscrit  se  croisent  en  un  même  point  E,  les  cordes  de 
contact  ou  côtés  opposés,  suflisamment  prolongés,  de  l’hexa- 
gone inscrit,  concourent  deux  à deux  et  respectivement,  aux 
trois  points.a,  «'  et  a",  situés  sur  une  même  ligne  droite  (théo- 
rème de  Pascal). 

De  là  cette  conséquence  ; Soit  x'x"..  .x,x,  {Jig,  106),  un 
hexagone  quelconque  inscrii  à une  courbe  du  deuxième  de- 
gré (C);  d’après  ce  qui  vient  d’être  démontré,  les  trois  points 
a,  a',  a,  où  se  coupent  deux  à deux  ses  côtés  opposés,  sont 
rangés  sur  une  même  ligne  droite  aa,;  donc,  si  l’on  imagine 

Fig.  106. 


3-’ 


que  l’on  déformé  arbitrairement  cet  hexagone  en  assujettissant 
toujours  ses  côtés  opposés  à passer  par  les  trois  points  a,  a' 
et  a„  et  admettant,  de  plus,  que  cinq  de  ses  sommets  x", 
x"',  X33  X,,  x„  choisis  à volonté,  restent  constamment  sur  la 
courbe  (C),  le  sixième,  x',  parcourra  dans  ses  différentes  po- 
sitions, cette  courbe  elle-même.  C’est  une  conséquence  évi- 
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dente  aussi  du  théorème  général  établi  pour  un  polygone  d’un 
^nombre  quelconque  pair  de  côtés  passant  respectivement  par 
autant  de  points  situés  en  ligne  droite. 

Ces  dernières  propositions  n’onl  point  encore  été  énoncées, 
je  crois,  mais  les  deux  précédentes  ne  sont  autres  que  celles 
Ci  F Au  111'  Cahier;  d’où  l’on  voit  généralement,  que  toutes 
les  propriétés  démontrées  au  commencement  de  ce  même 
Cahier  ne  sont,  au  fond,  que  des  corollaires  ou  cas  particuliers 
<le  la  proposition  générale  établie  à l’art.  II  de  celui-ci. 

IV. 

RECHERCHES  ANALYTIQUES  SUR  LE  LIEU  DU  SOMMET  LIBRE  d'uN  POLY- 
GONE PLAN,  DONT  LES  AUTRES  SOMMETS  DÉCRIVENT  UNE  CONIQUE 
DONNÉE  ET  LES  DIVERS  COTÉS  PIVOTENT  SUR  AUTANT  DE  POLES  OU 
POINTS  PIXES  QUELCONQUES  ( * ). 

Soit  oix'  x"....  [Jig.  107  ),  un  polygone  dont  tous  les  sommets, 
à l’exception  du  dernier  a,  sont  situés  sur  une  ligne  quelcoh- 


Fig.  107. 


tjue  (C)  du  second  degré,  et  dont  les  côtés  passent  respective- 
ment par  des  points  donnés  a,  a',  etc.;  quelle  sera  la  courbe 


(*)  11  ne  faut  pas  confondre  ces  recherches  analytiques  avec  celles  qui 
nous  ont  précédemment  occupés,  et  dans  lesquelles  il  s’agissait,  en  réalité, 
de  polygones  circonscrits  dont  les  divers  sommets,  moins  un,  étaient  as- 
treints à parcourir  dos  directrices  droites  on  poUiires  fixes;  le  lieu  du 
sommet  libre,  conjugué  au  dernier  côté  du  polygone  inscrit,  etc.,  ne 
s'élevant  pas  au  delà  du  second  degré.  Ici,  au  contraire,  le  lieu  du  sommet 
libre  appartient  à un  degré  supérieur,  sauf  dans  le  cas  particulier  où  les 
IxMes  donnés  sont  en  ligne  droite  et  les  directrices  (lolaires  convergent 
en  un  même  jioint,  comme  le  suppose  le  théor.  IX,  secl.  Il  du  Cah.  III 
( p.  i.jo),  dont  la  démonstration  analytique,  fort  simple,  a été  priniitive- 
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décrite  par  le  sommet  libre  a,  rjuand,  en  déformant  le  poly- 
gone, on  assujettira  scs  autres  sommets  et  ses  divers  ci)tés  à « 
remplir  les  conditions  précédentes? 

Supposons  que  l’on  projette  la  figure  sur  un  nouveau  plan, 
de  manière  que  la  conique  directrice  des  sommets  se  réduise 
à un  cercle  (C),  fi^.  108,  et  que  les  côtés  extrêmes  ax' , xx" 
ou  ax"  soient,  dans  toutes  leurs  positions,  respectivement  pa- 
rallèles à deux  droites  ou  axes  fixes,  ce  qui  revient  à choisir 
le  plan  de  projection  de  manière  que  les  pôles  a et  a", 
[fig.  107),  soient  situés  à une  distance  infinie  (Prine.  IV).- 

V\.  108. 


\y 


X" 


,\lors,  en  nommant  m et  — lu  les  tangentes  trigonométri(iues 
des  angles,  censés  é^aux  et  de  sens  contraires,  que  les  direc- 
tions de  ces  droites  forment,  de  part  et  d’autre,  avec  celle  de 
l’axe  Cj::  des  abscisses,  dont  la  direction  se  trouve  ainsi  dé- 
terminée, fixée  à priori  ; si,  de  plus,  on  donne  aux  différents 
points  les  dénominations  correspondantes  à celles  qu’indique 
la  figure,  et  que  l’on  place  l’origine  des  coordonnées  au  cen- 
tre C du  cerclé,  les  équations  de  ce  cercle  et  des  côtés  ex- 


menl  indiquée  par  M.  Brianchon,  qui  a ouvert  ainsi  un  nouveau  champ 
d'études  analylico-géométriques. 

L’analogie  existante  entre  le  cas  actuel  et  celui  dont  il  s’agit,  conduit 
à conserver,  sans  changement,  les  notations  et  conventions  du  manuscrit 
relatives  aux  indices  des  lettres  qu'on  a précédemment  modifiées  en  vue  de 
faciliter  l'impression  typographique  des  plus  longues  formules.  Seulement, 
on  s’est  dispensé  ici,  pour  plus  de  facilité  encore,  de  supprimer  les  paren- 
thèses ( ) aux  indices  supérieurs  dos  petites  majuscules  simples,  en  les 
laissant  aux  indices  majuscules  composés. 

Ainsi  nous  avons  écrit  ; «"au  lieu  de  au  lieu  de  «<"  ')’ 

au  lieu  de  eic. 
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DKS  SIMPLKS  CUMULES. 

En  subsliuiaiu  les  valeurs  de  x"  el  > " dansÆ-'"  eij^  '",  celles- 
ci  ensuile  dans  x"  ol  y"',  et  continuant  de  même  les  substitu- 
tions successives,  on  obtiendra  finalement  celles  de  x"'  et  j " 
en  x'  et  j',  qui  seront  de  la  forme, 

•^"“"l)-l-E.r'-4-l’V'’  — l)-HE.r'-i-r  r' ’ • 

et  qu’il  faudra  substituer  dans  l’équation  (3)  de  la  droite  aa”; 
ce  qui  donnera  pour  cette  équation,  en  réduisant  au  même 
dénominateur, 

A' -1-  B' x' -H  (■;',)•'  — P ( 1)  -i-  Ex' -t-  F,r' ) 

— /n  (A-l-  Bx'-l-  C v')  -1-  m(l)  -+-  Ex'-t-  l'r')a. 

Quand  les  valeurs  de  x'  et  y'  seront  déterminées,  les  coor- 
données du  point  d’intersection  a des  deux  droites  ax'  et  ax”, 
le  seront  pareillement.  Donc,  si  l’on  élimine  x'  et  y entre 
l’équation  précédente  et  les  deux  suivantes, 

x”-i-r'^= P — >■'=/»  (a — x'), 

on  obtiendra  une  équation  entre  a et  p,  qui  aura  lieu  quel  que 
soit  le  point  x',  et  sera  par  conséquent  l’équation  même  do  la 
courbe  cherchée. 

Ordonnant  d’abord  par  rapport  à x'  et  /',  les  équations  des 
deux  droites  en  question,  il  vient 

( C'  — P F — a m F -1-  G in  ) j'  -f-  ( B'  — p E — a m E ni  B ) x' 

= wDa  Dp  — wA  — A', 

)•' — nix'~  P — m ■/.. 

Tirant  de  là  les  valeurs  de  x'  et  >■',  ce  qui  donne 

, _ F p^  - m' F g*  -t-  ( L)  — C'  — C w)  p 4-  ( D -I-  m C m' C ) a - m A — A' 
^ ~ — (E-t-  «'F)p  — (/«E-|-'«’l'')*4-ll 

, _ Ep*-t-/7éEa’-l-  (;hD+B'-I-  /hB)  p -Hw^D  — wB'—  /H'B]a  — w'A— wA' 

y ~ — ^E-|-'«E)P  — (///E -t-"''E)*-t-B’-t-'"B+G/«'+/«C' 

Substituant  enfin  ces  valeurs  dans  ré(|uation  il 
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IV'  CAlIlEll.  - PHOPlUÉTÉS  ÜESCRU’TIVES 
viendra,  pour  l’ctiuatiuii  do  la  courbe  cherchée,  entre  les 
cüorilonnécs  variables  « et  p, 

r [ F ( a^)  -h  D (P  4-  m a)  - (C'+C/«)  ( fJ  - /«  * ) - /«  A - A'  ] ’ 

(nüu  4)  \ + [— E(^’— m V)-4-D/«(|ï+ma)-4(B'+///B)  (p— ///a)— «i(/«A-4A')]‘ 
( =/-''[-(E  + «iK)(p  + /«a)4B'4»i(IH-('-/«+C')p. 

Celle  équation  est,  comme  on  le  voit,  du  quatrième  degré: 
d’où  l’on  est  autorisé  à conclure  que  la  courbe  lieu  des  som- 
mets libres  a du  polygone,  est  en  général,  elle-même,  du  qua- 
trième degré. 

En  combinant  celle  équation  avec  celle  du  cer- 

cle directeur  rapporté  aux  coordonnées  « et  p,  prises  pour 
variables  indépendantes,  on  obtiendrait  les  intersections  de  la 
courbe  inconnue  avec  ce  cercle;  ce  qui  permettrait  de  ré- 
soudre ce  problème  : « Inscrire  à un  cercle  donné,  un  poly- 
» gone  dont  les  côtés  passent  respectivement  par  des  points 
» également  donnés,  u 

Ce  problème  a déjà  été  résolu  précédemment  [Cah.  III),  et 
nous  avons  vu  qu’il  revenait  finalement,  pour  le  cas  le  plus 
général,  à trouver  les  intersections  d’une  droite  et  d’une  sec- 
tion conique.  Donc  les  deux  points  où  la  courbe  ci-dessus 
rencontre  le  cercle  doivent  pouvoir  se  déterminer  dans  tous 
les  cas  géométriquement,  et  les  coordonnées  de  ces  points, 
par  conséquent,  dépendre  simplement  de  la  résolution  d’équa- 
tions du  deuxiènie  degré. 

Je  n’essayerai  pas  de  démontrer  la  chose  en  général,  au 
point  de  vue  purement  analytique;  ce  serait  d’une  longueur 
si  ce  ii'esl  d’une  difficulté  extrême.  Je  me  bornerai  à l’élude 
circonstanciée  de  quelques  cas  spéciaux  où  l’équation  géné- 
rale (a)  du  lieu,  subit  un  abaissement  naturel. 

Application  des  précédents  résultats,  au  cas  singulier  oà  les 

pôles  des  côtés  sont  confondus  avec  le  centre  même  du 
'cercle  directeur,  en  projection. 

On  voit,  à la  simple  inspection  de  l’équation  précédente  (aj, 
((ue  la  courbe  qu’elle  représente  se  réduira  généralement  à 
une  section  conique  lorsqu’il  arrivera,  i>ar  les  conditions  du 
problème,  que  l’on  ail  en  même  temps,  E = o,  F— o. 
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Duns  celle  supposilion,  d’ailleurs,  les  valeurs  de  æ-"  el  j " doi- 
venl  luicessairemoni  se  réduire  à la  l'orme 

, A + -+-(:/  , \'+B',r'-)-CV 

^ — JJ  ' » — U 

el  il  lie  pourra  généralemeni  eu  êlre  ainsi,  à moins  que  loules 
les  valeurs  des  ordonnées  des  sommeis  de  polygone  x" , xf . . . 
précédani  x' , ne  soieni  aussi  de  celle  forme.  Or  on  peui  salis- 
faire  inimédialemenl  à celle  condilion  en  slipposanl  que  tous 
les  pôles  a,  a',  elc.,  io3)  se  cont'ondeni  en  un  seul,  avec 
l’origine  C des  coordonnées;  ce  qui  donne 

(7  = 0,  (>  = o,  «'=0,  /»'=o,  elc. 

Les  valeurs  des  coordonnées  x",  y",  elc.,  devienneiu,  par 
celle  supposilion, 

x-"=-;i:', 

.o^"=  — x",  y’"=—r'\ 


x’'=±x',  )"=d=j', 

i. 

les  signes  supérieurs  de  x'  el  y"  ajanl  lieu  quand  n sera  impair 
el  les  signes  inférieurs  quand  .n  sera  pair. 

Pour  savoir  ce  que  devienl  alors  l’équalion  de  la  courbe,  il 
faul  observer  que  l’on  a ici 

A — P,  B=±i,  C = o,  A'=o,  B'— O,  C'.=:±i,  D=ri,  E = o,  F=o; 

r' 

ce  qui  donne  l’équation 

[(p4-ma}q=  (!i  — wa)]’+  //i  a)±:  (p  — wa)]’=  4 «(’/■% 

ou  bien,  en  prenant  les  signes  supérieurs  de  ± el  de  zp, 

''  a'+  p’=  »•=, 

el,  en  adoptant  les  signes  inférieurs, 

m'a’=  w’/-’. 
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La  première  de  ees  é(|iiaiiuus  est  celle  du  cercle  directeur 
même;  la  seconde  est  celle  d’une  ellipse. 

On  ne  saurait  être  surpris  de  retomber  sur  l’équation  du 
cercle  (G);  car,  pour  un  nombre  pair  de  pèles  ou  côtés,  les 
sommets  extrêmes  x'  et  .r"  se  confondent  sur  sa  circonférence, 
et  les  droites  ax' , olx",  parlant  d’un  même  pointa;',  se  coupent 
en  ce  point,  ce  qui  fait  que  le  sommet  libre  a,  confondu  avec 
x',  ne  quitte  pas  le  cercle  (C). 

La  deuxième  équation  correspond,  à l’inverse,  au  cas  où  les 
pôles  étant  en  nombre  pair,  les  deux  points  x'  et  x’  seraient 
situés  aux  extrémités  d’un  même  diamètre;  elle  représente 
évidemment  une  ellipse  concentrique  à (C),  et  dont  les  axes 
ont  la  direction  de  ceux  des  coordonnées  : l’un  de  ces  axes 

2 r 

étant  écal  à *./»/•  el  l’autre  à — 

'Développement  de  l'analyse  relative  au  cas  général,  dans 
r hypothèse  où  les  pôles  des  divers  côtés  sont  situés  ù 
l’injini,  sur  le  plan  du  cercle  directeur. 


Transformation,  réduction  des  formules  fondamentales. 
Les  valeurs  des  coordonnées  a"  et  j",  x'"  et  r'".  etc.,  prendront 

encore  la  forme  particulière  — 


Ba'+Gr'  , . , 

■ — > lorsque  tous  les 


D 


(*)  En  se  reportant  à 107  du  cas  général,  dont  celle  [fg.  108) 

du  cercle  est  la  projection,  on  verra  que  le  centre  de  celui-ci  y serait 
représenté  par  le  point  conjugué  à la  droite  indéfinie  qui  contient  les  pi- 
vots a et  ou  fl"  des  deux  derniers  côtés  a.x‘,  ax"  du  polygone  variable 
considéré,  mais  réduit  dans  l’hypothèse  actuelle,  à un  simple  triangle 
formé  de  ces  côtés  et  des  cordes  pivotantes  do  la  conique  donnée,  assu- 
jetties à passer  par  le  point  fixe  ci-dessus;  seule  condition  indispensable 
pour  que  le  lieu  des  sommets  a se  réduise  à une  courbe  du  môme  degré. 
■Mais  il  ne  s’agit  ici  que  de  trouver,  par  l’analyse,  les  bases  fondamen- 
tales de  théorèmes  ou  lemmes  de  géométrie  qui  doivent  devenir  l’objet 
de  recherches  ultérieures  plus  étendues  ou  approfondies.  Du  reste,  les 
déductions  de  l’analyse  des  coordonnées,  comme  celles,  ci-après,  qui 
concernent  les  polygones  variables  dont  les  côtés  pivotent  autour  de  points 
fixes  rangés  en  ligne  droite,  ont  des  relations  intimes  avec  la  théorie  géomé- 
trique des  intersections  do  surfaces  cylindriques  et  coniques,  en  général. 
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pôles  élnnl  situés  à l’infini,  on  aura 

rt'  = -5  !>'=-■>  </"=-!  />"=-,  etc. 

O O O O 

VIors  les  côtés  du  polygone  conservant  des  directions  déter- 
minées, les  tangentes  tabulaires  des  angles  que  ces  directions 
forment  avec  l’axe  des  x auront  elles-mêmes,  en  général,  des 

valeurs  déterminées  bien  (lue  les  fractions  —■>  etc.,  se 

n a' 

présentent  sous  la  forme 

Posons  donc  ^ = w',  ^ = et  ainsi  de  suite;  introdui- 
a a 

sons  ces  hypothèses  dans  les  valeurs  de  x" , y",  etc.,  trouvées 
ci-dessus,  après  les  avoir  préparées  de  la  manière  convenable; 
posant  enfin  et  successivement  a'=» , , etc.,  ces  di- 

verses valeurs  deviendront 


x" 


— un'  y' — x'[i  — ;«'=) 

^ I -f-  /«'=  ’ 

, __  2«("  >■"—  x"(i  — m"‘) 
1 -t-  m"‘ 

— X'"  ( I — /»"'=  ' 


r - 

J”: 


— un'  x' — r'{m'^ — i) 

” I -(-  m'  ‘ ’ 

— 2 ni"x" — y"  {ni"- — i) 

" I -t-  ni"^  ’ 

2/«"'j:"’— i) 

I -h  m'"'-  ’ 


^ I -h  I _|_ 


On  tirera  évidemment  de  là,  pour  x"  et  j ",  d’autres  valeurs 
de  cette  forme  linéaire, 


, lla'-t-Cr'  , B'x'-hC'k' 

j"=- 


D 


l) 


d’où  il  résulte  que  l’hypothèse  faite  sur  les  quantités  a'  et  //, 
a"  et  h",  etc.,  rend  à la  fois  milles,  dans  le  cas  particulier  qui 
nous  occupe,  les  constantes  K,  h’,  A et  A'  qui  entrent  dans  * 
l’équation  générale  {«)  de  la  courbe,  cherchée. 

Pour  savoir  ce  que  deviennent  les  valeurs  des  autres  coeffi- 
I i5 
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cients  B,  C,  B',  C'  et  D de  cette  même  équation,  il  est  indispen- 
sable de  développer  un  peu  les  substitutions  successives  de  x" 
et  y" , x”"  et  y'",  etc. 

A cet  effet,  nous  poserons,  pour  plus  de  simplicité,  dans  les 
expressions  déjà  trouvées, 


— a ni' 

— b' 

Wi'»—  I 

I -H  m'' 

I -1-  m'* 

U y 

— 2/n" 

htf 

m"’ — I 

— a" 

1 -+-  m"^ 

I -H  m'"‘ 

— 2 m'" 

— b'" 

ni!""—  I 

— rt'" 

I m'"" 

1 -4-  m'"’ 

— 2 m’”' 

— At»-i 

— 1 

/,N— 1 

1 -h 

U , 

I 4-  ml”-')" 

U , 

les  lettres  a!  et  V , a"  et  h",  etc.,  ayant  ici  d’ailleurs  des  accep- 
tions très-distinctes  de  celles  qu’on  leur  avait  attribuées  dans 
le  n°  IV  ci-dessus;  cela  fera  prendre  aux  valeurs  de  x"  et 
y",  etc.,  la  nouvelle  forme 

a."  = n' x' -yh’ y' , y"  =b'  x' — af  y' , 

.r'"=:  u"x"+  b" y",  j"'=  b"x"—a"y", 

x"'=  n'"x"'-h  b”' y"',  y'"=  b^x"'—  a'" y'". 


,r"=  rC-'.r''-'-+-  y"  = b"-' x^~'  — 

Les  quatre  premières  de  ces  équations  donnant 

ix'"—  [a'a"-\-b'b"]x-y[h'a"—a’b")y', 

( y'«—  — [b'n"—a'b")x'-^[a'a"-yb'b"]y', 

on  aperçoit  déjà  que  ces  valeurs  linéaires  dex"  el  y"'  conser- 
vent en  x'  etj'  la  même  forme  que  celles  de  x"  et  j";  sauf 
que  l’expression  de  a pris  un  signe  explicite  ou  extérieur 
contraire  par  rapport  à y". 

Si  l’on  fait  de  nouveau,  en  effet, 

(l'a" -y  b'b''  — \',  h' a"—  a'b"=  B', 


1 
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les  constantes  A'  et  B'  ayant,  ici  encore,  des  valeurs  distinctes 
de  celles  du  n°  IV,  ces  deux  expressions  deviendront 

(2)  = — (B.Z-'— A'j), 

lesquelles  combinées  avec  les  valeurs  ci-dessus  de  x"'  et 
en  x”  et  y"',  donneront  l’expression, de  ces  mêmes  coordon- 
nées, x"  et  en  x'  et  r'. 

Pour  les  obtenir,  il  suffira  évidemment  de  changer,  dans  les 
deux  équations  (1),  a'  en  B',  b'  en  A',  x'  en  y'  et  j'  en  x',  puis  * 
a"  en  a"’,  b"  en  b"',  ce  qui  donnera 

t x"'=[\'a"'-B’b"')x'-^[\'b"'-^B'a'")x’, 

^ ‘ I j'''=(A'i"'-4-B'a")x'— (A'«"'— B't'")/'. 

D’où  l’on  voit  que  ces  expressions  de  x"  et  j”  reprennent, 
aux  notations  près,  absolument  la  forme  première  de  x"  et  j" 
en  x'  et  y' , c’est-à-dire  sans  aucun  changement  de  signe  exté- 
rieur ou  apparent. 

Car,  si  nous  posons,  derechef, 

A' B' b”'  — A",  A'  B' a"'  = B", 

elles  deviennent,  en  effet, 

x"'=zsrx'^  B"/,  r " = B"x'—k"x'. 

En  combinant,  à leur  tour,  ces  dernières  équations  avec 
celles  qui  donnent  x'  et  y",  il  est  clair  qu’on  retombera  en- 
core sur  des  expressions  de  la  forme  (i)  ou  (2),  et,  pour  y par- 
venir, il  suffira  de  changer  dans  ces  expressions,  a'  et  b'  en  A" 
et  B",  a"  et  b"  en  a'"  et  b",  ce  qui  donnera 

(A"«''-h  B'’b"‘)x'-\-  (B"a"‘—A"b"]r', 
yy——{B''a"—\"b''')x'-tr{  A"  a”  -l-B"  è”  ).r'  ; 

puis,  si  l’on  y fait  de  nouveau, 

A"a”-4-B"i”=A"',  B"a''— A"6''’r=B", 

elles  deviendront 

x'^k^x'+Wy,  f=  — B"’x'+k“'y'. 

.5. 
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Il  est  inutile  de  pousser  plus  loin  les  subslitulions  succes- 
sives; car  ou  voit  par  les  premières,  qu’on  obtiendra  alternati- 
vement, pour  la  valeur  des  coordonnées  x"  et  j",  x'"  et  etc., 
x"  et  r"  en  x'  et  y',  des  expressions  de  l’une  ou  de  l’autre  des 
formes  (i)  et  (3),  selon  que  ces  coordonnées  seront  d’un  ac- 
cent ou  indice  supérieur,  impair  ou  pair. 

Dans  les  mêmes  cas,  les  coefficients  de  ces  coordonnées  se- 
ront représentés,  en  général,  par  les  expressions 

B'-’ n’-’  — A"-’ /)'■-' 

ou  bien  par  celles-ci 

— B’'-’è"-'  = A"-’,  ' B’'-’a''-'-l-A''-=6'‘-'  = B"-“, 

selon  encore,  que  x’'  et  seront  accentués  impair  ou  pair, 
c’est-à-dire  selon  que  le  nombre  des  accents  (')  sera  lui-même 
impair  ou  pair. 

Donc  les  valeurs  générales  des  coordonnées  x”  et  y"  pren- 
dront, quand  n sera  impair,  la  forme  spéciale 

(4)  a:’  = A"-’.r'-l-B"-’j',  — B'-^x'-t-A'-V» 

et  alors  on  aura 

A"-’=:  A"-’«"-'-|-B''-’è''~‘,  B'-^^B'-’a"-' — A’-’i"-'; 
tandis  que  si  rt  est  pair,  elles  acquerront  cette  autre  forme 

(5)  x"=A’'-’x'-|-B"-’j',  j’'=B’'->x'— A"-y, 
répondant  aux  valeurs 

A'-’= A^-’n'--'—  B"-’i"-',  B”-’=  B’-’a’-'  -f-  A'-’a"-'. 

Examen  analytique  du  cas  où,  le  polygone,  à directions 
de  côtés  invariables,  est  d’ordre  impair. 

Équations  spéciales.  — n étant  pair  alors,  les  valeurs  de  x" 
et  j",  qui,  dans  le  cas  général,  étaient  exprimées  par  les  for- 
mules 

, _ A -t-  Bx'-t-  C7-'  \'-l-  B'x'-t-  C' r' 

~ D -+-  Ex'  -h  F y'  ’ ~ l) -h  Ex'  -i-  F j'  ’ 
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prennent  la  forme  particulière  (5);  ce  qui  donne  évidemment 
pour  l’hypothèse  actuelle, 


E = O, 

,)  -B  , 


Si  donc  on  fait,  dans  l’équalion  générale  (a)  du  lieu  cherché, 
les  quatre  quantités  A,  A',  E et  F égales  à zéro,  elle  deviendra, 
toutes  réductions  faites. 


[(D  — C'—  wC)=-)-(n/»  + Bai4-B')']p> 

-t-  w’[(D  -t-  C'4-  /nC)'-+-  (l)w  — B'—  /aB]^]a> 

-I-  ?.//([JP—  B”— C'’+m’(D=— IP— C’)  — 2/n  (BB'-i-(;(7)]ap 
= //ïB  -i-  ;//(C'+  »iC)]’, 


représentant,  comme  dans  la  question  particulière  examinée 
ci-dessus,  une  courbe  unique  du  deuxième  degré,  concen- 
trique au  cercle  directeur. 

Le  terme  en  doit  dis|iaraltrc  de  cette  équation;  car  si 
Ion  divise  son  coeflicient  par  ÜS  il  deviendra,  en  y mettant 


B C 

ensuite  pour -jj) 


etc.,  leurs  valeurs  indiijuées  ci-dessus. 


2//i(;n^-|- 1)  (i  — ! 

expression  dans  laquelle  il  faut  substituer  les  valeurs  numé- 
riquesde  B("“D’  et  AC-'P,  en  fonction  de  a,  //,  a',  //',  etc. 

Or  les  valeurs  de  ces  quantités,  fournies  par  les  deux  é(|ua- 
tions  (5),  donnent  en  premier  lieu. 


(aÿ-D’-f-f/C"’'’)  (A<’-"D-t-B('-’)'') 

En  continuant  ainsi,  on  voit  qu’il  viendra  enfin 

X (at"-’;’-!-  X ...  X (a''-t-  b”). 

Substituant  dans  l’un  des  facteurs  a'*4-  pour  a'  et  h'  les  va- 
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leurs  d’abord  obtenues, 


h' 


2 /fl' 

I + ni''‘  ' 


I 

i ’ 


cela  donnera  évidemment 


a'^+b''=\. 

On  aurait  de  même 


et,  en  général, 
De  là. 


a"’+A"’=i,  etc.. 


et,  par  eonséquenl. 


I — — A("-’P=  O. 

Le  terme  en  «p  disparaît  donc,  en  effet,  de  l’équation  de 
la  courbe,  qui  devient  ainsi. 


C'— mC]»-+-  (Dm  + Bm  -+- 
+ m’[(D  -)-C'-|-  «i  Cj’-i-  (Dm  — B' — mB)^]a-' 
= r ’ [ B'  -t-  m B -4-  m ( C'  4-  «f  L ) ]’. 


Cette  équation  est  encore  susceptible  de.  simplilication  : en  la 

B B^ 

divisant  par  D’,  et  mettant  pour  les  quantités  -jy»  etc., 
leurs  valeurs,  on  obtient,  toutes  réductions  faites. 


(6)  2 { I-I-  A"-»)  p>4-  2 m’  { I — A”-=  ) a>=  !•>  B(*-»)>  ( 1 4-  m>) . 

Discussion.  — Les  constantes  et  B"~’  de  cette  dernière 
équation,  ne  sauraient  évidemment  être  supérieures  à l’unité; 
car  il  existe  entre  elles  la  relation  A<"~’P+ B("-’)’=  i (*),  dont 


(*)  Le  lecteur  s’apercevra  immédiatement  que  les  diverses  formules 
ou  équations  de  ce  paragraphe  appartiennent  aux  fonctions  angulaires  ou 
trigonométriques , et  qu’il  était  possible  d’arriver  aux  mêmes  résultats 
par  des  considérations  plus  directes  et  plus  élémentaires.  On  pourrait 
même  être  tenté  de  croire  qu'après  avoir  suivi  cette  voie,  j'en  aurais 
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tous  les  termes  sont  essentiellement  positifs,  et  par  consé- 
quent la  courbe  qu’elle  représente  est  une  ellipse  rapportée 
à son  centre  et  à ses  axes. 

Elle  se  réduira  à celle  d’un  cercle  quand  les  coefficients  des 
■variables  a et  p seront  égaux,  ce  qui  entraîne  l’équation  de 
condition 

i-l-A'-’=m=(i  — .V-’),  ou 

' ' ’ i-t- 

et,  comme  on  a toujours 


il  viendra,  d’un  autre  coté, 

..  , un 

± 

I -I-  ni’ 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (G)  dont  il  s'agit,  elle 
se  réduira  à la  suivante 


qui  montre  que  la  courbe  parcourue  par  le  sommet  libre  a,  du 
])oljgone  mobile,  se  confond,  dans  ce  cas,  avec  le  cercle  di- 
recteur même. 

Il  n’est  pas  difficile,  au  surplus,  de  reconnaître,  sur  la  figure, 
(]uel  est  le  cas  où  la  circonstance  précédente  a lieu. 

Considérons,  par  exemple,  l'iieptagone  vlx'x"  . . .x"x  de  la  fi- 
gure ci-après,  pour  lequel,  d’après  nos  précédentes  définitions. 


ensuite  changé,  par  préférence  pour  la  méthode  de  démonstration  pure- 
ment algébrique  et  en  vue  de  déguiser,  comme'cela  se  fait  assez  souvent, 
la  marche  laborieuse  des  découvertes  et  des  tâtonnements.  Mais,  d’après 
divers  motifs  qui  se  révéleront  dans  les  volumes  suivants,  je  n'hésite 
point  à dire  que  celte  supposition  serait  d’autant  plus  inexacte  que  je 
n’ai  jamais  été  le  partisan  exclusif  de  l’.ânalyse  algébrique,  et  que  je  n’ai 
jamais  non  plus  pensé  qu’il  fût  indispensable  de  tout  rapporter  à celte 
science,  même  en  fait  de  choses  purement  mathématiques,  ni  que,  en 
dehors  de  sa  manière  d’opérer,  il  n’y  eût  aucun  moyen  rigoureux  de 
raisonner  et  de  démontrer. 
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> est  égal  à vi  ; il  est  visible  que  le  sommet  a ne  peut  décrire 
le  cercle  (C)  dans  toutes  ses  positions,  à moins  qu’il  ne  se 
confonde  avec  l’un  des  sommets  adjacents  x' , x"'^,  ou  encore, 


l'ii;.  io<l- 

' X a 


à moins  (|ue  le  polygone  a.x' x" . . . x"  a ne  reste  inscrit  au 
cercle  (C),  de  quel(|ue  manière  ({u’on  le  déforme,  en  assujet- 
tissant ses  côtés  à conserver  les  mêmes  directions  respectives 
et  ses  sommets,  moins  un,  à rlécrire  la  circonférence. 

La  |)remière  circonstance  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  le  cas 
où  l’un  des  côtés  ax',  ax"  se  confond  avec  la  corde  2;' ar'',  ce 
(|ui  exige  (pie  l’iievagone  2;-'^^". . ,x"x'  reste  inscrit  au  cercle 
de  quelque manière  qu’on  le  fitsse  xarier.  Or  nous  avons  prouvé 
précédenjment  (III,  p.  208),  que,  quand  un  polygone  fermé, 
d’un  nombre  pair  de  côtés,  est  inscrit  à un  cercle  donné,  il  lui 
demeure,  en  effet,  itiscrii  (luelle  que  soit  la  manière  dont  on  le 
<léforme  en  assujettissant  toujours  ses  côtés  à conserver  des 
directions  constantes,  et  ses  côtés,  moins  un,  à rester  sur  la 
circonférence,  mais  que,  si  le  nombre  des  sommets  est  im- 
pair, la  même  chose  cesse  d’avoir  lieu. 

Donc,  puisque  le  ])olygone  x x" . . .x"x'  est,  par  nos  hypo- 
llièscs,  d’un  nombre  pair  de  côtés,  la  première  de  ces  deux 
conditions  sera  remplie,  et,  [lar  conséquent,  le  sommet  libre  a 
de  l’heptagone  se  confondra , dans  toutes  ses  positions,  avec 
le  sommet  adjacent  x'  ou  avec  le  sommet  x''‘,  s’il  s’y  confond 
|iour  une  seule  d’enlie  elles. 

La  deuxième  des  circonstances  ci-dessus  n’est  pas  possible, 
car  le  polygone  x.x'x"...x",  étant  d’un  nombre  impair  de 
côtés,  il  pourra  bien  être  inscriplihle  au  cercle  dans  certaines 
positions,  mais  il  ne  saurait  l’être  pour  toutes  celles  qu’il  peut 
(jiendre  sous  les  mêmes  conditions. 


I 

I 

i 

I 
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Concluons  de  là,  en  particulier,  que  l’équation 


exprime  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  tangentes  tabu- 
laires — m,  ni’,  ni",...,  m des  angles  que  chacun  des  côtés  d’un 
polygone  à nombre  pair  de  sommets,  fait  avec  une  droite  C\ 
{^g.  log),  prise  sur  son  plan  comme  axe  des  abscisses  paral- 
lèles à la  bissectrice  de  l’angle  a,  pour  que  ce  polygone  soit 
susceptible  d’être  constamment  inscriptible  au  cercle. 

Intersection  de  l’ellipse  lieu  du  sommet  libre  du  polygone, 
acec  le  cercle  directeur;  paradoxe.  — Si  l’on  fait  successive- 
ment dans  l’équation  (6)  de  ce  lieu,  et  a=o,  elle  donne 
pour  les  valeurs  des  demi-axes  principaux  dé  l’ellipse, 

y ( , V^'  < I _ 

m sj O.  ^ \ \/a  I -1-  ' 

dont  aucun  ne  saurait  devenir  infini. 

Pour  que  cela  arrivât  à l’égard  du  premier  axe,  notamment, 
il  faudrait  que  l’on  eût 

ou  1 — A"“’=o,  ou 

O 

mais,  comme  on  devrait,  dans  l’hypothèse 

de  A”“*=  I,  avoir  en  même  temps,  Bï"-D’=o;  ce  qui  rendrait 
l’autre  axe  nul,  et  réduirait,  pour  ce  cas,  l’é(juation  de  la 
courbe  à ,3’=o,  représentant  une  double  droite  ou  ellipse 
aplatie  sur  l’axe  même  des  abscisses  x ou  a. 

Si  B"-’  était  infini,  alors  l’équation  i deve- 

nant 

■-+-j{Tir:îr2='’-  cest-a-dire 

serait  absurde  ou  impossible,  n’importe  la  valeur  du  rapport 
de  (A"~’)®  à (B”-’)’,  puisque  ce  rapport  est  toujours  positif. 

Ainsi,  les  axes  principaux  du  lieu  des  sommets  libres  de 
polygones  ne  pouvant  devenir  infinis,  c’est  essentiellement 
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une  courbe  l'ermce  ou  ellipse  concentrique  au  cercle  direc- 
teur, mais  susceptible  de  s’aplatir,  de  dégénérer  en  une  simple 
droite,  limitée  de  longueur,  et  dont  les  directions  diamétrales 
se  conCondent  avec  celles  des  bissectrices  des  angles  aux  som- 
mets libres  du  polygone  mobile. 

D’ailleurs,  l’ellipse  décrite  par  ce  sommet  rencontre  le  cercle 
directeur  en  quatre  points  généralement  distincts,  et  que  l’on 
peut  toujours  déterminer  par  une  construction  géométrique 
fort  simple,  puisque,  en  représentant  les  carrés  a’  et  P’  des 

Fig.  ito'. 


coordonnées  de  ces  points  par  a'  et  p',  on  aura  entre  ces 
quantités  deux  équations  du  premier  degré  seulement. 

11  semblerait,  d’après  cela,  qu’il  pût  y avoir  quatre  manières 
essentiellement  différentes,  d’inscrire  un  polygone  d’ordre  im- 
pair, dans  un  cercle  donné,  en  l’assujettissant  à la  condition  : 
« d’avoir  ses  côtés  respectivement  parallèles  à des  directions 
» fixes.  » Or  cela  n’a  réellement  pas  lieu,  comme  nous  l’avons 
fait  voir  dans  l’un  des  articles  du  présent  Cahier.  Pour  montrer 
à quoi  tient  celte  contradiction  apparente,  et,  en  même  temps, 
faire  connaître  quelles  sont,  des  quatre  intersections  ci-dessus, 
les  deux  seules  qui  résolvent  le  problènte  de  l’inscription  ef- 
fective du  polygone  au  cercle,  je  vais  reprendre  la  question 
d’un  peu  plus  haut. 

Éclaircissement  du  paradoxe.  — Nous  avons  trouvé  que  les 
valeurs  générales  de  x^  et  y’  pour  le  cas  dé  n pair,  étaient 

Nous  avons,  de  plus,  prouvé  qu’il  existait  entre  A'-’  et  B"~’ 
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D’après  cela,  je  dis  qu’il  existe  nécessairement  deux  positions 
symétriquesdu  polygone  variable(./?g'.  109),  pour  lesquelles  les 
points  x”  et  x'  se  confondent  sur  la  circonférence  du  cercle 
directeur.  En  effet,  si  l’on  substitue  dans  les  expressions  ci- 
dessus  (6),  x'  à et  y'  à >•’,  on  aura  les  nouvelles  équations 
de  condition 

(c)  -A'-’)  — lD-M-'=o,  — 

Mais , comme  de  plus,  on  a entre  x'  et  y'  la  relation 
x’'-\-y'^=r^,  il  est  clair  que  ces  dernières  équations  ne  pour- 
ront coexister  qu’autant  que  l’une  d’elles  sera  la  conséquence 
de  l’autre.  Or  c’est  ce  qui  a lieu  par  le  fait;  car  si  l’on  observe 
que  la  relation  A("~ds-f- 1 donne 


1 


A’‘-=  = 


i-hA’-’’ 


et  qu’on  substitue  cette  valeur  dans  la  première  des  deux 
équations  (e),  elle  deviendra,  toutes  réductions  faites  et  en 
changeant  les  signes, 

9 '(i  -H  A'-’)  — B"-’j;'  = o, 

qui  revient  précisément  à la  seconde  d’entre  elles. 

En  combinant  donc  l’une  ou  l’autre  des  équations  (c),  avec 
celle  r'’=  r’  du  cercle  directeur,  il  viendra,  pour  les 
coordonnées  du  point  où  le  sommet  x"  {Jig.  log),  du  polygone 
se  confond  avec  le  sommet  x'. 


v/i  + A’ 


V2 


y-'—y'- 


V 


Maintenant,  il  n’est  pas  diflicile  de  voir  que  le  point,  ou 
plutôt,  les  deux  points  dont  nous  venons  de  démontrer  l’exis- 
tence, points  situés  sur  un  même  diamètre,  appartiennent  si- 
multanément à la  courbe  des  a et  au  cercle  (C).  En  effet,  un 
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point  quelconque  a,  de  celle  courbe,  se  détermine  en  menant 
par  x'  et  x"  deux  droites  qui  aient  respectivement  m et  — /«, 
pour  tangentes  Irigonométriques  de  leurs  inclinaisons  symé- 
triques sur  l’axe  des  abscisses  CX,  et,  par  conséquent,  elles  se 
couperont  au  point  meme  de  (C),  déterminé  ci-dessus,  où 
x^,  a,  x'  sont  confondus  et  n-I-i  est  rôdait  à •s  — i. 

Au  reste,  on  peut  s’assurer  directement  que  les  points  obte- 
nus comme  on  vient  de  le  dire,  sont  effectivement  deux  de 
ceux  où  le  lieu  des  sommets  a rencontre  ce  cercle,  en  recher- 
chant, au  moyen  des  équations  en  a et  p,  de  ces  deux  lignes, 
les  valeurs  des  coordonnées  des  quatre  intersections;  car  on  re- 
trouvera parmi  elles  les  expressions  précédentes  de  x'  et  de  r'* 

Remarques  diverses.  — Ces  valeurs  sont  explicitement  in- 
ilépendantcs  de  ni,  ce  qui  semble  absurde  à priori,  car  la  po- 
sition des  points  en  question  dépend  nécessairement  de  la,, 
direction  des  deux  côtés  ax'  et  ax’.  Mais  il  faut  se  rappeler 
(|ue  la  position  de  l’axe  CX  des  abscisses,  est  lice  à celle  de 
ces  côtés,  puisque  ceux-ci  font,  de  part  et  d’autre,  le  même 
angle  avec  sa  direction  indéfinie. 

Si  l’on  donnait,  en  effet,  une  autre  direction  à ces  côtés,  il 
faudrait  en  même  temps,  changer  la  direction  de  l’axe  CX  des 
abscisses  x ou  a,  sans  quoi  les  équations  précédentes  cesse- 
raient de  répondre  à la  question  ; et  si  seulement,  on  changeait 
la  direction  des  deux  droites  xx'  et  xx',  de  manière  que  leurs 
nouveaux  angles  avec  CX  fussent  différents  des  premiers , 
iiuoique  symétriquement  situés  et  égaux  entre  eux,  il  arrive- 
rait encore  que  la  courbe  décrite  par  leur  commune  intersec- 
tion X,  rencontrerait  le  cçrcle  (C)  en  de  tout  autres  points  que 
la  précédente. 

\vant  de  passer  à l’examen  du  cas  où  le  nombre  des  côtés 
du  polygone  est  pair,  je  vais  indicpier  un  moyen  bien  simple 
de  parvenir  à l’équation  de  condition  ~ 

Nous  avons  vu  que  les  valeurs  de  x’‘  et  r"  étaient  données 
liar  les  éciualions  suivantes  : 

.c»=  A’‘-'.r'-|-  r’=  V“=_c'. 
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Or  ces  (leux  é(|uations  doivent  évidcninieni  coexister  avec; 
celles  du  cercle  directeur. 

Substituant  donc,  dans  cette  dernière,  les  valeurs  de  .r"  et 
de  V".  on  aura  la  nouvelle  relation 

( A("->D+  j'=)  = r’  : 

si  l’on  y met  pour  sa  valeur  r“,  et  tpi’on  divise  ensuite 

les  deux  membres  de  l’équation  jiar  r-,  il  viendra 


relation  qui  existe  ainsi  entre  les  quantités  A("->D  ei 
pour  toutes  les  valeurs  particulières  qui  seraient  assifînées  aux 
quantités  trigonométriques  ni,  in',  ni",  etc. 


Examen  anal)  tique  relatif  au  lieu  du  sommet  libre, 
pour  les  polygones  d’ordre  pair. 

Équations  propres  A ce  cas. — Le  nombre  s-+-i  des  ctjtés 
du  polygone  inscrit,  étant  pair,  on  a alors  (4,  p.  228),  pour 
déterminer  x'  et^  »,  les  équations 

X'  = A’-’.r'  -t-  B''-’7',  ,r’=  — A'-'r', 

avec  les  relations  particulières, 

A'-"=  A"-» fl'-'  + B'-^ b’'-'.  B'  -'  = B'-" fl'-'  — A"-’ 


De  plus,  les  valeurs  générales  . 

A + B.r'-HC'.r  A'-+-B'x'-f-C'.r' 

^ ~1) + + F j'’  D + Ex'-i-Fj'  ’ 

se  réduisant  à la  forme  particulière  des  précédentes,  on  aura 
évidemment  ici  les  relations  ^ 


A=o,  .\'=o,  E = O, 


F : O, 
C' 


H l'  R' 

JJ — A , 1)  — « > 1)—  1)  ~ • 
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En  ayant  égard  aux  quatre  premières  d’entre  elles  et  obser- 
vant que,  pour  ce  cas  encore, 

BB'-hCC'=o, 

l’équation  générale  [a,  p.  222)  du  lieu  du  sommet  libre,  quand 
les  côtés,  en  nombre  pair,  conservent  des  directions  parallèles 
à des  droites  respectivement  données  sur  le  plan  du  cercle 
directeur,  cette  équation  générale,  dis-je,  s’abaissant  encore 
au  deuxième  degré,  se  réduira  à la  suivante, 

[(!)  — C'—  mC)’-|-  (Dm  -h  B/n  -|-  B')’]p> 

4- /n= [ ( D -f- C' -f- /n C)» -f- ( D /n  — B'— //I B )•] 

= r’[B'-|-  ///B-h  m (C'-h  /nC)]’. 

Divisant  les  termes  de  cette  équation  par  D’,  et  substituant 
B B^ 

pour  g,  etc.,  leurs  valeurs  ci-dessus,  il  viendra,  toutes 
réductions  faites, 

2[i  4-  nO — A’~'(i  — ;/4)  — 2 /nB'-’jP’ 

4-  2»/’[l  4-  /Jl’4-  A'~’{l  — /«’)  4-  2//lB"“’]a^ 

= r^{im  A"-’—  { I — //i’  ) B"-’  ]’ . 

Condition  pour  laquelle  le  lieu  se  confond  avec  la  circon- 
férence directrice.  — Les  coefficients  de  la  dernière  équation 
sont  nécessairement  positifs;  car  leurs  correspondants,  dans  la 
précédente,  sont  formés  de  sommes  de  divers  carrés;  donc  la 
courbe  cherchée  reste  ici  encore  une  ellipse  rapportée  à son 
centre  et  à ses  axes.  Elle  deviendra  un  cercle  quand  les  coeffi- 
cients de  a’  et  P’  y seront  égaux  entre  eux  ; ce  qui  entraîne 
l’équation  de  condition 

1 4-  /n’ — A'“*  ( I — ///■'  ) — 2 //I  B'“’ 

= /n=[i  4-  /n’-l- A"-’(i  — //i“)4-  2/nB'"’]; 
d’où  l’on  lire 

I — m’ — (i  — //!’)  A’~’  — o , 

les  coefficients  de  et  de  p’  devenant  alors  égaux  à 
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Quant  au  coefficient  de  r%  je  dis  qu’il  se  réduit  de  même,  à 
la  quantité  (\  m^.  En  effet,  en  le  développant,  il  devient 

4»i' — m’)»— 4m  A'-»B"-=(i  — m’) 

= 4m’A("-’)*-|-(i— m’)’— A<"-’>'(i— m’)’— 4mA"-’B’-’(i  — m=), 
toujours  à cause  de 

Substituant  dans  c^tte  dernière  expression,  pour  B”-’  sa  va- 
leur tirée  de  l’équation  de  condition  ci-dessus,  qui  donne 

2 m B'-’  = [ I — /H’  ) ( I — A'-’  ) , 

le  coefficient  dont  il  s’agit  devient,  toutes  réductions  faites, 

4 m>  A("-D>-|-  (i  — m’)’-)-  A<"-»)’(1  — m’)’—  2 A*-’(i  — m’)' 

= 4 m’ AC-»)’  -I-  ( I — m’  )’  ( I — A’-’)’  ; 

Or  la  quantité  (1  — m’)’(i  — A"“’)’,  d’après  la  même  équation 
de  condition,  est  égale  à 

' 4/n’BC-’)’; 

donc  l’expression  du  coefficient  de  /•’  devient 

4 m’ A<’-’)’-t-  4 m’ Bf’'-’)’^  4'”’- 

Substituant  enfin  ces  valeurs  des  différents  coefficients  dans 
l’équation  de  la  courbe,  et  divisant  par  le  facteur  4"i’  com- 
mun à tous  ses  termes,  elle  se  réduira  à la  forme  très-simple 

a’-|-P’=r’. 

Ainsi,  dans  l’bypotbèse  présente  des  polygones  de  rang  pair, 
le  lieu  du  sommet  libre  se  confond  avec  le  cercle  directeur 
même  des  autres  sommets.  On  peut  d’ailleurs  reconnaître  à 
priori,  la  circonstance  où  le  fait  se  réalise. 

Considérations  géométriques.  — Supposons  n = 5 (fig.  1 1 1 ) ; 
pour  que  le  point  « parcoure  le  cercle  (C),  il  faut  bien  : ou  que 
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le  polygone  ax' x" x'" x" x' n,  réduit  à six  côtés,  soit  inscriptible 
au  cercle  (C),  quelle  que  soit  la  nianicre  dont  on  essaye  de  l’y 
inscrire  en  assujettissant  chacun  de  ces  côtés  à conserver  une 
direction  parallèle  à elle-niènie  ; ou  que  le  sommet  libre  a reste 


lig.  III. 


^ confondu  avec  l’un  ou  l’autre  de  ses  voisins,  x'  et  j;’',  pour 
toutes  les  positions  du  pentagone  x' x" . . .x” x'  assujetti  à cette 
condition.  Or  nous  savons  déjà  que,  si  un  polygone  quel- 
conque, de  rang  pair,  se  trouve  inscrit  dans  un  cercle,  il  arri- 
vera, n’importe  la  manière  dont  on  le  déforme  en  assujettissant 
ses  sommets,  à l’exception  d’un  seul,  à demeurer  sur  ce  cercle 
4 et  ses  côtés  à conserver  des  directions  invariables,  il  arrivera 
que  ce  polygone  restera  spontanément  inscrit  à ce  même  cer- 
cle; ce  qui  revient  à dire  que  son  dernier  sommet,  supposé 
libre,  parcourra  la  circonférence  propre  de  ce  cercle. 

Donc  enfin,  puisque  l’hexagone  ax'x"...a  est,  en  effet, 
d’un  nombre  de  côtés  pair,  « pour  que  son  sommet  a décrive 
» la  circonférence  (C),  il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  ce 
i>  polygone  y soit  inscrit  dans  une  seule  de  ses  positions.  » 

La  seconde  des  conditions  qui  nous  ont  préoccupés  dans 
le  cas  des  polygones  d’ordre  impair,  à savoir  : que  le  som- 
met a se  confonde  avec  l’un  de  ses  voisins  x',  x'  pour  toutes 
les  positions  du  polygone,  est  ici  radicalement  impossible  ; car 
la  proposition  précédente,  vraie  pour  une  figure  d’un  nombre 
pair  de  côtés,  inscrite  au  cercle,  ne  l’est  nullement  pour  un  pen- 
tagone tel  que  x'x"x"'x"'x''x',  d’un  nombre  impair  de  côtés. 
Dans  ce  cas  donc,  il  pourra  bien  exister  des  positions  particu- 
lières pour  lesquelles  a se  confonde  avec  a;'  ou  x';  mais  cela 
ne  saurait  avoir  lieu  en  général. 

Le  sommet  « parcourrait  aussi  le  cercle  (C),  tout  entier,  s’il 
arrivait  que,  dans  une  certaine  position  de  l’hexagone  ax'...x''u. 
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le  sommet  a:'  se  confondît  avec  l'avani-dernier  a-’';  car  alors, 
le  polygone  formé  avec  les  côtés  x'x",...,  x'''x^,  étant  d’or- 
dre pair,  il  arriverait  que,  dans  toutes  les  déformations  qu’il 
pourrait  subir  en  conservant  à chacun  de  ses  côtés  une  di- 
rection constante,  11  resterait  invariablement  inscrit  au  cer- 
cle (C),  et  que,  par  conséquent,  dans  toutes  ses  positions,  le 
sommet  x'  se  confondant  avec  les  sommets  x'  et  a,  ce  dernier 
sommet  parcourrait  spontanément  la  circonférence  de  (C). 


Conditions  sous  lesquelles  les  polygones  d’ordre  pair, 
deviennent  inscriptibles  au  cercle. 

Relations  algébriques.  — On  vient  de  voir  que  la  courbe 
des  a peut  se  réduire  au  cercle  (C)  en  deux  cas  différents; 
aussi  l’équation  trigonométrique  ' 

2/nB"“’=  (i  — »(’)  (i  — A’-’), 

d’abord  obtenue,  est-elle  décomposable  en  deux  autres. 

En  effet,  si  on  élève  ses  deux  membres  au  carré,  et  qu’on 
mette  pourBi"~’)’  sa  valeur  i— il  vient 

(i  — A”-*)’(i  — m'‘Y—  4 w’(i  — A^>-’)’) , 

équation  à laquelle  on  satisfait,  soit  en  posant 

I— A'-’=o, 

soit  en  posant 

(i  — A*-=)  [1 — w’)>=4/n'(i  4-  A”-’), 

c’est-à-dire 

( I — «I’)’—  4 ni  = A'-’  ( I -h  /»’)>. 

Pour  reconnaître  à quel  cas  répond  chacune  de  ces  équa- 
tions, il  n’j  a qu’à  chercher,  comme  on  l’a  fait  à l’occasion  des 
polygones  d’ordre  impair,  la  condition  sous  laquelle  le  som- 
met x'  (fig.  1 1 1)  coïncide  avec  jt"ou  x’-,  et,  pour  cela,  mettri* 
dans  les  expressions  des  coordonnées  x",  j"  obtenues  tout 
d’abord,  x',  >•'  au  lieu  de  x",  j";  ce  qui  donne 

x'(i— A’-')  — B'-Y'  = ‘>.  ,r'(i  — A«-=)  4-B" -V^o. 

I.  16 
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S’il  existe  sur  le  cercle  (C),  des  points  pour  lesquels  se 
confonde  avec  x'  indépendamment  de  toute  cjondition  particu- 
lière, il  faut  évidemment  encore  que  l’une  de  ces  équations 
soit  la  conséquence  de  l’autre;  car  on  a,  de  plus, 

x'^-\- f’=  r’’, 

équation  qui  doit  avoir  lieu  en  même  temps  tpie  les  pre- 
mières. Or  cela  n’arrive  ici  pour  aucune  des  valeurs  de  x'  et  r'  : 
si  l’on  élimine,  en  effet,  jr'  entre  les  deux  équations  précc’*- 
dentes,  on  obtient 

x'[[i-^  O, 

équation  à laquelle  il  est  impossible  de  satisfaire  pour  toute 
valeur  de  x',  à moins  de  prendre  à la  fols 

I— A’->=o  et 

Mais  la  seconde  de  ces  conditions  n’est  qu'une  conséquence 
de  l’autre,  à cause  de  ' 

AC'-nî-i- r. 

Donc  les  sommets  x'  et  x’’  ne  peuvent  se  confondre  entre  eux, 
à moins  que  l’on  n’ait  généralement 

I — A"“’=  O, 

auquel  cas  les  valeurs  de  x'  et  j',  restant  indéterminées,  les 
points  du  cercle  (C)  satisfont  tous  séparément^à  la  condition 
dont  il  s’agit;  car,  selon  la  remarque  ci-dessus,  le  sommet  a, 
confondu  dans  le  même  cas,  avec  x'  ou  x',  décrit  nécessaire- 
ment le  cercle  (C)  en  entier.  On  peut  donc  aussi  regarder 
l’équation  i — A’'~’=o  comme  l’expression  même  de  la  rela- 
tion qui  doit  exister  entre  les  tangentes  trigonométriques  m',. 
m",  etc.,  ou  les  fractions  numériques  a,  a',  b,  b', pour  que 
le  polygone  formé  avec  les  seuls  côtés  x'x”,  x" x!“ x^~'x' , 
en  nombre  pair  n — i,  soit  inscriptible  .à  ((]). 

L’autre  équation  de  condition 

A’-’(i -H  (i  — wi’]’  — 


Digitized  by  Google 


DES  SIMPLES  CONIQUES. 

exprime  pareillement  la  relation  tjui  doit  exister  enl^e  res 
quantités  trigonomélriques  pour  que  le  polygone  a.x'...x^a:, 
supposé  d’un  nombre  pair  s + i de  côtés,  soit  également  in- 
scriptible  à la  circonférence  (C)  (*). 

Constructions,  solutions  qui  en  dérivent.  — Le  cercle  di- 
recteur et  la  courbe  des  a,  dans  le  cas  général , se  coupent 
(y?^.  iio)  en  quatre  points  faciles  à obtenir  au  moyen  d’une 
construction  géométrique,  puisque  les  valeurs  des  coordon- 
nées de  ces  points  sont  de  la  forme  très-simple  ' 

a = ±v/.M,  p = d=t//'^ — M. 

Ceci  d’ailleurs  n’est  pas  contradictoire  avec  ce  qui  a été  dit 
ci-devant,  où  nous  avons  vu  que  le  polygone  0Lxi...x^a.  de  n -+- 1 
côtés,  ne- saurait  être  inscrit  dans  (C),  à moins  que  le  som- 
met a ne  parcoure- ce  cercle  lui-même;  car  les  quatre  points 
d’intersection  dont  il  s’agit,  sont  ceux  pour  lesquels  a se  con- 
fond avec  l’un  ou  l’autre  des  points  x',  x"',  et  pour  lesquels 
par  conséquent,  le  même  polygone  se  réduit  à un  nombre 
impair  de  côtés» 

Les  valeurs  des  coordonnées  a et  p des  points  d’intersection, 
fournissent  ainsi  le  moyen  d’inscrire  au  cercle,  un  polygone 
d’un  nombre  impair  de  côtés  à directions  connues  ; deux  de  ces 
valeurs  donnant  la  double  position  du  sommet  x'  du  polygone 
{fis-  •'•)>  rapport  à la  'direction  du  diamètre  LX,  pa- 
rallèle à la  bissectrice  de  l’angle  des  côtés  x' a,  Æ-'a;  les  deux 
autres  donnant  les  positions  du  sommet  x''  ou  x'^  par  rapport 
à ce  même  diamètre  pris  pour  axe  des  abscisses. 

Enfin,  on  remarquera  que  ces  polygones  accouplés  diffèrent 
uniquement  entre  eux,  en  ce  que  leur  dernier  côté  a la  di- 
rection x'oL  pour  l’un  et  x'-x  pour  l’autre.  On  ne  doit  donc  pas 
être  surpris  de  trouver  [fig.  iio),  dans  ces  mêmes  circon- 


(*)  Évidemment,  ces  équations  de  condition  convenablement  dévelop- 
pées. répondent  à autant  de  formules,  de  théorèmes  de  trigonométrie 
plane,  relatifs  aux  polygones  inscrits  ou  circonscrits  au  cercle,  et  qui 
sont,  comme  on  l’a  déjà  fait  remarquer,  la  traduction  algébrique  des  pro- 
positions ou  relations  angulaires  exposées  au,n°  111  de  ce  IV*  Cahier. 

i6. 
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siüiices,  quatre  points  d’intersection  du  cercle  (C),  avec  la 
courbé  décrite  par  le  sommet  libre  a,  des  polygones  variables 
inscrits  à ce  cercle,  et  dont  les  côtés  ont  des  directions  arbi- 
trairement données. 


j^cconl  des  solutions  et  résultats  précédents  avec  ceux 
des  sect.  il  et  111  de  ce  Cahier. 

Comme  on  le  voit,  tout  ce  qui  précède  s’accorde  parfaite- 
ment avec  ce  que  nous  avons  démontré  dans  les  sect.  Il  et  111  : 
mais  on  a vu,  de  plus,  que,  en  général,  il  n’y  a jamais  que  deux 
manières  d’inscrire,  à une  courbe  du  second  degré,  un  poly- 
gone dont  les  côtés,  quel  qu’en  soit  le  nombre,  passent  par  au- 
tant de  points  donnés  à volonté  sur  son  plan.  Il  serait  difficile 
de  le  démontrer  directement  dans  cette  hypothèse  générale,  en 
suivant  la  marche  précédente,  à cause  de  la  complication  des 
coefficients  qui  entrent  dans  l’équation  fondamentale  («),  p.  117. 
de  la  présente  section  ; il  n’en  est  pas  moins  certain  que  la 
courbe  représentée  par  cette  équation,  bien  que  du  quatrième 
degré,  ne  rencontfe  le  cercle  qu'en. quatre  points  réels,  dont 
deux  seulement  donnent  la  solution  du  problème  de  l’inscrip- 
tion du  polygone  à ce  cercle. 

Nous  reviendrons,  peut-être,  sur  cette  question  par  la  suite. 
Pour  le  moment , je  me  contenterai  de  faire  voir,  sur  un 
exemple  particulier,  comment,  dans  le  cas  qui  vient  d’être 
discuté  tout  au  long,  le  lieu  du  sommet  libre  a du  polygone, 
se  trouve  lié  à celui  du  point  où  se  coupent  les  deux  tangentes 
menées  au  cercle  (C),  par  ses  intersections  o et  i [ fig.  112) 
avec  les  directions  indéfinies  des  côtés  extrêmes  ax'  et  ax" 

ou  DLX'. 

Cas  des  polygones  de  rang  impair.  — Examinons  d’abord 
le  cas  (Jig.  1 12)  où  le  sommet  x',  étant  de  rang  pair,  le  poly- 
gone ax'x"...x'a  est  lui-même,  d’un  nombre  impair  de  côtés, 
par  exemple  cinq,  ce  qui  suppose  .x  = 4;  imaginons,  de  plus, 
le  polygone  de  rang  n-|-i  ou  hexagone  a'  mnpqra  , circonscrit 
au  cercle  (C)  et  dont  les  côtés  le  touchent  respectivement 
aux  divers  points  o,  x',  x",...,  i.  Cela  posé,  si  l’on  déforme 
le  polygone  olx'...x'-x  comme  il  a été  dit  précédemment,  le 
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point  a.  et  le  point  a'  parcourront  séparément,  des' courbes 
liées  entre  elles,  de  telle  sorte  que  la  connaissance  de  l’une 
devra  entraîner  celle  de  l’autre.  Or  nous  avons  démontré 
(ri"  III  de  ce  Cah.)  que,  quand  le  polygone  a'mn...ra',  pos- 


Fig.  nu., 
n T'  m 


? 


sède  un  nombre  pair  de  côtés,  le  point  «'  parcourt  un  dia- 
mètre Ca'  du  cercle;  donc,  si  l’on  trace  la  corde  oi,  cette 
corde  devra  conserver  dans  toutes  ses  positions  une  direction 
constante,  perpendiculaire  à celle  de  ce  diamètre  Ca'.  Donc 
aussi  la  courbe  décrite  par  a,  peut  être  considérée  simplement 
comme  engendrée  par  le  sommet  libre  d’un  triangle  ao/,  dont 
les  autres  sommets  o et  i sont  assujettis  à parcourir  le  cer- 
cle (C),  tandis  que  ses  trois  côtés  restent,  dans  toutes  leurs 
positions,  parallèles  à eux-mêmes.  # 

La  question  est  ainsi  ramenée  à quelque  chose  de  bien 
simple;  nous  ne  nous  on  occuperons  pas  davantage,  parex*. 
qu’elle  n’est  qu’un  cas  particulier  de  celies  qui  ont  été  discu- 
tées précédemment  très  au  long,  .le  ferai  pourtant  observer 
que  les  points  où  la  diamétrale  Ca'  rencontre  le  cercle  direc- 
teur, sont  nécessairement  deux,  des  points  de  la  courbe  des 
sommets  a,  compris  parmi  les  quatre  points  réels  où  cette 
courbe  rencontre  le  cercle  (C). 

Si  l’on  se  proposait  d’inscrire  le  polygone  ax'...x^0L  à ce 
cercle,  il  est  évident  que  les  intersections  particulières  rela- 
tives au  cas  précédent,  ne  résoudraient  nullement  la  question. 
Pour  obtenir  le  couple  des  intersections  qui  donnent,  seules,  la 
solution  géométrique  du  problème,  on  circonscrirait  au  trian- 
gle oai',  pour  une  position  quelconque,  un  cercle  dont  onjoin- 
draitle  centre  avec  le  sommet  a par  une  ligne  droite;  menant 
ensuite,  par  le  centre  C,  du  cercle  directeur,  undtamèire  paial- 
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lèleà  la  droite  ainsi  obtenue,  il  viendrait  couper  la  circonférence 
de  ce  dernier,  aux  deux  autres  points  où  le  lieu  des  points  a la 
rencontre  ; ce  qui  déterminerait  la  position  des  sommets  de  l’iin 
et  de  l’autre  des  triangles  oai  qu’il  faut  inserire  au  cercle  (C), 
et  d’où  l’on  déduirait  enlin  la  position  même  de  ces  triangles 
et  des  polygones  inscrits  correspondants. 

On  voit,  sans  peine,  que  cette  manière  d’envisager  la  ques- 
tion offre  les  mêmes  conséquences  i|ue  celles  précédemment 
déduites  de  l’équation  de  la  courbe  des  sommets  a,  pour  le 
cas  où  l’indice  x était  censé  pair. 

Cas  des  polygones  de  raiifr  pan:.  — Dans  le  cas  de  n impair, 
égal  à 3 par  exemple  [fig.  1 13),  et  où  le  polygone  à inscrire  au 
cercle  (C)  a un  nombre  pair  de  côtés  n -|-  i = 4,  le  polygone  cir- 
conscrit correspondant  ’Cmnpqa'  en  a un  nombre  n -f- 2 ou  5, 


Filj.  Il 3. 


impair.  Or  nous  avons  démontré  ci-dessus(  p.  20g)  que,  dans  ce  - 
cas,  le  sommet  a'  décrit  une  circonférence  concentrique  à celle 
de  (C);  donc  la  corde  qui  joint  les  points  i et  o conserve  la 
même  grandeur  dans  toutes  ses  positions,  et,  par  conséquent, 
elle  est  tangente  aussi,  dans"  toutes  ses  positions,  à un  autre 
cercle  concentrique  à (C), 

Cela  suflit  évidemment  pour  faire  voir  que  le  sonjmet  a 
ne  saurait  être  sur  la  circonférence  (C),  que  quand  il  se  con- 
fond avec  l’un  ou  l’autre  des  points  i et  o;  ce  qui  présente, 
comme  il  est  aisé  de  s’en  apercevoir,  quatre  cas  différents 
on  obtiendra  les  deux  positions  où  a et  o coïncident,  en  me- 
nant au  cercle  enveloppe  de  la  corde  oi,  deux  tangentes  paral- 
lèles à a/,  et  cboisissaiu  parmi  les  quatre  points  ainsi  obtenus 
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sur  (C),  ceux  ijui,  étant  situés  sur  un  mcnie  diamètre,  corres- 
pondent au  point  o. 

Les  deux  positions  où  a coïncide  avec  le  deuxième  point  i 
s’obtiendront  d’une  manière  semblable;  sur  quoi  on  doit  ob- 
server que,  si  l’on  ])rnposait  la  question  d’inscrire  au  cercle  (C) 
un  polygone  ax'. . .x'a,  les  quatre  points  ainsi  déterminés  ne  la 
résoudraient  pas,  et,  comme  ils  sont  les  seuls  oii  la  courbe  des 
sommets  a rencontre  le  cercle,  on  doit  en  conclure  qu’il  n’y 
aurait  alors  aucune  solution  effective.  Pqur  (jii’ily  ait  solution 
géométri(juo,  il  faut  que  la  corde  oi  devienne  nulle;  or  il  est 
évident  (pi’alors  le  cercle  enveloppe  de  cette  corde,  sé  con- 
fondra avec  le  cercle  directeur  (C)  et  la  courbe  des  sommets  * 
libres  a.  Donc,  dans  ce  même  cas,  la  question  aura  une  infinité 
de  solutions  géométriques. 

Rapprochements.  — Tout  ceci  encore,  est  parfaitement  con- 
forme aux  conséquences  que  nous  avons  tirées  de  l’équa- 
tion en  a et  P de  la  courbe  ; car,  dès  que  le  sommet  a se  con- 
fond avec  le  point  o,  il  faut  (|u’il  se  confonde  en  même  temps 
avec  le  sommet  x"' , et  que,  par  consé<iuent,  le  quadrilatère 
cix'x“x"’a.,  se  réduise  à un  simple  triangle  x'x"x‘",  puisque 
■t'a  s’est  lui-même  confondu  avec  x'x"'  {'). 

On  peut  en  donner  une  raison  très-simple  : e'n  effets  puis- 
([ue  le  sommet  a doit  se  rapprocher  du  point  o jiisqu’à  s’y 
confondre,  il  faut  nécessairement  que  le  triangle  oa.x'"  se  ré- 
duise à un  point  dans  cette  même  circonstance;  or  il  n’est  pas 
difficile  de  voir  que  le  côté  ox’",  faisant  partie  du  quadrilatère 
inscrit  ox'x"x"o,  doit  conserver  une  direction  constante,  et, 
par  conséquent,  que  le  triangle  oax"’  restant  toujours  sem- 
blable à lui-même,  si  l’un  de  ses  côtés  ox  devient  nul,  il  faut 
que  les  deux  autres  x“'x  et  ox'"  s’évanouissent  en  môme  temps. 
Donc  quand  le  point  a sera  sur  le  cercle  (C),  le  côté  x'a  se  sera 
effectivement  confondu  av«c  la  droite  x'x'",  et  le  quadrilatère 
se  trouvera  réduit  à un  simple  triangle. 


{*)  On  supprime  ici,  à cause  de  l’obscurité  de  sa  rédaction,  un  alinéa 
entier  du  texte,  dans  lequel,  pour  faire  comprendre  la  possibilité  du  ra[i- 
proeheroent  mutuel  des  points  o,  a,  j”,  le  quadrilntcre  convexe  oix'.r”,r"a 
est  déformé  suivant  le  quadrilatère  gaucho  x'x''x^.c^x',  à cotés  jiaralléles  et 
où  la  chose  devient  plus  évidente  aux  yeux,  par  le  triangle  o'x^.v^. 
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Note  tuMitionnclle  pendant  ^impression. 

On  peut  être  surpris  de  l’étendue  accordée  à l’étude  d’une  théorie  en 
apparence  aussi  simple  que  celle  des  polygones  inscrits  ou  circonscrits  aux 
coni((ucs,  dans  les  conditions  ici  prescrites.  Mais,  outre  l’intérêt  historique 
et  analytique  qui  s’y  rattache,  il  faut  encore  remarquer  que  je  ne  connais- 
sais, en  i8i3,  aucun  fait  géométrique  d’indétermination  aussi  singulier  que 
celui  de  l’inscription  indéfinie,  des  polygones  d’ordre  pair  ; si  ce  n’est  le  fait 
même  des  polygones  réguliers  indéfiniment  inscriplibles  au  cercle.  A 
l’égard  de  ces  derniers,  on  sait  que,  sans  rien  changer  aux  formules  et 
démonstrations,  on  peut  directement  passer  d’un  nombre  « de  côtés  à un 
nombre  «4-1  ou  « — i : au  contraire,  ici,  la  parité  ou  l’imparité  du  nombre  « 
exerce  une  influence  capitale  et  rompt  toute  continuité,  comme  cela  se  voit 
dans  la  science  abstraite  des  nombres,  à l’égard  de  certains  théorèmes, 
par  là  même  très-difficiles  à découvrir  ou  à démontrer  au  moyen  des 
méthodes  qui  reposent  sur  l’hypothèse  do  la  continuité  absolue. 

En  effet,  l’enveloppe  du  côté  libre  de  tout  pôle,  dans  les  polygones 
variables  inscrits  à une  simple  conique,  de  même  que  le  lieu  du  sommet 
libre  de  toute  directrice  polaire,  dans  les  polygones  mobiles  circonscrits 
à une  telle  courbe,  ce  lieu,  cette  enveloppe  sont  très-différents  pour  les 
polygones  d’ordre  pair  ou  impair;  l’enveloppe  se  réduisant  à un  point  et 
le  lieu  à une  droite  fixe,  pour  l’ordre  impair,  contrairement  à ce  qui  arrive 
pour  l’ordre  pair.  Au  reste,  d’après  les  discussions  des  p.  192  et  201  du 
texte,  ces  singulières  anomalies  s’étendent  aux  figures  inscrites  à un  ou 
deux  pôles  et  côtés  seulement  [unilatère,  bilatère],  ainsi  qu’aux  figures 
circonscrites  à un  ou  deux  angles  et  directrices  (uniangle,  biangle),  dont 
les  curieuses  et  fécondes  propriétés  constituent,  d’une  part,  la  théorie  du 
pâle  et  de  la  polaire  simples,  toujours  possibles,  d’une  autre,  celle  du 
double  contact,  tantôt  réel,  tantôt  imaginaire,  des  sections  coniques; 
théories  qui  se  trouvent,  pour  la  première  fois  (1820,  1822),  rattachées, 
par  la  doctrine  des  projections  centrales  et  de  l’infini,  d’une  manière  on 
ne  peut  plus  intime,  aux  propriétés,  si  élémentaires  et  si  généralement 
connues,  du  centre  du  cercle  et  des  circonférences  concentriques  (Traité 
des  Propriétés  projectives  des  figures,  Sect.  I et  111,  chap.  111). 
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PROPRIÉTÉS  DESCRIPTIVES  DES  DOUBLES  CONIQUES  : 

PRINCIPE  GÉNÉRAL  DE  PROJECTION  CENTRALE  SUR  LEQUEL 
CES  PROPRIÉTÉS  REPOSENT. 


1. 

SUR  LES  CORDES  SIMPLES,  MOBILES,  A LA  FOIS  INSCRITES 
ET  CIRCONSCRITES  AUX  SECTIONS  CONIQUES. 

La  recherche  qui  termine  le  iV'  Cahier  se  réduit  au  fond  à 
la  solution  analytique  de  ce  problème  : 

Prob.  I.  — « Étant  donnés  sur  un  plan,  deux  cercles  concen- 
» triques  ayant  pour  centre  commun  C{_^g'.  n4)>  soit  mené,  en 
» un  point  quelconques'  du  cercle  intérieur,  une  tangente  à ce 
» cercle,  rencontrant  le  cercle  extérieur  aux  points  par 

» chacun  de  ces  points  soient  menées  sous  des  directions  fixes, 
» des  droites  variables  de  position,  C’est-à-dire  parallèlement  à 
» des  droites  données  ; elles  produiront  par  leurs  intersections 
» mutuelles  une  série  de  points  a ; quelle  sera  la  courbe  parcou- 
» rue  par  ces  points  quand  on  fera  varier  la  tangente  x“x”’i  » 


Fie.  114. 
y\ 


J’appelle  r le  rayon  du  plus  petit  des  deux,  cercles  et  R 
celui  du  grand  ; je  donne,  de  plus,  aux  différentes  coordon- 
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nées  les  dénominalions  inditjuées  parla  ligure;  les  équations 
indéfinies  de  ces  cercles,  raiiporlées  au  centre  C et  aux  axes 
•rectangulaires  (Ix,  Cf,  ces  é(|ualions  seront 

(t)  (a)  ar=-+-r^=K=; 

celle  de  la  tangente  au  point  x'  et  j-'  du  petit  cercle  étant 

(3)  ff'-fx.v'=r\ 

Xoinmant  d'ailleurs  m et  — m les  tangentes  trigononiétriques 
des  angles  que  les  droites  x"a.  et  x"'a  forinem  constamment 
avec,  l’axe  des  abscisses  dont  la  direction  Cjr,  est  supposée 
diviser  l’angle  des  droites  ax"  et  ax'"  en  deux  parties  égales, 
on  aura  pour  les  équations  de  ces  deux  droites, 

(4)  p~f"=m{^^x''),  (5) 


En  éliminant  x'  et  y',  x"  et  r"  entre  ces  deux  équations  et  les 
précédentes  ou  celles  qui  les  remplacent  en  fonction  de  ces 
coordonnées,  on  aura,  entre  a et  p,  une  équation  qui  sera 
celle  de  la  courbe  parcourue  par  le  sommet  a. 

Pour  obtenir  les  valeurs  de  x",  y",  x'"  et  r'",  on  peut  d’abord 
combiner  l’éiiualion  (3)  de  la  tangente  x"  x'"  avec  celle  (2)  du 
cercle  de  /rayon  H,  et  l’on  aura 


rx'±y''  v'H" — c’ 


)'  = ■ 


/•>-'qza-'v'K= — /•= 


Prenant  les  signes  supérieurs  du  radical  pour  les  valeurs  de 
.r'',  y"  et  les  signes  inférieurs  pour  x'"  et  y"',  il  viendra 


ry'—  x’  \/lP — r- 


rx'  y'  sJXC — /•’ 


r 


rx' — >■'  \/iP — /■’ 


r = 


On  voit  que  ces  expressions  sont  toutes  du  premier  degré 
en  x'  él  y',  et  (|u’elles  ont,  quanta  la  forme,  une  grande  ana- 
logie avec  celles  des  coordonnées  appartenant  aux  différents 
sommets  d’un  polygone  inscrit  à un  cercle  dont  les  cotés  au- 
raient des  directions  constantes.  . 
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Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (4)  et  (5),  elles 
deviendront,  en  les  ordonnant  par  rapport  à x'  et  r', 

(w\/R^ — /■’ — r)x'+  \ ntr-\-  — r')x'=  rl/iia  — p), 

(m  \/lU' — ( mr-+-  y^K’—  /■']  = r(  ma  + 8). 

Éliminant^c'  et  r'  entre  ces  équations  et  l’équation  .r'’+^  '==r’, 
il  viendra  enfin 

(nir-h  m’  (n?  y/|U — r’ — 

= (m/'+  v^R^ — l■^y{nl  y/R’ — — /•)^ 

Telle  est  l’équation  de  la  courbe  cherchée;  elle  offre  absolu- 
ment les  mêmes  circonstances  que  l’équation  correspondante 
obtenue  dans  la  sect.  IV  du  Cahier  précédent.  Elle  représen- 
tera, comme  on  voit,  un  cercle  quand  on  aura 

mr-i-vR' — r-  = ±m(m  y/R^ — — r j ; 

équation  de  condition  décomposable  dans  les  suivantes 

2mr=(m’ — >)v^R^ — ( /n’-i- i ) y/R^ — r'‘=  o. 

ün  tire  de  la  seconde. 

Il  = /■•  _ 


Ainsi,  le  sommet  ou  point  d’intersection  a parcourra  un 
cercle  quand  les  deux  proposés  se  confondront,  l’on  voit  (pie 
cette  condition  revient  à celle  qui  exige  que  les  sommets  x' 
et  x'  du  polygone  dont  on  s’est  occupé  (p.  fig.  109}  du 
précédent  Cahier,  se  confondent  en  un  seul;  l’équation  de 
la  courbe  des  a devenant  ainsi 

a’-|-p’=R’;  . 

c’est-à-dire  celle  du  cercle  môme  de  rayon  R. 

/ L’autre  équation  de  condition  donne 


R 


4 m' 

( I — m'  )' 


(I  — 

I -t-  m’ 
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, . . 2 . . . . ' 

la  (juaniilc  — represcnlanl  évidemment  la  tangente  tn- 

gonométrique  de  l’angle  a"aa"'  que  les  droites  ax"  et  ax"  for- 
ment entre  elles.  Donc,  si  l’on  appelle  a cet  angle,  on  aura 

r = ■ = H cos  a. 

Vi-t-tang’a 

Pour  interpréter  cette  dernière  équation,  il  suffit  de  mener 
par  le  centre  C,  du  cercle  de  rayon  donné  R,  deux  droites 
Cm,  Cm' parallèles  à ax"  et  ax'",  et  d’abaisser  du  point  o où  l’une 
de  ces  droites  rencontre  ce  cercle,  une  perpendiculaire  oA^sur 
l’autre;  la  distance  C/r  sera  la  valeur  du  rayon  r.  Car,  dans  le 
triangle  rectangle  o/rC,  on  a 

A C = oC.cosmCm'  ou  ,r=Rcosa. 

En  prolongeant  les  droites  ok  et  oCjusqu’à  leurs  rencontres 
en  i et  a'  avec  le  cercle  de  rayon  R,  et  menant  par  ces  deux 
points  a'  et  i la  droite  a'i,  on  voit  que  celte  droite  sera  paral- 
lèle à Cm',  et  qu’ainsi  l’angle  oa'i  est  égal  à l’angle  mCm'.  De 
plus,  il  est  visible  que  la  droite  oi  est  tangente  au  cercle  r, 
ainsi  l’équation  de  condition  r=Rcosa,  exprime  que  le  triangle 
x"otx"’  doit  être  inscrit  au  cercle  (R)  dans  l’une  de  ses  posi- 
tions. Or  cette  condition  revient  précisément  à celle  qui  exige 
que  le  polygone  ax'^.x^a.  de  la  Jig.  109  ( p.  aSa),  soit  inscrip- 
lible  dans  le  cercle  (R)  pour  l’une  au  moins  de  ses  positions; 
nous  avons  vu,  en  effet,  qu’alors  le  point  a décrivait  ce  cercle 
tout  enlicj'  (*). 


( * ) On  m’excusera  de  revenir  sur  l’objet  des  observations  de  la  Note 
finale  du  précédent  Cahier,  concernant  l’inscription  au  cercle  des  poly- 
genes  dans  des  cas  relativement  élémentaires,  en  faveur  de  la  bizarre 
circonstance  qui,  d’après  la  théorie  do  l’élimination,  fait  dépendre  ce  pro- 
blème de  la  résolution  d’une  équation  du  huitième  degré,  même  dans  le 
cas  simple  où  les  côtés  du  polygone  ont  des  directions  fixes,  assignées  à 
priori  ; la  courbe  du  sommet  libre  ou  variable  de  ce  polygone  possède  alors, 
à l’infini,  des  points  doubles  également  assignables  à priori,  et  conserve 
avec  le  cercle  directeur  des  autres  sommets,  des  relations  très-intimes  qu’il 
eiU  été  intéressant  de  discuter,  si  cela  n’eùt  pas  trop  écarté  l’auteur  du 
but  philosophique  principal  de  ses  recherches. 

Je  retrouve  parmi  mes  papiers,  une  Note  écrite  sans  doute  peu  de  temps 
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L’ équation  précédente  de  la  courbe  offre  cvidenimeni  la 
niêine  circonstance;  car,  eu  y faisant  la  supposition 

7.mr—  (ni’ — 
elle  devient  simplement 

Probl.  11. — « Quelle  est  la  courbe  telle  que,  si  l’on  mène 
» de  l’un  quelconque  de  ses  points  a,  deux  tangentes  xt  et  al' 


Fig.  ii5. 


n à une  première  ligne  du  second  degré  (C),  la  corde  II'  des 
» points  de  contact,  soit  tangente  à une  deuxième  ligne  (C') 


après  mon  retour  do'Russie,  çt  relative  au  cas  où  les  côtés  ax",  a.r" 
du  triangle  variable  x’ ax”'  (Jîj;.  né),  au  lieu  de  demeurer  parallèles  à 
des  directions  fixes,  passent  respectivement  par  des  pôles  donnés  sur  le 
plan  des  deux  cercles  concentriques. 

Dans  ce  cas  plus  général,  l'équation  en  a et  à laquelle  on  parvient, 
s’élève  au  quatrième  degré;  mais  elle  se  réduit  à celle  du  texte,  c’est- 
à-dire  au  second  degré  seulement,  quand  les  pôles  s’éloignent  à l’infini 
sur  le  plan  des  cercles;  et,  comme  la  figure  relative  à ce  cas  est  la  pro- 
jection centrale  ou.  perspective  d'un  système  do  deux  coniques  à double 
contact  imaginaire,  dont  la  corde  ou  sécante  commune  idéale,  |>assée 
à l’infini,  contient  les  deux  pôles  en  question,  il  en  résulte  une  série 
de  théorèmes  concernant  le  double  contact  des  sections  coniques,  quelle 
que  soit  d’ailleurs  la  nature  do  leur  corde  de  contact  commune.  Ces 
théorèmes  sont  relatifs  à l’inscription  et  à la  circonscription  des  poly- 
gones mobiles  ou  variables  ayant  a et  pour  dernier  sommet  et  der- 
nier côté  libres;  mais  je  crois  inutile  rie  les  rappeler  ici,  parce  qu’ils  se 
trouvent  compris  implicitement  parmi  ceux  du  IV'  Cahier,  et  suffisamment 
indiqués  dans  le  Traité  des  Propriété.t  projectiees  des  figures. 
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))  de  cet  ordre  et  de  forme,  de  situation  égalemeftt  arbi- 

» iraires?  » 

On  peut  projeter  le  système  des  deux  lignes  (G)  et  (G'),  de 
manière  que  l’une  quelconque  d’entre  elles,(G)  par  exemple, 
devienne  un  cercle.  Gela  posé,  admettons  que  l’origine  des 
coordonnées  soit  placée  au  sommet  O de  la  courbe  (G'),  f’équa- 
tion  de  celle-ci  sera  de  la  forme  générale 

(1)  5-Ga-'=  O, 

qui  peut  représenter  toutes  les  lignes  du  deuxième  degré,  en 
choisissant  convenablement  le  rapport  des  coefficients  con- 
stants B et  .V  ( Gab.  11  ). 

L’équation  du  cercle  (G.)  peut,  elle-même,  être  écrite  de  la 
maniéré  suivante, 

(2) 

et  celle  de  la  tangente  au  point  T,  de  la  courbe  (G'), 

(3)  \}T'-i-^xx'-i-Cx-^-Cx'=o. 

où  x'  et  r'  sont  les  coordonnées  de  T. 

Enlin,  l’équation  de  la  tangente  indéfinie  la  au  point  t du 
cercle  (G),  dont  les  coordonnées  sont  x"  et  j",  étant 

Xiy" — l>)-i-x{x" — «)=/•’— T-a’ — b'-{-ax"-\-by",  . 

si  l’on  y substitue,  pour  x cl  r,  les  coordonnées  variables  a 
et  P du  sommet  a de  l’angle  circonscrit  à (G),  on  aura  la  nou- 
velle équation 

(4  ) — a)  = /■’ — «’ — 6’+  ax"-h  by" , 

■ 0 

qui  exprime  que  ce  point  appartient  à la  tangente  la.  Donc,  si 
on  la  combine  avec  l’équation  tirée  de  (a)  qui  exprime  que  le 
point  répondant  à x"  et  j",  appartient  au  cercle  (G),  on  obtien- 
dra les  doubles  valeurs  des  coordonnées  relatives  aux  points  de 
contact  conjugués  t et 

Gela  étant  admis,  il  est  clair  que,  si  l’on  regarde  x”  et  y" 
commé' variables,  a et  p comme  constants,  l’équation  (4),  li- 
néaire en  x" , y",  représentera  une  ligne  droite  qui  passe  par 
le  couple  des' points  t al  t'\  elle  sera  donc  l’équation  de  là 


( 
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> , 

corde  indéfinie  tl'  elle-même.  Celle  corde  doit,  d’après  les 
données  du  problème,  êlrc  langenlc  à la  courbe  ((’')  au  poinlT 
dont  les  coordonnées  sonl  x'  elj';  donc  aussi  son  équalion 
doil  pouvoir  èlre  rendue  identique  à l’équalion  (3)  de  la  lan- 
gente  à celle  courbe,  au  même  poinl. 

Remplaçant  d’abord  les  indéterminées  x"  et  y“  par  les  va- 
riables générales  x etj,  et  ordonnant  l’une  et  l’autre  des  équa- 
tions (3)  et  (4)  par  rapport  à ces  variables,  elles  deviendront 

A_r'f -f-  ( Bæ-'-i-  C )jT  -t-  C.r'=  o, 

(P  — b)y-\-{a.  — a)x  = ;•“ — «’ — b' y-  ^by-aa  = — /,», 

en  introduisant  la  lettre  /r  al’m  d’abréger. 

Pour  que  ces  dernières  équations  deviennent  identiques, 
ou  que  les  deux  droites  qu’elles  rcprésenteni  se  confondent, 
il  faut  qu’on  ait,  d’une  part. 


(5) 

et,. d’autre  part, 

(6) 


a — a ]\x' y- 

p — b~  A)' 

/y  ^Cx'  ^ 

P — b A > ' 


Ces  nouvelles  équations  expriment  la  relation  qui  doit  exister 
entre  les  coordonnées  *,  p et  x',  y',  afin  que  la  condition  précé- 
dente ail  lieu  dans  toutes  les  positions  de  la  tangente  ou  corde 
infinie  'tu'.  Ainsi,  étant  donnés  x'  ei  y',  on  pourra  déter- 
miner, au  moyen  deees  équations,  les  valeurs  de  a et  de  p qui 
leur  correspondent  ou  au  poinl  T.  Donc,  si  l’on  élimine  x'  cl  )-' 
entre  ces  mêmes  équations  et  l’équation  (i)  à laquelle  les 
coordonnées  x'  et  y'  doivent  toujours  satisfaire,  on  aura  le 
lieu,  la  série  illimitée  des  points  a,  déterminés  comme  il  a été  ‘ 
expliqué  ci-dessus,  c’est-à-dire,  l’équation  indéfinie  même  de 
la  courbe  cbercbée. 

Mais  les  équations  (5)  et  (6)  donnent 


, /r’C  , CHP^b) 

c’' — r,(«  — rt)  — BA-’’  — \[C.{x  — a)  — hlr-y 

donc,  substituant  ces  valeurs  dans  (i),  on  aura  pour  l’équation 
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de  la  courbe  cherchée  dans  les  coordonnées  variables  a et  p, 

AC*(p  — 6)’-t-BC=/.'-t-2C>/.’[C(a  — «J  — B/.’]  = o,  - 

ou,  en  substituant  la  valeur  de  k'‘  = a‘-\-  6' — r’ — bp  — aa, 

kC‘(p-bY  + '&[a‘  + b'‘-r'-hp-trj.Y 
-t-2[«’4-i’ — /•’ — bp  — «a]  [C(a  — n)  — B (•/’  + /.!’  — r’  — bp  — «a)]  — o, 

OU  bien,  plus  simplement  encore, 

AC’ ( P — 6 )’ -4- [ a’ -I- r’ — <»  rt  a ] 

X [2  tl{a  — a)  — B(n’+  6’ — /■’ — bp  — oa)]  = o. 

Cette  équation  étant  du  deuxième  degré,  le  lieu  cherché, 
la  ligne  décrite  par  le  point  a,  est  une  section  conique  ou 
courbe  du  même  degré. 

Quand  le  coefficient  C àex'  dans(i),  est  nul,  (C')  se  réduit 
à un  point  ou  à un  couple  de  droites,  et  l’équation  du  lieu  de- 
vient, pour  ce  cas, 

èp  -f-  aa  = a’-l-  6’ — r’, 

qui  est  celle  d'une  simple  droite  conjuguée  au  sommet  O 
de  (C'),  pris  pour  origine  des  axes  coordonnés;  propriété  bien 
connue.  On  voit  que  cette  droite  est  perpendiculaire  à celle 

dont  l’équation  r=-x,  appartient  à la  distance  qui  joint  le 

centre  C au  pôle  ou  point  donné  O. 

Remarque.  — Il  suit  évidemment  de  ce  que  a parcourt  une 
courbe  du  deuxième  degré,  que  réciproquement,  si  ce  point 
devenu  mobile,  était,  à priori,  assujetti  à décrire  cette  courbe 
censée  donnée,  et  que,  par  chacune  de  ses  positions,  on  menât 
un  couple  de  tangentes  a^  et  at'  à une  autre  ligne  quelconque 
du  deuxième  degré,  la  corde  de  contact  tl'  conjuguée  de  a, 
roulerait,  dans  toutes  ses  positions,  sur  une  dernière  ou  troi- 
sième section  conique  (*). 


(*)  Cette  remarque  contient  le  premier  germe  de  mes  idées  sur  la 
théorie  géométrique  des  polaires  réciproques,  auxquelles  j’ai  donné  un 
certain  développement  dans  un  article  imprimé  en  janvier  1818  et  dont 
on  trouvera  la  reproduction  textuelle  au  t.  H de  ces  Àppliratinns. 
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Nous  avons  fait  usage  déjà  de  celle  propriélé  dans  le  cours 
de  ces  reclierclies.  Elle  poul,  à la  rigueur,  êlre  deduile  à 
poslériori  comme  conséquence  île  la  préciklenle;  mais  nous 
allons  ici  nous  proposer  de  la  démonlrer  direclemenl. 

Prob.  III. — « Quelle  esl  l’enveloppe  de  l’espace  parcouru 
» par  la  corde  de  conlacl  il’ , oblenue  en  menanl,  d’un  poinl 
» (a)  mobile  sur  une  courbe  du  second  degré  (G'),  un  couple 
» de  langenies  à une  aulre  courbe  (G)  de  ce  degré?  » 

Nous  supposerons,  comme  dans  la  queslion  précédeiue, 
que  l’on  ail  projeté  la  figure  de  manière  que  la  courbp  (G) 
devienne  un  cercle  i|uelconque;  nous  supposerons  également 
que  l'origine  des  coordonnées  soit  au  sommet  O de  la  courbe 

Fi(î.  iifî. 


(G'),  et  nous  désignerons  les  coordonnées  courantes  du  som- 
met a,  par  a.  et  p,  comme  ci-dessus. 

Gela  posé,  les  équations  de  la  courbe  (G')  et  du  cercle  (G) 
seront  de  celle  forme 

(i)  A ^--1- ?.Ga  = O, 

(e.)  (_r  — — «)—;•». 

L’équation  d’une  tangente  au  cercle  (G),  menée  par  un  poinl  l 
a coordonnées  x' , y' , étant,  en  général, 

y[y'’ — h)y-  x{x' — a]  — r’ — «’ — ax' y-  hy' , 

si  l’on  y subslilue  a et  |î  à la  place  de  x et  y,  elle  exprimera 
ta  condition  même  ipii  doit  exister  entre  les  coordonnées  a 
et  p,  x'  et  r'  pour  que  celte  tangente  passe  par  le  point  a. 

Si  d’ailleurs,  on  ri'gardail,  dans  celte  équation  devenue 

P(>-' — h)  -1-  a(.r' — n)  — /•’ — b- y-  ax-' -y  by'. 
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les  eoordonni'os  x' , >•'  comme  variahlos,  elle  sérail  la  propre 
équation  de  la  corde  II' , qui  passe  par  les  points  de  contact 
correspondants  à a.  Donc  si  l’on  y remplace  à leur  tour,  les 
coordonnées  x'  et  y’  par  x et  y,  l’équation 

(3)  ,8 (y  — b)-\-a.[x  — n)  — r’ — rt’ — b^-yax-y  by=  A’, 

(|ui  en  résultera  sera  l’équation  de  la  direction  indéfinie  et 
toujours  réelle,  de  la  corde  de  contact  H',  conjuguée  ou  cor- 
respondante au  point  a. 

De  là  il  résulte  que  a étant  donné,  la  droite  indéfinie  tt'  le 
sera  pareillement.  Donc,  si  l’on  déplace  ce  point  en  lui  faisant 
parcourir  la  courbe  du  deuxième  degré  (C'),  ce  qui  établit 
la  relation  (i)  entre  a et  p,  la  corde  conjuguée  II'  changera 
de  position  d’après  une  loi  correspondante. 

Supposons  maintenant  que  le  point  a se  déplacé  d’une  quan- 
tité infiniment  petite  sur  la  courbe  (C'),  la  nouvelle  corde  sera 
infiniment  voisine  de  la  première,  et  leur  intersection  mu- 
tuelle sera  le  point  même  où  cette  corde  touche  l’enveloppe 
cherchée.  D’après  cela  donc,  il  sera  facile  de  trouver  les  coor- 
données X et  r de  ce  point;  car  si  l’on  suppose  que  l’abscisse  a 
devienne  a-y-dx,  l’ordonnée  p devenant,  en  vertu  de  la  con- 
tinuité, p-l-<fp,  l’équation  delà  corde  indéfinie  correspon- 
dante, infiniment  voisine  de  tt',  sera 

(p-|-rfp)(y* — b)-^{x-ydx)ix — rt)  = /r’. 

En  combinant  celle  équation  avec  l’équation  (3)  de  la  corde  II', 
on  aura  la  relation 


db  , 

-r(r  — b)-hx  — fl  — O, 

■ (I  X 

(jui  devra  avoir  lieu  entre  les  coordonnées  inconnues  x et  y 
du  point  d’intersection  de  ces  cordes  infiniment  voisines.  Mais, 
si  l’on  différentie  l’équation  (i),  elle  donne,  pour  la  valeur 
. <^p 

dx'  , dj C-l-Ba 

d a \ P 


Substituant  donc  cette  valeur  dans  l’équation  de  condition 
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prérédenle,  elle  deviendra, 

(4)  Apfa:  — n)  — (C  + B:c)(y— 6)=^o. 

Celle  équation  exprimant,  comme  on  l’a  dit,  la  relation  qui 
existe  entre  les  coordonnées  a;  et  j du  point  d’intersection  de 
la  corde  variable  tl'  et  de  celle  qui  lui  est  infiniment  voisine, 
elle  donnera,  conjointement  avec  l'équation  (3)  de  la  va- 
leur inconnue  de  ces  coordonnées,  qui  sont  aussi  celles  du 
point  correspondant  de  la  courbe  enveloppe  cherchée,  pour 
chacune  des  valeurs  particulières  de  a et  de  p.  Donc  entin,  si 
l’on  élimine  a et  p entre  ces  deux  équations  et  l’équation  (i) 
qui  subsiste  toujours  entre  ces  coordonnées  variables,  l’équa- 
tion entre  x et  r ainsi  obtenue,  sera  l’équation  même  de  la 
courbe  enveloppe  des  cordes  tt'. 

Pour  y parvenir,  je  mets  les  équations  (3)  et  (4)  sous  cette 
l'orme 

p(j^ — b)-y-  ol[x  — a)  — h-, 

\pix  — a]  — îix{y—h)  = C.{y—l,); 

d’où  l’on  lire  immédiaienieni 

g _ (r— — a)]  ^ — «)  — C(^-— /,« 

— «)'-!- B(jr-ft)'  ’ A{o:  — «)=-!- B( J— ù)=  ■ 

Substituant  dans  l’équation  (i),  ce  qui  donne 

A — 6)' [ /f  ' B -f- G { jr  — a ) ]’ -t- B [ /,' A ( — n)  — C ( J — 
H-2C[/i'A(a;  — a)  — C(j  — ùf][A(x  — rt)’-f-B[j— ù)«J=o; 

développant  et  rassemblant  les  facteurs  de  A{x — o)’-i-B(;' — è)\ 

|AB4‘-i-C’(7  — 6)»-i-2C[/.’A{x  — fl)  — C(j  — /;)’]!  x 

X[A(x  — fl)’-|-B(j — -6’]  = o; 

divisant  celte  équation  par  le  facteur  insigniliani 

A{x  — a)^-|-B(j'-  — by 

introduit  par  l’élimination,  il  vient 

A B /f  * -I-  C»(r  — 6 H-  2 G [ /.  = A ( X — fl  ) — G ( J — ] = O : 

■ - " '7- 
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‘^iilislhuiiiil  (Milin  jioiir  A’ s:i  valtHir  f I !>}',  l'ii 

mira 

^ l AR(c’ — «’ — A’ -H  «r  4- /)>•)’ — 0(r — l>y 

^ ^ I +2A(;(.r  — «)(/■’ — ft- — /)^'4- rt.r  + A)-)  = O. 

Telle  est  récjualion  ih*  l’enveloppe  elierehée  ipii  est,  comme 
on  le  voit,  une  seciion  conique. 

J)u  reste,  on  a pu  remarquer,  chemin  faisant,  que  l’équa- 
tion (4)  est  celle  de  la  perpendiculaire  CT,  abaissée  du  centre 
du  cercle  (C)  sur  la  tanf'cnte  indéfinie  menée  à la  directrice  (C'  ) 
au  jioint  a : il  n’est  pas  difficile  de  se  rendre  raison  de  cela  à 
priori  et  géométriquement;  de  sorte  que  cette  observation 
fournit  le  moyen  simple  et  élémenlaire  de  si^  passer  du  se- 
cours de  l’analyse  transcendante  dans  la  i|uestion  ipii  vient 
de  nous  occuper. 


Ileniaïques  diverses — L’équation  trouvée  en  dernier  lieu, 
ne  représente  la  courbe  enveloppe  qu’aulant  ipie  les  opéra- 
tions par  lesquelles  on  a dù  passer  pour  y parvenir  no  seraienl 
pas  illusoires;  car,  dans  le  cas  contraire,  les  raisonnements 
eux-mèmes  devenant  faux,  la  conséquence  pourrait  l’ètro  éga- 
lement. 

Ainsi,  par  exemple,  si  l’équation  (i)  avait  la  forme 

2C2  = o, 


(f  ft 

on  no  pourrait  plus  en  tirer  la  valeur  de  et  par  consé- 
quent la  suite  des  opérations  serait  impossible. 

A la  vérité,  il  serait  toujours  permis  de  considérer  l’expres- 
, lia  -f- 1.  , . , r/S  , 

sion  — — — comme  représentant  cette  quantité  7^5  quand  on 

A li  (la. 

y supiiose  A nul,  ce  ipii  la  rendrait  infinie,  sauf  jioiir  les  va- 
leurs infinies  mèniesde  a;  mais  alors  tontes  les  opérations  chan- 
geant de  forme,  et  les  raisonnements  d’abord  admis  devenant 
illusoires,  l’éipiation  (5)  offrirait  elle-même  des  incompatibili- 
tés. On  trouve  en  effet,  dans  ce  cas,  qu’elle  se  réduit  à l’équa- 
tion — /)  = o représentant  une  droite  parallèle  à l'axe  des  .r 
menée'  par  le  centre  de  (C).  En  général,  il  est  aisé  de  voir  que 
jiareille  chose  s’offrirait  toutes  les  fois  (|uc  l'équation  { 1 ),  d’oii 
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l'on  pari,  deviendrail  décoinposable  en  faclcnrs  réels  linéaires 
on  du  preiniei-  de{;i’é.  delà  arriverait  nolaniinenl  pour  les  ras 
(Ml  elle  prendrait  runc  (iuelcon(|ue  des  iornies 

A fi- — l$a-::=0,  p'—n,  0^=0,  Ba--l-2da  = o. 

Toutes  les  fois,  au  contraire,  oii  l’équation  (i)  ne  sera  pas 
décoinposable  en  fadeurs  linéaires  réels,  et  oi'i  par  consé- 
quent elle  ne  rejirésenterait  qu’une  seule  et  même  section 
coni(iue,  l’équation  (5)  sera  la  véritable  équation  linal(^,  bien 
(pi’il  arrive,  cepmidant,  que  la  suite  des  calculs  change  de 
lorme  dans  certains  cas. 

l’ar  exenqile,  si  l’équation  (i)  avait  la  forme  V8M-  Ba*=o, 
ou  si  la  constante  C était  nulle,  l’é(|uation  de  la  courbe  enve- 
loppe se  réduirait  à celle  d’une  droite 

V-  — — />^  -f-  ftx  -H  l>  ) ■ ■=  O ; 

ce  qui  d’oit  être  si  l'on  suppose  \ et  11  de  mêmes  signes,  car 
alors  l'équation  { I ) peut  être  remplacée,  comme  on  sait,  par 
les  deux  suivantes 

a = O et  _8  = O ; 

qui  représenidit  un  point  placé  à l’origine  même  O,  des  coor- 
données. 

Si  l’on  sujiposail  A et  II  simultanément  nuis,  on -arriverait  à 
d’autres  contradictions  ou  diflicultés  (|ue  je  m*  me  proposerai 
pas  ici  d’a|)profondir. 

Nous  devons  conclure  de  tout  ceci,  que,  quand  les  données 
analj tiques  d’une  question  changent  de  forme,  il  est  possible 
que  l’équation  linale  qui  résout  cette  (|uestion  d’une  manière 
générale,  devienne  illusoire  et  même  absurde  pour  les  nou- 
velles données,  et  il  n’est  pas  permis  alors,  sauf  un  examen 
particulier  et  atlenlif.’de  rien  prononcer,  à priori,  d’une  ma- 
nière aflirmative.  Cependant,  comme  dans  ces  mêmes  circon- 
stances, l’éiiuation  linale  doit  rejirésenter  elle-même,  une 
solution  singulière  de  la  (luestion  telle  (pi’elle  a été  jtosétî 
généralement,  elle  ne  pourra  Jamais  s’élever  à un  degré  supé- 
rieur à celui  du  problème  (lui  s’y  rapporte. 

Ainsi,  par  exem[)le,  avant  trouvé  <(ue  la  courbe  cherchée 
était  du  deuxième  degré,  elle  ne  saurait  s’élever  au  troisième 
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par  aucun  changemenl  qui  ne  ferait  que  particulariser  l’équa- 
tion (i);  et,  si  l’on  ne  se  propose,  comme  dans  la  question 
présente,  que  de  trouver  le  genre  de  cette  courbe,  on  pourra 
affirmer  que  toutes  les  équations  auxquelles  on  arriverait  pour 
des  cas  particuliers,  seront  comprises  dans  la  classe  de  celles 
que  représente  l’équation  finale. 

La  proposition  que  nous  venons  de  démontrer  pour  le  sys- 
tème de  deux  courbes  quelconques  du  deuxième  degré  cor- 
respond à une  proposition  analogue,  relative  aux  surfaces  du 
même  ordre,  d’où  elle  peut  être  déduite  aisément  comme  cas 
particulier.  Elle  a été  établie,  s’il  m’en  souvient,  au  moyen 
de  l’analyse  transcendante,  parM.  Brianchon  (*).  En  suivant  la 
marche  adoptée  dans  la  première  des  deux  démonstrations 
précédentes,  on  pourrait  démontrer  la  propriété  générale  par 
les  procédés  de  l’analyse  algébrique  ordinaire. 

U. 

PROPRIÉTÉS  DES  CORDES  ET  DES  TANUENTES  COMMCNES  AU  SYSTÈME 
DE  DEUX  COMIOUES  VUELCONQUES  SUR  UN  PLAN. 

Nous  avons  vu  au  commencement  de  ces  Notes  {**),  que  deux 
courbes  quelconques  du  second  degré,  sur  un  plan,  pouvaient 
être  considérées,  en  général,  comme  les  projections  de  deux 
circonférences  de  cercle;  donc  toute  propriété  dont  jouit  le 
système  de  deux  cercles  est  applicable  à deux  courbes  du 
deuxième  degré,  pourvu  toutefois  que  cette  propriété  ne  soit 
relative  qu’à  la  situation,  à la  direction  indéfinie  de  ces  parties 
et  non  à leurs  grandeurs  absolues. 


(*)  Je  n'insistDrai  point  ici  sur  ces  souvenirs  historiques,  si  ce  n’est 
pour  faire  observer  que , dans  son  Mémoire  souvent  cité  de  1810  ( X'  Cah. 
du  Journal  de  V Ecole  polytechnique,  p.  i4),  M.  Brianchon  démontre,  par 
des  considérations  purement  géométriques  et  sans  s’occuper  de  sa  réci- 
proque, la  proposition  relative  à la  yî’g.  11 5,  en  substituant  sans  justifi- 
cation suffisante  peut-être,  le  système  de  deux  cercles  à celui  de  deux 
sections  coniques  quelconques. 

(**)  Ce  passage  se  rapporte  à un  essai  de  démonstration  o.xclnsivement 
analytiijuc  du  V Principe  de  transformation  des  figures  [lar  la  projection 
centrale,  principe  lient  il  est  fait- un  conslant  usage  dans  ce  Cahier  et  le 
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tiésiimé  de  quehjues  lemiites  spéeÎMix  relatifs, 
au  système  de  deux  cercles. 

Soient  en  (^)  el  (<^')  deux  cercles  (luclcoiniiies  de 

centres  (]  cl  (7,  il  résulte,  de  ce  ([ui  a été  démontré  <‘nlre 
autres  dans  le  1"  Cahier,  sur  les  propriétés  des  systèmes  de 
cercles  et  de  lignes  droites  dans  un  plan  : 

i"  l’on  mène  par  les  cenlr(*s  C et  C'  deux  rayons  pa- 

rallèles et  de  même  sens,  la  droite  nui  joint  les  extrémités  dtî 
çes  rayons,  vient  couper  celle  des  centres  (77,  prolongée,  en 
un  point  ü,  ()ui  reste  le  même  quels  (pie  soient  les  ravons  ' 
qu’on  ail  ainsi  menés;  d’où  l’on  conclut  iiuc  les  iangenl(!s  com- 
munes extérieures  aux  deux  cercles  doivent  aussi  passci-  par 
le  point  invariable  O;  mais  ([ue  si,  à l’inverse,  des  deux  rayons 
parallèles  quelconipies,  l’un  est  au-dessus  et  l’autre  au-des- 
sous de  la  ligne  des  centres  (X',  et  ipi’on  joigne,  comme  pré- 
cédemment, leurs  extrémités  par  une  droite,  celle-ci  vien- 
dra couper  la  ligne  CC'  en  un  autre  point  0'‘ situé  entre  les 
deux  cercles,  qui  restera  aussi  le  même  quels  que  soient  les 
rayons  ainsi  tracés,  et  se  conlondra  par  consétpienl  avec  celui 
où  se  rencontrent  les  tangentes  intérieures  communes  aux 
circonférences  de  ces  cercles. 

2“  ()uc  si,  après  avoir  mené  par  le  point  O (Jifi-  117),  une 
transversale  arbitraire  O'I',  epti  coupe  les  dtmx  cercles  en 
«pialre  points  T,  t,  T'  et  l' , on  mène  resq)eciivemenl  par  ces 
points  des  tangentes  à ces  cercles,  celles  en  T et  de  même 
situation  par  rapport  au  point  O,  seront  parallèles  entre  elles, 

aussi  bien  que  celles  des  |)oinls  homologues  t et  1';  (pie  si, 

6 

suivant  relatifs  aux  propriétés  des  systèmes  de  sections  coniques;  mais, 
autant  qu'il  est  possible  d’en  juger  par  la  page  restée  seule  au  manuscrit 
du  IIP  U.abier  et  relative  à celte  tentative  de  démonstration,  il  ne  s’agis- 
sait là  que  de  considérations  générales  de  géométrie  analytique,  d’apen.-iis 
controversabics,  sur  la  recherche  du  lieu  des  sommets  de  cônes  auxiliaires 
de  projection  cl  la  direction  indéterminée  do  leurs  |>lans  de  sections  cir-  . 
culaires  communes;  problème  vainement  tenté  avant  la  publication,  en 
1822,  du  Traité  tics  Propriétés  projectives,  cl  dont  la  solution  complète 
a été,  à cause  de  son  étendue,  répartie  entre  le  IP  et  la  lin  du  présent 
('.allier,  selon  la  nature  distincte  des  sujets  ipii  y cntnmt. 
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d’ailleurs,  ou  proloiitje  les  langentes  relaiives  aux  iiilerseelicHis 
exiérieures  T el  T',  jusqu’à  leur  rencontre  mutuelle  en  a,  ce 
point  décrira  une  droite  LM  perpendiculaire  à la  ligne  des  cen- 
tres CC',  (juand  on  fera  varier  lu  sécante  OT  autour  du  point 


lie  117. 
I 


fixe  O,  et  pareillement,  que  le  point  correspondant  où  se 
coupent  les  tangentes  menées  aux  intersections  intérieures  l 
et  t' , décrira,  dans  le  même  mouvement,  la  droite  LM,  lieu  du 
point  mobile  a,  de  rencontre  des  deux  premières  tangentes. 


Viÿ.  iiS. 


Que  si  d’ailleurs  {Jig-  > ill),  par  le  point  (y  où  se  coupent  les 
tangentes  intérieures  communes,  on  mène  aux  deux  cercles, 
une  transversale  quelcomiue  O'T,  qui  les  coupe  respective- 
ment en  (piaire  points  T et  t,  ï'  cl  l'i  et  qu’on  trace,  en  ces 
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points,  (|ualre  tangentes;  les  tangentes  aux  intersections  ex- 
térieures homologues  ï et  l'  concourront  à l’infini  ou  seront 
parallèles  entre  elles,  aussi  bien  (|ue  celles  «[ui  correspondent 
aux  intersections  intérieures  t et  T';  que  si,  de  plus,  on  fait 
varier  la  transversale  'ïl'  autour  du  point  fixe  O',  l’intersection 
a des  tangentes  Ta  et  T'a,  menées  aux  points  T et  T',  parcourra 
une  droite  ML,  la  même  ([ue  la  précédente,  relative  au  cas  où 
l’on  faisait  pivoter  la  transversale  autour  de  O;  le  point  a'  oùse 
coupent  les  tangentes  aux  deux  autres  i)oints  / et  t',  jiarcou- 
rant  comme  a,  la  droite  variable  LM,  pendant  la  rotation  de  la 
transversale  TT'  autour  du  jjoint  O'  de  concours  des  tangentes 
intérieures  communes,  dont  il  s’agit. 

Fi|;.  119. 


3”  Que  si  les  deux  cercles  (C  ) et  (L')  se  coupent  réellement 
ng),  la  corde  commune  ML,  qui  joint  leurs  intersec- 
tions M et  L.  se  confondra  précisément  avec  la  droite  lieu  de 
tous  les  points  a et  a',  et  jouissant  des  propriétés  précédentes; 
sur  quoi  il  faut  observer  que,  bien  qu’alors  il  n’existe  plus  de 
tangentes  intérieures  communes  aux  deux  cercles,  le  point  O' 
ne  cesse  pas,  pour  cela,  de  conserver  une  existence  réelle  ; ce 
point  et  le'point  O restant  constructibles  ( i“)  même  (juand  l’un 
des  deux  cercles  (C)  ou  (G')  se  trouve  entièrement  renfermé 
dans  l’autre. 

4“  Qu’enfin,  si  l’on  trace  ijif;.  1 '7),  par  le  point  ü,  une  trans- 
versale (|uelcon(|iie  (Vf,  et  qu’aux  deux  points  T et  t tu'i  elle 
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rencoiiiie  le  rercle  (C),  on  rtiène  les  laiigenles  à re  cercle,  le 
|Ktinl  P où  elles  se  renconlriMil  parcourra  une  droile  l’Q  paral- 
lèle s’i  Al  et  I.,,  conjuguée  au  pôle  ou  pivot  O commun  aux  tan- 
gentes 01’,  OQ,  (]uaiul  on  fera  varier  la  transversale  OT,  autour 
de  ce  pivot;  (pie  pareillement,  le  point  p'  où  se  coupent  les 
deux  tangentes  menées  au  cercle  (C')  par  les  intersections  /' 
et  T relatives  à ce  cercle,  parcourant,  dans  le  même  mouve- 
ment, une  autre  droite  également  parallèle  à la  corde  ou 
sécante  indéfinie  LM  commune  aux  deux  cercles  : la  droite  pfl' 
(|ui  joint  les  sommets  d'angles  cin'onscrits  ^ et  pS  seconde  dia- 
gonale du^iarallélogramme  «p,  a' p',  émané  du  pôle  ou  pivot  O, 
allant,  comme  la  transversale  OT,  |iasser  dans  toutes  ses  po- 
sitions par  ce  même  point  O,  où  concourent  aussi  les  tan- 
gentes extérieures  communes  aux  deux  cercles  (C)  et  (C'), 
(pumd  elles  existent;  tout  cela  pouvant  se  redire  encore  du 
point  fixe  O',  appartenant  aux  tangentes  intérieures  communes 
( orrespondantc^s  de  ces  cercles,  etc.  {*). 

Vu  surplus,  ces  diverses  propositions  ne  sont  (pie  des  cas 
particuliers  d(*  la  suivante,  (pie  [lour  cela,  nous  renfermerons 
dans  un  seul  et  même  énoncé. 


Fi({ . 1 w . 


Leinme  général.  — Soient  menées  [fig.  120),  par  le  point 


On  supprime  à rimpressiun,  l’art.  5"  qui  formait  douWo  emploi  avis' 
^ l'énoncé  de  la  proposition  suivante,  et  se  référait  au  cas  très-particulier  où 
la  transversale  Ot)  ( 120)  coïncide  avec  la  droite  des  centres  OCT.. 
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extérieurO,  parexemple.deiix  sécaiiiesquclcomjucs  OTel  Oe, 
elles  couperont  le  cercle  (C)  en  quatre  points  ï,  t,  0,  0 qui, 
réunis  deux  à deux,  par  des  lignes  droites,  formeront  le 
quadrilatère  complet  Te 9/  avec  ses  côtés  et  ses  diagonales; 
ces  dernières  se  coupant  au  point  intérieur  7,  les  côtés  opposés 
eT  et  0/ au  point  extérieur  p,  et  les  deux  points  ainsi  obtenus 
étant  situés  sur  une  perpendiculaire  PQ  à la  droite  des  centres 
CC',  la  même  qui  a été  mentionnée  dans  l’article  (4°);  de  sorte 
que,  si  l’on  fait  varier  arbitrairement  les  OT,  O0  transversales, 
les  points  p et  7 resteront  constamment  sur  cette  droite,  corde 
de  contact,  toujours  réelle,  dos  tangentes  menées  du  pôle  O, 
au  cercle  (C). 

L’autre  quadrilatère  T'0'O'i'  formé  par  les  points  homolo- 
gues d’intersection  des  transversales  OT,  O0  avec  le  cercle  (C'), 
offre  les  mêmes  circonstances  : les  points  p',  7',  homologues  à • 
P et  7,  resteront  sur  l’autre  conle  P'Q'  conjuguée  au  pôle  O 
par  rapporta  (G'),  et  perpendiculaire  à CC'.  Ue  plus,  les  droites 
Te  et  et  T'e',  T 9 et  /'e',  te>  et  T'9',  seront  deux  à deux 

parallèles  ou  concourront  en  des  points  à l’infini. 

Enfin,  si  l’on  prolonge  les  cordes  T0,  T'0',  tO  et  t'V,  elles 
formeront,  comme  on  l’a  vu  ( 2"),  par  leurs  rencontres  un  jia- 
rallélogramme  apa'p',  dont  la  diagonale  aa',  perpendiculaire  à 
la  ligne  des  centres  CC',  se  confondra  avec  la  droite  ML,  (|uc 
nous  avons  ci-dessus  nommée  corde  ou  sécante  commune, 
iluelle  ([ue  soit  la  manière  dont  on  fasse  varier  le  système  des 
deux  transversales  OT,  Oe  autour  du  point  fixe  O;  les  droi- 
tes 77'  et  PP'  passant,  dans  toutes  leurs  positions,  par  ce  pôle 
concours  des  tangentes  extérieures  communes. 

Remarques  essentielles. — CeS  diverses  propriétés  subsistent 
d’une  manière  analogue,  pour  le  point  de  concours  intérieur  O' 
des  tangentes  communes  aux  deux  cercles,  soit  qu’ils  se  cou- 
pent ou  ne  se  coupent  pas,  et,  d’après  la  remarque  déjà  faite 
plus  haut,  nous  sommes  autorisés  à en  conclure  les  propriétés 
suivantes  du  système  général  de  deux  courbes  quelconques 
du  deuxième  degré  sur  un  plan. 

A ce  sujet,  il  convient  de  se  rappeler  (Cab.  lll,  sert.  1)  que 
ce  système  pouvant,  généralement  aussi,  être  regardé  comme 
|a  projection  cenh-ale  ou  conique  du  précédent,  relatif  à deux 
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(MrcoiiCéroiiccs  (le  cercles,  lüiiles  les  (Iroiles  (jtii  uvaieiu  des 
ilireciions  parallèles  dans  ce  dernier  système,  ont  même  point 
lie  concours  dans  le  premier,  et  (jue  tons  les  points  de  con- 
cours pareils  sont  distrihinis  sur  une  seule  et  même  ligne 
droite;  ([u’enlin  les  points  (jui,  dans  la  ligure  générale  des  co- 
niques, correspondent  aux  centres  C et  C'  de  chacun  des  deux 
cercles,  sont  de  véritables  piMes  conjugués  à la  droite  uni(|ue 
dont  il  s’agit,  représentant  tous  les  jioints  à l’infini  du  plan  de 
ces  mêmes  cercles. 

Extension  des  femmes  précédents  au  système  de 
deux  coniques  quelconques  dans  un  plan. 

f 

Propriétés  relatives  à une  simple  transversale  pivotante.  — 
Soient  (A)  et  ( V), y?g-.  121,  les  courbes  du  second  degré  dont 


Fig.  i^i. 


il  s’agit;  O le  i)oint  de  rencontre  des  tangentes  extérieures 
communes  à ces  combes,  O'  le  point  où  se  coupent  pareille- 
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meni  leurs  innsenles  intérieures  eommunes.  Soit  menée  pnr 
CCS  deux  poiins,  In  droite  indélinic  00',  qui  viendra  couper 
respectivement  chaque  courbe  eu  deux  points  a et  b,  a'  et  />'; 
cette  droite  représentera  la  projection  de  la  ligne  des  centres 
CC'  des  figures  précédentes;  d’où  l’on  voit  déjà  que,  si  l’on 
mène  en  ces  iioints  respectifs,  des  tangentes  aux  deux  cour- 
bes (A)  et  (A'),  elles  viendront  toutes  quatre  se  croiser  en 
un  môme  point  K,  qui  serait  situé  à l’infini  dans  la  Jifç.  n-, 
relative  au  système  primitif  des  deux  cercles.  On  voit,  de 
plus,  que  si  l’on  mène  par  les  points  respectifs  de  con- 
tact I*  et  Q,  U'  et  Q'  des  tangentes  communes  ci-dessus,  les 
droites  I‘0  et  P'Q',  elles  iront  encore  passer  par  ce  môme 
point  K. 

Maintenant,  soit  menée  par  0 une  transversale  quelconque 
OT,quicou|>e  la  courbe(A)aux  deux  points  T et  l,  et  la  coiirbi' 
(A')  aux  deux  points  T' et  en  chacun  de  ces  points  menons  une 
tangente  à la  courbe  correspondante,  ces  quatre  tangentes  for- 
meront, en  les  prolongeant  jus((u’à  leurs  rencontres  mutuelles 
et  traçant  les  diagonales,  un  quadrilatère  complet  laFa',  dont 
les  deux  côtés  opposés  Ix'  et  l’a  se  couperont  en  un  point 
et  les  deux  autres  la  et  a' F en  un  second  point  ,3.  Cela  j>osé, 
si  l’on  fait  varier  la  transversale  OT  en  la  faisant  tourner  au- 
tour du  point  O,  les  points  et  les  lignes  droites  ci-dessus 
désignés  variant  aussi,  il  arrivera  ce  qui  suit  ; 

I”  « Le  sommet  p parcourra  dans  son  mouvement,  la  corde 
ou  sécante  de  contact  PQ,  le  sommet  correspondant  p'  du  qua- 
drilatère traçant  dans  son  propre  mouvement,  l’autre  droite, 
P'Q'  sécante  indéfinie  de  contact  conjuguée  à 0.  » 

9."  « Les  deux  points  p et  p'  dont  il  s’agit  resteront,  dans  cha- 
cune de  leurs  positions  correspondantes,  situés  sur  une  droite 
passant  par  ce  même  point  de  concours  fixe  O.  » 

3"  a Les  deux  sommets  a et  a'  parcourront  dans  le  môme 
mouvement,  une  droite  unique  ML,  qui  sera  la  corde  ou  sé- 
cante indéfinie  commune  aux  deux  coniques  si  elles  se  ren- 
contrent eu  deux  points  seulement.  » 

4"  « Les  deux  sommets  0|)posés  I et  F parcourront,  chacun 
en  particulier,  une  même  droite  contenant  le  point  K déjà 
déterminé  ci-dessus;  cette  droite  IF  représentant  celle  des 
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points  de  concours,  à l’infini,  des  deux  couples  de  tangentes 

parallèles  du  système  primitif  dos  deux  cercles.  » 

5°  « Si  l’on  mène,  d’un  point  quelconque  / de  cette  droite  IF, 
deux  tangentes  Im  et  In  à la  courbe  (A),  et  que  l’on  trace  la 
corde  mn  qui  contient  leurs  points  de  contact  m et  n,  cette 
corde  viendra  couper  la  droite  00',  mentionnée  en  premier 
lieu,  en  un  point  C,  qu’on  peut  considérer  comme  la  projection 
du  centre  C de  l’un  des  deux  cercles  du  système  primitif,  et, 
si  l'on  fait  parcourir  la  droite  indéfinie  IF  au  point  /,  sa  corde 
de  contact  conjuguée  mn,  passera  dans  toutes  ses  positions  par- 
ce même  point  ou  pôle  central  C.  Pareille  chose  ayant  lieu  à 
l’égard  de  la  courbe  (A'),  la  corde  de  contact  correspondante 
(non  tracée). passera  par  un  second  pôle  invariable  C',  qui  peut 
être  regardé  comme  la  projection  conique  du  centre  C',  de 
l’autre  cercle  dans  la  figure  primitive. 

Propriétés  relatives  au  système  de  deux  transversales.  — 
Supposons  maintenant  1 22)  que,  par  le  point  de  concours 
extérieur  0,  on  mène  la  nouvelle  transversale  O0  coupant 
la  courbe  (A)  aux  points  0,  6,  et  la  courbe  (A')  aux  autres 
points  0'  et  0'  ; imaginons,  enfin,  qu’on  joigne  par  quatre  lignes 
droites,  les  points  T et  0,  t et  6,  T'  et  0',  t'  et  6',  ces  droites 
formeront,  par  leurs  rencontres  mutuelles,  un  quadrilatère 
complet  laFa',  dans  lequel  les  côtés  opposés  T0  et  /S  vien- 
dront se  couper  en  un  premier  point  p,  et  les  deux  autres  T'0' 
et  /'fl'  en  un  second  point  P'.  Imaginons,'  de  plus,  que  l’on 
mène  les  quatre  diagonales  T 6,  e/,  T'0',  t'  des  deux  qua- 
drilatères T/00,  T'/'O'0',  et  qu’on  les  prolonge  indéfiniment, 
elles  formeront  par  leurs  rencontres  mutuelles,  un  second 
quadrilatère  aya'y,  analogue  au  premier  laFa';  les  deux 
côtés  7«  et  y' a'  qui  sont  opposés,  donneront  par  leur  ren- 
contre mutuelle  un  premier  point  i,  et  les  deux  aultcs  côtés 
7 a'  et  y' a donneront  également,  par  leur  rencontre  vers  la 
droite  de  la  figure,  un  deuxième  point/. 

Cela  posé,  si  l’on  fait  varier  les  transversales  rectilignes  OT, 
O0  d’une  manière  quelconque  autour  du  point  O,  les  inter- 
sections et  les  lignes  droites  que  nous  venons  de  désigner  va- 
rieront aussi,  et  il  arrivera  : 

1“  « Que  le  point  p et  son  correspondant  7 parcourront  dans 
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leurs  mouvements  simullanés,  la  même  droite  PQ,  tandis  que 
les  deux  points  p'  et  7'  décriront  semblablement  et  séparé- 
ment, l’autre  droite  P'O'.  homologue  à la  première.  » 

9."  « Que  les  deux  points  p et  p'  resteront,  dans  chacune  de 
leurs  positions  successives,  sur  une  même  ligne  droite  passant 

Fig.  122. 


par  le  point  O;  les  deux  points  correspondants  7 et  7'  étant 
également  situés  sur  une  ligne  droite  différente  de  la  pre- 
mière, mais  (]ui  passera  comme  elle,  dans  toutes  scs  positions, 
par  le  point  de  concours  O des  tangentes  extérieures  com- 
munes aux  coniques  (A)  et  (A').  » 
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3"  n Que  les  ciiuitrc  points  a,  a',  a ctrt',  eoncours  de  côtés  et 
de  dingonalos  lioinologues,  parcourront,  dans  le  même  mou- 
vement, une  droite  unique  ML,  la  même  qui  a été  délinie  et 
désignée  pour  la  précédente  figure.  » 

4"  « Oue  les  quatre  points  I,  F,  i et  / parcourront,  chacun  en 
particulier,  la  droite  unique  et  fixe  IF  passant  par  le  point  K; 
point  et  droite  qui  ont  été  géométriquement  définis  encore 
pour  la  précédente  figure.  » 

Remarques  et  conclusions.  — Toutes  ces  propriétés  sont 
exclusivement  relatives  au  point  O où  se  coupent  les  tan- 
gentes extérieures  communes  aux  coniques  (A)  et  (A');  mais 
comme  elles  ont  lieu  d’une  manière  analogue  jiour  le  point  O' 
où  se  coupent  les  tangentes  intérieures  communes  à ces  cour- 
bes, il  devient  parlaitemenl  inutile  .d’en  donner  ici  le  détail 
qui  exigerait  une  troisième  figure.  On  doit,  en  outre,  ob- 
server que  les  ((ualre  théorèmes  d’abord  énoncés,  pourraient, 
a priori,  être  considérés  comme  autant  de  conséquences  des 
<|uatre  derniers. 

, De  tout  ce  qui  précède,  il  résulte  aussi  que  les  points  O, 
O'  cl  les  droites  fixes  FI  et  ML,  dont  la  dernière  est,  comme 
on  l’a  vu,  la  sécante  indéfinie  commune  aux  coniques  (A)  et 
(A'),  quand  elles  se  coupent  réellement  en  deux  points,  sont 
liés  entre  eux,  de  manière  que,  quand  l’un  quelconque  de 
ces  éléments  est  déterminé,  tous  les  autres  le  sont  également 
Cl  peuvent  être  déduits  du  point  ou  de  la  droite  d’où  l’on  est 
parti,  par  une  construction  graphitjue  très-simple  et  purement 
linéaire,  ainsi  qu’on  le  verra  tout  à l’heure. 

Lorsque  aucune  de  ces  droites  ni  aucun  de  ces  points  ne 
sont  connus,  il  devient  absolument  impossible,  du  moins  en 
général,  de  les  déterminer  ])ar  aucune  construction  géométri- 
que directe  cl  simple.  Le  problème  dépend  alors  d’une  équa- 
tion du  quatrième  degré;  et,  bien  que  les  coniques  puissent, 
en  certaines  circonstances,  ne  se  couper  réellement  qu’en  deux 
points,  l’équation  finale  à laquelle  on  arriverait  par  l’élimina- 
tion dans  ce  cas,  serait  toujours  de  la  même  forme  et  irréso- 
luble: seulement  deux  de  ses  racines  seraient  imaginaires  cl 
les  deux  autres  réelles,  (luoiquc  inséparables.  Quand  il  en  est 
ainsi  et  que  les  deux  coniipics  sont  entièrement  décrites,  leur 
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corde  commune  LM  est,  par  là  même,  donnée  de  situation  ; 
par  conséquent,  si  l’on  se  proposait  de  trouver  les  tangentes 
extérieures  communes  à ces  courbes,  ou  leurs  points  de  con- 
cours O,  O',  l’un  extérieur,  l’autre  intérieur,  la  chose  pourrait 
se  faire  d’une  manière  toute  géométrique  comme  on  le  verra 
ci-après. 

Problème.  — Déterminer  les  points  de  concours  réels  con- 
jugués des  tangentes  communes  à deux  coniques  tracées  sur 
un  plan  et  qui  s’y  coupent  en  deux  points. 

Soient  (A)  et  (A')  deux  lignes  du  second  degré  décrites  sur 
un  plan,  et  dont  on  suppose  les  deux  points  d’intersection 
M et  L déterminés  à priori.  Pour  trouver  le  point  O où  se 
coupent  les  tangentes  extérieures  communes  à ces  courbes, 
' Fifj.  ia3. 


I 


les  seules  existantes  alors,  il  faudra  tracer  d’abord  la  corde 
ou  sécante  indéfinie  ML;  puis  de  deux  points  quelconques  « 
et  a!  de  cette  droite,  mener  les  tangentes  extérieures  aX  et 
a T',  a'©  et  a'©',  qui  détermineront  les  quatre  points  de  con- 
tact T et  T',  © et  ©'.  Ces  points  étant  trouvés,  on  mènera  par 
les  deux  premiers  T et  T'  homologues  ou  qui  se  correspon- 
dent, une  droite  indéfinie  TT',  et  par  les  deux  autres  points 
0 et  ©'  homologues  entre  eux,  on  tracera  pareillement  une 
seconde  droite  00'  qui,  prolongée  ainsi  que  la  première,  vien- 
dra la  couper  en  l’un  O des  points  demandes. 

I.  i8 
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Pour  déterminer  l’autre  point  de  concours  O'  conjugué  à O 
et  intérieur  aux  contques,  on  mènera  par  o,  le  second  couple 
de  tangentes  ai  et  ai'  à ces  coniques;  on  joindra  les  points  de 
contact  T et  i'  de  même  situation,  par  une  ligne  droite  Ti' 
prolongée  convenablement;  de  l’autre  point  a',  on  mènera 
pareillement  vers  rintérieiir,  le  couple  de  tangentes  a'0,a'6',  et 
ayant  joint  de  mêmej  les  points  de  contact  0 et  0'  par  la  droite  ’ 
indéfinie  ©0',  elle  coupera  la  première  Ti',  au  deuxième  point 
demandé  O',  concours  intérieur  des  tangentes  communes,  ima- 
ginaires dans  nos  hypothèses,  etc.,  (*). 

111. 

RECHERCIIES  GÉOMÉTRIQUES  RELATIVES  AUX  QUADRILATÈRES  A LA  FOIS 
INSCRITS  OU  A LA  FOIS  CIRCO.NSCRITS  AU  SYSTÈME  DE  DEUX  SECTIONS 
CONIQUES  QUELCONQUES. 

Propriétés  individuelles  et  réciproques  des  points  de  concours 
des  cordes  et  des  tangentes  communes  conjuguées  ou  res- 
pectivement opposées. 

•Soient  (A)  et  {k'),Jig.  i?4.  deux  coniques  quelconques  se 
coupant  en  quatre  points  réels  L,  M,  L',  M',  et  supposons  en 


(*)  Los  considérations  qui  précèdent  et  les  suivantes  sur  les  doubles 
coniques  dans  un  plan,  ne  doivent  pas  être  confondues  avec  celles  des 
géomètres  philosophes  Desargues  et  Pascal,  dont,  un  des  premiers  en  1822, 
j’ai  tâche  de  faire  revivre  les  ingénieuses  théories  fort  appréciées  de  Des- 
cartes et  de  Leibnitz,  et  plus  ou  moins  bien  saisies  par  leurs  successeurs 
De  Lahire  et  Le  Poivre.  Car  ces  fondateurs  do  ce  qu’on  nomme  la  Géo- 
nictrie  moderne,  opéraient,  raisonnaient  sur  les  sections  planes  du  cône 
simple  d’Apollonius,  ramenées  dans  le  plan  de  sa  base  circulaire,  et  nul- 
lement sur  des  couples  do  lignes  du  second  degré  quelconques  et  indé- 
pendantes entre  elles,  comme  c’est  ici  le  cas. 

Ainsi  notamment,  dans  les  Planiconiqucs  de  De  Lahire  et  le  7>n/Vè  pos- 
térieur de  Le  Poivre,  fort  vanté  dans  son  temps  (1704),  où  déjà  l’on  avait 
oublié  le  précédent  imprimé  en  1673,  on  procède  par  voie  de  rabatte- 
ment de  la  section  du  cône  sur  sa  base  circulaire;  ce  qui  permet  de  com- 
parer directement  l’une  des  deux  courbes  à l’autre,  par  un  procédé  gra- 
phique nommé  depuis  transformation  et  où  l’on  a prétendu  voir  le  germe 
de  nos  méthodes  A'homoiogie,  de  perspective  dans  le  plan  ou  l’espace, 
c’est-à-dire  plane  ou  en  relief.  Or  il  faut  remarquer  que  les  procédés  de 
transformation,  variables  à l'infini  en  géométrie  comme  en  analyse,  selon 
1’inspiratkra  et  le  goût  de  chacun,  constituent  au  fond,  une  sorte  de  tâton- 
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particulier,  qu’on  leur  ail  mené  les  deux  tangentes  communes 
extérieures  Pp,  P' p'  se  coupant  en  O,  il  est  clair  que  la  corde 

Fig.  n4- 
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nement,  d’essai  plus  ou  moins  heureux  et  fécond,  pour  découvrir  des 
résultats  nouveaux,  dont  il  faut  établir  la  rigueur,  la  généralité  par  des 
justifications  préalables  ou  à postériori , exemples , s’il  se  peut , de  toute 
pétition  de  principe,  afin  de  ne  pas  trop  s’écarter  de  la  logique  sévère  des 
anciens,  d’Euclide,  d’Apollonius,  d’Archimède  particulièrement;  logique 
admirée,  regrettée  même,  des  Fermât,  des  Huygens  et  des  Newton,  qui 
néanmoins,  eux  aussi,  usaient  des  notions  intuitives  et  métaphysiques 
de  l’infini,  de  la  continuité  pour  découvrir,  sinon  pour  démontrer,  des' 
vérités  nouvelles;  ce  qu’ont  fait,  avec  plus  de  franchise,  Desargues,  Pascal, 
Roberval  et  Leibnitz,  cet  immortel  créateur  de  l’algorithme  différentiel. 

Afin  d’offrir  entre  mille,  un  exemple  de  ce  que  j’avance  ici,  je  re- 
marque qu’on  peut  bien,  par  voie  de  déformation  perspective,  déduire 
des  propriétés  de  cercles  concentriques  sur  un  plan,  celles  d’une  certaine 
classe  de  coniques  intérieures  les  unes  aux  autres,  mais  qu’il  reste  à 
prouver  qu’elles  ont  un  double  contact  imaginaire,  et  que,  en  général, 
des  coniques  à double  contact  sont  la  représentation  d’un  système  d:i 
cercles  concentriques.  Or,  voilà  précisément  pourquoi  nos  principes  de 
projection  centrale  étaient  non-seulement  utiles,  mais  nécessaires. 

18. 
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commune  LM,  qui  correspond  au  point  de  concours  O, 
jouira,  à l’égard  de  ce  point,  de  toutes  les  propriétés  que  nous 
avons  démontrées  précédemment. 

Par  exemple,  si  par  ce  point  extérieur  aux  coniques,  on 
mène  une  transversale  rectiligne  quelconque  OT,  donnant 
dans  ces  deux  courbes  les  quatre  intersections  ; T,  t sur  (A), 
T',  sur  (A'),  puis  qu’on  mène  par  les  points  T et  T'  exté- 
rieurs et  opposés  entre  eux,  des  tangentes  à ces  courbes  res- 
pectives, elles  viendront  (page  268)  se  couper  en  un  point  œ 
situé  sur  la  sécante  commune  LM  ; de  même  encore,  si  l’on  éùt 
mené  des  tangentes  aux  deux  points  d’intersection  opposés 
intérieurs,  t et  elles  seraient  venues  se  couper  en  un  autre 
point  a',  situé  également  sur  la  corde  commune  LM. 

Détermination  de  la  droite  magistrale  IF,  correspondante 
à celle  des  Jig.  121  et  122.  — 11  résuhe  de  nos  principes 
généraux  et  des  Lem.  II  (2“  et  4”),  qu’en  menant  des  tangentes 
aux  courbes  (A)  et  (A')  dans  les  points  respectifs  T et  t',  qui  se 
correspondent  au  delà  de  LM  par  rapport  à O,  elles  se  cou- 
peront en  un  point  I de  la  droite  magistrale  FIK  des  Jig.  121 
et  122;  que  pareillement,  le  point  F de  croisement  des  tan- 
gentes aux  points  T'  et  t qui  se  correspondent  sur  OT,  en 
deçà  de  LM  par  rapport  au  même  point  O,  appartient  encore  à 
la  droite  magistrale  dont  il  s’agit;  qu’enfm  si  l’on  faisait  varier 
la  transversale  OT  autour  du  po’mt  O comme  pôle,  l’un  et 
l’autre  des  points  I et  F décriraient  séparément,  l’unique  et 
même  droite  IF,  représentant  véritablement  tous  les  points  à 
l’infini  du  plan  dans  le  cas  de  deux  cercles. 

Cette  droite  magistrale  n’est  autre  que  la  corde  commune 
L'M'  opposée  ou  conjuguée  à LM.  — Je  dis  qu’il  y aura  une 
direction  de  OT  pour  laquelle  le  point  I sera  confondu  avec 
l’une  M',  des  intersections  des  coniques  considérées.  Imagi- 
nons, en  effet,  que  l’on  mène  par  le  point  Oj  une  transversale 
qui  passe  précisément  par  M',  il  est  clair  qu’alors  les  points 
ci-dessus  T et  t',  se  réuniraient  en  un  seul  avec  M';  donc  les 
tangentes  correspondantes  à ces  deux  points,  s’entrecoupe- 
raient en  ce  même  point  M',  lequel  appartient  ainsi  à la 
droite  IF,  comme  on  l’a  avancé. 

On  prouverait  pareillement  que  l’intersection  L'  des  coni- 
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q«es  appartient  à IF  ; donc  la  sécante  indéfinie  M'L'  com- 
mune à ces  courbes,  n’est  autre  que  la  droite  IKF  {Jîfj.  mi), 
qui  nous  a précédemment  occupés,  et  le  point  où  elle  ren- 
contre la  première  corde  commune  ML,  est  précisément  celui 
que  nous  avons  dès  lors  désigné  par  la  lettre  K.  Par  suite  en- 
core, on  aperçoit  que  les  deux  cordes  de  contact  PP'  et  ppf 
conjuguées  au  pôle  commun  O,  ou  relatives  aux  tangentes 
communes  issues  de  O,  passent  également  par  ce  même  point 
caractéristique  K. 

Recherche  des  centres  polaires  C,  C'  conjugués  à O et  A la 
corde  commune  LM.  — Pour  obtenir  les  points  ou  pôles  C,  G' 
qui  jouent  ici,  par  rapport  à O et  LMK,  le  rôle  des  centres  des 
cercles  considérés  dans  la  Jig.  lai  ci-dessus,  il  faut  en  général, 
d’un  point  quelconque  de  la  sécante  commune  ML,  mener 
des  tangentes  aux  courbes  (A),  (A')  et  tracer  les  cordes  conju- 
guées correspondant  au  couple  de  points  de  contact  relatif  à 
chacune  d’elles  ; car  ces  cordes  passeront,  l’une  par  le  centre 
polaire  C,  l’autre  par  le  centre  C',  quel  que  soit  d’ailleurs  le 
point  qu'on  ait  choisi  sur  ML,  de  sorte  que  deux  nouvelles 
cordes,  tracées  de  même,  les  couperont  respectivement  dans 
les  points  G et  G'  dont  il  s’agit. 

Si,  en  particulier,  on  choisit  comme  point  de  départ  des  tan- 
gentes, l'intersection  L commune  aux  deux  coniques  tracées, 
il  est  clair  que  le  couple  de  celles  qui  appartiennent  à la  co- 
nique (A')  ou  {Lp'pM),  se  confondront  en  direction  avec  leur 
corde  de  contact,  confondue  de  même  avec  la  tangente  LC'  à 
cette  courbe  au  point  L,  tandis  que  celles  qui  répondent  à la 
conique  (A)  ou  (PMLP'),  confondues  avec  la  tangente  LG  en 
ce  même  point  L,  passeront  par  l’autre  centre  C. 

Répétant  cette  construction  pour  M,  les  deux  nouvelles  tan- 
gentes MC'  et  MC,  contenant  respectivement  encore  les  points 
G'  et  C,  donneront  ainsi,  par  leurs  intersections  avec  les  pré- 
cédentes, ces  deux  mêmes  points,  pôles  conjugués  et  respec- 
tifs, comme  on  voit,  de  la  corde  LM  commune  à (A)  et  (A');^ 
ce  qui,  à certains  égards,  doit  paraître  évident  à priori  (*). 


(*)  Cette  dernière  phrase  et  quelques  autres  purement  explicatives  ont 
été,  pour  plus  de  clarté  et  de  précision,  ajoutées  au  texte  qui  ici,  comme- 
presque  partout;  je  te  répète,  manquait  de  titres  ou  subdivisions,  fort  inu- 
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DfAenmnalion  du  point  de  concours  0',  des  fanp^entes 
communes,  opposé  on  conjugué  nu  précédent  0. — D’après 
les  lemnies  ci-dessus  (11),  les  puiius  O,  C,  C'  qui  viennent 
d’èlro  considérés,  sont  rangés  sur  une  même  ligne  droite  qui 
contient  aussi  le  point  de  concours  ü'  des  tangentes  communes 
O'O",  O'ü'",  opposé  à O et  tout  aussi  facile  à construire  direc- 
tement; car,  si  l’on  mène  par  le  point  a déjà  mentionné, à l’arc 
PMI,  de  (A),  une  tangente  aS'  vers  la  gauche  de  LM,  et  qu’on 
joigne  le  point  de  contact  0'  avec  le  point  T par  une  ligne 
droite  prolongée,  elle  viendra  passer,  pour  toutes  les  positions 
de  a,  par  le  point  0'  demandé. 

Pareillement,  si  jtar  le  même  point  a de  LM,  on  eût  mené, 
du  côté  de  < )',  une  seconde  tangente  aO  (non  tracée)  à la  courbe 
( V')  ou  l’arc  LM'I,',  et  (]  u’on  eût  joint  son  point  de  contact  6 
avec  le  point  correspondant  T par  une  ligne  droite  T6,  elle 
serait  venue  passer  également  dans  toutes  ses  positions,  par 
le  point  0',  ainsi  parfaitement  et  doublement  déterminé  comme 
|)oint  inconnu  à priori. 

Or,  lorsque  cette  dernière  tangente  a6,  viendra  se  confondre 
avec  la  tangente  «T,  ce  qui  arrivera  quand  a sera  en  a,  sur  la 
tangente  O'O''  commune  aux  deux  courbes  et  opposée  à celle 
OO'  ou  P/;,  et  qu’elles  se  confondront  par  conséquent  toutes 
deux,  en  une  seule  avec  cette  même  tangente,  elles  ne  ces- 


tiles  à l’auteur  plein  de  son  sujet,  mais  indispensables  aux  lecteurs  même 
déjà  initiés  de  l’époque  actuelle.  Il  en  est  ainsi  encore  des  expressions, 
centre  ftolnire,  droite  mngistrn/e,  employées  transitoirement  dans  le  texte 
imprimé,  comme  procédé  mnémonique  propre  à rappeler  la  dépendance 
intime  et  toute  linéaire,  entre  leurs  propriétés  et  celles  des  centres  et  du 
lieu  des  tangentes  infinies,  parallèles,  des  cercles  dont  les  coniques  pro- 
posées sont  la  projection  centrale.  Mais  je  me  suis  complètement  abstenu 
d’aller  au  delà  dans  la  correction  de  cette  partie  du  texte  manuscrit,  où 
je  n’avais  point  encore  résolu  le  problème  épineux  de  la  projection  des 
courbes  du  deuxième  degré,  suivant  des  circonférences  de  cercles;  du 
moins  dans  toute  la  rigueur  géométrique  que  réclame  la  preuve  de  l’iden- 
tité de  propriétés  de  la  droite  magistrale  dont  il  s’agit,  avec  la  corde  ou 
sécante,  commune  aux  deux  courbes,  qui  lui  est  conjuguée  et  la  ren- 
contre au  |>éle  K de  la  ligne  des  centres  C et  C';  pèle  jusqu’ici  sans  nom 
spécial,  quoique  jouant  un  rôle  tout  aussi  remarquable  que  le  point  même 
do  concours  des  tangentes  corn  munes  aux  coniques. 
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seront  pas  de  passer  par  le  point  de  concours  O',  nécessaire- 
ment situé  aussi  et  par  les  mêmes  motifs,  sur  la  tangente 
commune  O' O"  opposée  à 00"'  ou  P'/»'.  Donc  le  point  O',  ainsi 
construit  directement  au  moyen  de  0 et  de  la  corde  commune 
LM,  est,  en  effet,  le  point  de  concours  conjugué  à ce  dernier 
point,  intersection  des  tangentes  communes,  respectivement 
opposées,  elles-mêmes,  à celles  qui  émanent  de  0. 

Remarques  diverses. — On  devait  s’allciidre  à celte  consé- 
quence, car  nous  avons  vu  précédemment  ( p.  a68)  que  les  tan- 
gentes menées  par  un  tel  point  (alors  situé  entre  les  deux 
courbes),  à l’une  quelconque  d’entre  elles,  si  elles  sont  pos- 
sibles, étaient  en  même  temps  tangentes  à l’autre;  ce  qui 
piSbvc  d’ailleurs  que  le  point  0'  n’est  pas  nécessairement  et 
to'àjours  la  rencontre  de  deux  tangentes  intérieures  comntunes 
réelles  (p.  27.3,  Jig.  laS). 

Si,  au  lieu  de  procéder  du  point  0 comme  nous  venons  de 
le  faire,  on  parlait  directement  de  son  opposé  0',  et  qu’on  ül, 
à l’egard  de  ce  second  point,  les  mêmes  raisonnements  que 
pour  le  premier,  on  verrait  que  la  corde  L'M'  étant  considé- 
rée comme  correspondant  à 0',  l’autre  corde  LM  deviendrait, 
à l’égard  de  ce  point,  la  droite  magistrale  que  nous  avions 
appelée  IF  dans  les  lemmes  préliminaires,  et  que,  par  consé- 
quent, en  menant  pour  chacune  des  deux  courbes,  des  couples 
de  tangentes  aux  extrémités  L'  et  M',  elles  viendront  se  cou- 
per respectivement  aux  deux  nouveaux  centres  polaires  c,  c', 
également  situés  sur  la  droite  00'  cl  parfaitement  analogues 
aux  deux  points  C et  G'  d’abord  considérés. 

Des  axes  à points  de  concours  multiples  et  de  leurs  pôles 

' de  convergence  respectifs,  conjugués. 

1“  Système  des  deux  axes  sécants.  — Considérons  à part  le 
quadrilatère  LML'M'(/jg-.  i24)inscrit  à la  fois  aux  coniques(A) 
et  (A'),  je  dis  que  le  point  K'  où  se  coupent  ses  côtés  opposés 
LM',  ML'  et  le  point  K,  où  se  coupent  ses  deux  diagonales 
LL',  MM',  sont  tous  deux  encore  situés  sur  la  droite  00'. 

En  effet,  en  tant  que  ce  quadrilatère  est  inscrit  à laconique 
PF'M'L'ou  (A),  il  résulte  des  théorèmes  du  111' Cahier  (p.  layj, 
que,  si  l’on  mène  à cette  courbe,  les  deux  tangentes  LC  et  Mt; 
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aux  extrémités  L et  M des  diagonales,  leur  point  de  rencontre  ' 
ou  centre  polaire  C,  sera  situé  sur  la  droite  K' K,  des  points  de 
concours  K,  et  K'  déjà  définis;  ce  qui  est  vrai  aussi  du  point 
d’intersection  c des  tangentes  menées  aux  deux  autres  extré- 
mités L'  et  M',  Mais,  en  tant  que  ce  quadrilatère  est  inscrit 
à la  conique  (A')  ou  pp'M'L',les  centres  polaires  analogues 
et  opposes  C'  et  c',  relatifs  à ces  mêmes  extrémités  de  diago- 
nales, sont  aussi  sur  la  droite  K, K';  ce  qui  résulte  également 
de  ce  que  les  quatre  points  c,  c',  C,  C'  d’après  les  théorèmes 
déjà  cités,  appartiennent  à une  seule  et  même  ligne  droite. 
Donc  les  six  points  K',  c',  c,  Ki,  C,  C'  sont  tous  rangés  sur  cette 
droite  doublement  conjuguée  au  point  de  convergence  K,  des 
cordes  communes  ML  et  L'M';  propriété  assez  remarquable, 
ce  me  semble.  ^ 

Supposons,  à présent,  qu’au  lieu  de  considérer  Ira  points 
O et  O'  de  concours  des  tangentes  communes,  et  les  cordes 
M'L'etML  correspondantes,  il  s’agisse  des  points  de  concours 
O",  O"  également  opposés  entre  eux  et  des  cordes  ML'  et  LM', 
il  est  évident  que  ces  points  et  ces  cordes  jouiront  des  mêmes 
propriétés  relatives  que  les  premiers.  Ainsi  les  points  O",  O", 
K|,K  et  les  quatre  centres  polaires,  intersections  des  couples 
de  tangentes  menées  aux  extrémités  respectives  des  cordes 
ML',  LM'  à chacune  des  deux  coniques,  sont,  tous  encore,  si- 
tués sur  une  même  ligne  droite  conjuguée  au  point  de  conver- 
gence K'  de  ces  cordes  communes,  opposées  entre  elles  dans 
le  quadrilatère  inscrit  d'abord  considéré.  TJlj. 

a®  Axe  de  concours  extérieur  aux  deux  coniques.  — Sup- 
posons actuellement  {fig,  ia5)  qu’on  prolonge  les  deux  tan- 
gentes opposées  iijr,  p'P',  communes  aux  deux  coniques  (A) 
et  (A'),  jusqu’à  leur  rencontre  en  O®,  il  est  clair  que  ce  point  O* 
devra  jouir  des  mêmes  propriétés  que  le  point  O de  la  précé- 
dente figure;  de  sorte  que,  si  de  ce  point  O®,  on  dirigeait  une 
sécante  quelconque  vers  les  deux  courbes,  et  qu’aux  points 
d’intersection  correspondants  on  menât  à celles-ci  leurs  tan- 
gentes respectives,  le  point  où  se  couperaient  les  tangentes 
ci-dessus  nommées  extérieures,  et  celui  où  se  couperaient 
les  tangentes  inrénewrej,  seraient  sur  une  dernière  ou  troi- 
sième droite  fixe,  qu’ils  parcourraient  dans  toutes  leurs  posi- 
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lions  quand  on  viendrait  à faire  varier  la  transversale  commune 
autour  du  point  invariable  0\ 

D’après  cela  et  en  reprenant  les  mêmes  raisonnements,  il 
n’est  pas  difficile  de  voir  que  la  corde  MM'  diagonale  du 
quadrilatère  inscrit,  est  précisément  la  droite  fixe  dont  il 

Fig.  125. 


/C’ 


s’agit;  car,  lorsque  la  sécante  passera  par  le  point  M,  par 
exemple,  les  intersections  les  plus  voisines  s’y  confondront, 
et,  par  conséquent  aussi,  leurs  couples  de  tangentes  se  coupe- 
ront en  ce  point. 

Pareille  chose  a lieu  évidemment  à l’égard  du  point  M',  et 
de  plus,  l’autre  corde  ou  diagonale  conjuguée  LL'  représente 
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ici  encore  la  droite  magistrale  précédemment  nommée  IF 
et  124)»  également  parcourue  par  l’un  et  l’autre 
des  deux  points  où  s’entrecoupent  les  tangentes  menées  de 
chaque  côté,  aux  deux  coniques;  car  il  est  aisé  de  voir  encore 
que,  SI  la  sécante  passe  par  le  point  L',  par  exemple,  les  in- 
tersections voisines  se  confondant  alors  avec  ce  point,  leurs 
tangentes  respectives  s’y  couperont  de  même,  etc. 

Concluons  de  là,  plus  explicitement,  que,  si  d’un  point  exté- 
rieur quelcomiue  de  la  corde  ou  diagonale  MM',  on  mène,  aux 
courbes  (A)  et  (A'),  deux  tangentes  vers  le  dehors  et  deux 
vers  le  dedans,  les  droites  qui  en  joignent  les  couples  de 
points  de  contact  viendront  passer  par  le  point  O’  délini  ci- 
dessus;  que,  de  même,  si  par  ce  point  arbitraire  on  trace  deux 
tangentes,  l’une  inléiicure,  l’autre  extérieure,  c’est-à-dire 
situées  d’un  même  côté  des  deux  coniques  (A)  et  (A'),  et 
qu’on  Joigne  les  deux  points  de  eontact  par  une  ligne  droite, 
elle  passera  dans  toutes  ses  positions  par  le  point  O'”,  conju- 
gue au  point  O’;  qu’enlin,  chose  facile  à jirouver  directement, 
CO  point  est  précisément  celui  où  se  coupent  les  deux  autres 
tangentes  communes,  opposées  entre  elles,  ;jI*,  w'n'. 

I)  autre  part,  il  résulte  encore  de  ce  qui  précède,  que  si,  par 
les  extrémités  M et  M',  on  mène  les  deux  tangentes  MG", 
M'C"à  la  conique /y'MM' ou  (A),  elles  convergeront  en  un 
point  C"  situé  sur  la  droite  0"Ü^  centre  ou  pôle  conjugué  à 
la  direction  de  MM',  c’est-à-dire  servant  de  jiivot  aux  cordes 
de  contact  des  couples  de  tangentes  menées  des  divers  points 
de  cette  direction  ou  corde  commune  prolongée,  à la  conique 
( A ) dont  il  s’agit. 

l’areillement,  le  pôle  des  cordes  de  contact  relatives  à MM' 
et  à l’autre  conique  l'PM'  ou  (A'),  s’obtiendra  en  menant  par 
les  extrémités  M et  M'  les  tangentes  MC^  M'C',  et  ce  pôle  seia 
situé  comme  C"  sur  la  droite  O" O’,  d’après  les  raisons  géné- 
laleineiH  exposées  a l’égard  des  centres  polaires  C et  C' 
(//jg.  121  et  124)  : ces  mêmes  pôles  C^etC",  correspondent 
d ailleurs  tous  deux  au  point  0^. 

Si  l’on  exécute  des  constructions  analogues  pour  le  point 
de  concours  0"  des  tangentes  communes  et  la  diagonale  ou 
corde  LL'  qui  lui  corresjiond,  on  obtiendra  de  nouveaux 
points  C"  et  C’,  pôles  de  cette  corde  dans  les  courbes  (A), 
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(A'),  ei  ces  deux  points  seront,  comme  les  premiers,  situés 
sur  la  droite  de  concours  O” O’.  De  là  et  des  théorèmes 
établis  dans  la  Sect.  II  du  III'  Cahier,  il  résulte  que  si,  consi- 
dérant toujours  le  quadrilatère  simple  ML'M'L  inscrit  à la  fois 
à ces  deux  courbes,  les  points  K'  et  K où  convergent  ses  côtés 
respectivement  opposés,  doivent  appartenir  également  à la 
droite  de  concours 

Nous  pouvons  maintenant  résumer  toutes  les  propositions 
ou  propriétés  qui  précèdent  de  la  manière  suivante  (*). 

Résumé  des  précédents  théorèmes  et  propositions  qui  con-^ 
cernent  le  système  de  deux  sections  coniques  quelcon- 
ques s'entrecoupant  sur  un  plan. 

Soient  (A)  et(A')(^g-.  126),  deux  courbes  quelconques  du 
second  degré  ayant  les  quatre  points  M,  M',  L,  L'  en  commun  ; 
soient  Joints  ces  quatre  points  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles par  des  lignes  droites,  ce  qui  formera  un  quadri- 
latère 'complet  avec  ses  deux  diagonales;  soient  de  plus, 
menées  à ces  deux  lignes  courbes,  les  quatre  tangentes  exté- 
rieures communes  00", O" O', O' 0"', O'" O,  qu’on  prolongera 
jusqu’à  leurs  rencontres  respectives,  ce  qui  formera  un  qua- 
drilatère 00"0'0"'  circonscrit  aux  mêmes  courbes;  supposons 
d’ailleurs  que  l’on  complète  ce  quadrilatère  en  traçant  ses 
deux  diagonales  simples  00',  0"0"'  prolongées  indéfinintent. 
Cela  posé,  il  arrivera  : 

1“  Que  les  quatre  diagonales  00',  0"0"',  MM',  LL'  vien- 
dront se  couper  en  un  même  point  Ki  ; 


(*)  Ce  résumé  était  précédé  dans  le  manuscrit,  d’une  Note  marginale  re- 
lative au  problème  de  l’inscription  à un  quadrilatère  plan  quelconque 
d’un  couple  de  coniques  passant  par  un  point  également  quelconque  de  ce 
plan  : cette  solution  d’un  problème  aujourd’hui  connu,  a été  supprimée  dans 
l’impression,  parce  qu’ello  rompait  inutilement  le  fil  des  idées.  Il  en  est 
de  même  d’une  remarque  isolée  et  sans  démonstration,  quoique  fort  im- 
portante, consistant  on  ce  que  « les  quatre  points  de  concours  des  côtés 
» opposés  des  quadrilatères  simultanément  inscrits  ou  circonscrits  à deux 
» coniques  situées  sur  un  plan,  forment  sur  leur  droite  ou  direction  com- 
n mune,  quatre  points  de  division  hurinoni(|uc.  » 
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poinl  K de  concours  des  côtés  opposés  ML'  et  M'L  du  qua- 
drilatère inscrit  ML'M'L; 

4°  Que  pareillement,  la  seconde  diagonale  O" 0"  renfermant 
déjà  comme  la  première,  le  point  K,  passera  encore  par  le 
point  K'  de  concours  des  deux  autres  côtés  opposés  ML  et  M'L' 
du  quadrilatère  inscrit; 
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2“  Que  les  points  0’,  0",  K'  et  K de  concours  des  côtés 
respectivement  opposés  dans  chaque  quadrilatère,  seront  tous 
les  quatre  situés  sur  une  même  droite  O^K; 

3“  Que  la  diagonale  00'  du  quadrilatère  circonscrit  renfer- 
mera à la  fois  le  point  de  croisement  K,  des  diagonales  et  le 


Fig.  ii6. 
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5"  Que,  si  l’on  considère  un  côlé  quelconque  ML  du  quadri- 
latère inscrit  et  que,  d’un  pointarbitraire  a'  de  ce  côté,  on  mène 
aux  coniques  quatre  tangentes  a' T,  a'/',  a! t,  a'T',  dont  deux 
relatives  à la  courbe  (A)  cl  les  deux  autres  à la  courbe  (A'),  ce 
qui  donnera  quatre  points  de  contact  ï,  t',  t,  T',  les  droites 
T'T  et  //' joignant  respectivement,  sur  des  coniques  distinctes 
les  points  de  contact  'f,  T'  extérieurs  et  les  points  de  con- 
tact t,  t',  opposés  ou  intérieurs,  passeront  dans  toutes  leurs 
positions,  par  le  même  point  O sommet  du  quadrilatère  circon- 
scrit, quand  on  fera  varier  a'  sur  la  direction  de  ML  ; tandis  que 
les  deux  autres  droites  'ïl',  T'f  joignant  les  points  de  contact 
extérieurs-intérieurs  T et  t',  et  les  deux  points  T',  t situés 
de  même,  passeront,  au  contraire,  dans  toutes  leurs  positions, 
par  le  point  invariable  O'  conjugué  à O; 

6®  Que  si,  après  avoir  exécuté  les  constructions  précédentes 
relatives  toujours  à la  corde  LM,  on  joignait  inversement, 
les  points  de  contact  ï et  t appartenant  à la  conique  (A),  par 
une  ligne  droite 'f/,  elle  passerait  dans  toutes  ses  positions  par 
le  point  de  concours  G des  tangentes  en  L ctM,  centre  polaire 
de  LM  situé  sur  la  droite  00',  tandis  que  l’autre  droite  T'/' joi- 
gnant les  points  de  contact  T'  et  /'  situés  sur  l’autre  courbe(A), 
passera  dans  toutes  ses  positions  par  le  concours  des  tangentes 
en  L et  M à cette  courbe  ou  centre  polaire  conjugué  C'  placé, 
comme  le  premier,  sur  la  droite  00'  des  points  de  tangentes 
communes  dont  il  s’agit; 

7“  Qu’enfin,  quelle  que  soit,  des  six  droites  composant  le 
quadrilatère  inscrit  à deux  diagonales,  celle  que  l’on  consi- 
dère, elle  jouira  d’une  manière  analogue,  de  toutes  les  pro- 
priétés énoncées  pour  la  droite  ou  corde  coinmutie  ML  que 
nous  venons  d’examiner  en  particulier. 

Remarques  concernant  l’existence  et  la  détermination  des 
cordes  et  des  tangentes  communes  au  système  de  deux 
coniques  situées  sur  un  plan, 

t 

On  voit  par  ce  qui  précède,  que,  quand  deux  courbes  du 
deuxième  degré  décrites  sur  un  plan  se  rencontreront,  il  sera 
possible  d’en  déterminer  géométriquement  et  linéairement  les 
tangentes  communes,  lesquelles  ne  pourront  jamais  excéder 
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le  nombre  de  quatre  : ce  nombre  étant  précisément  égal  à 
celui  des  points  d’intersection  réels  des  deux  courbes,  excepté 
si  elles  sont  entièrement  extérieures  l’une  à l’autre.  • 

Quand  les  mêmes  courbes  se  toucheront  en  un  ou  deux 
points  réels,  les  cordes  relatives  à ces  points  deviendront  des 
tangentes  communes  qui  ne  cesseront  pas,  pour  cela,  de  jouir 
des  propriétés  ci-dessus,  ainsi  que  leur  point  de  concours, 
leur  corde  de  contact,  etc. 

Si  les  deux  points  M et  L existaient  seuls,  la  droite  M'L', 
conjuguée  à la  corde  commune  LM,  existerait  encore  ainsi  que 
nousl’avonsvu  (p.  273);  mais  sans  rencontrer  ni  l’une  ni  l’autre 
conique,  elle  jouirait  cependant  des  mêmes  propriétés  que  ci- 
dessus  à l’égard  des  points  O et  O',  sauf  qu’on  ne  pourrait  plus, 
dans  ce  cas,  mener  des  tangentes  aux  courbes  par  le  point  (V 
nécessairement  intérieur,  et  qui  n’en  conserverait  pas  moins 
toutes  ses  autres  propriétés. 

Dans  ce  même  cas,  les  quatre  autres  points  0",  O'",  0'%  O’ 
ressent  naturellement  d’exister. 

Enfin,  quand  les  deux  coniques  proposées  n’ont  aucun  point 
d’intersection  commune  et  sont  néanmoins  extérieures  l’une 

Fig.  IÎ7. 


K 


à l’autre,  les  six.  points  de  concours  O,  O’,  O",  O",  0'%  O' 
existent  à la  fois;  mais  il  n’y  a plus  alors  que  les  deux  seules 
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sécantes  communes  ML  et  M'L'  conjuguées  entre  elles,  qui 
subsistent  quant  à la  direction  indéfinie,  sans  d'ailleurs  ren- 
contrer les  courbes,  sécantes  ou  cordes  fictives  auxquelles 
correspondent  les  points  de  concours  O,  O',  également  con- 
jugués entre  eux,  des  tangentes  communes  extérieures  et 
intérieures. 

On  voit  de  plus,  par  la 127,  que  les  points  K,  K'  et  K, 
existent  tous  les  trois  encore,  et  que  les  quatre  droites  ML, 
^ M'L',  0”0'  et  O" O"  concourent  toujours  en  un  même  point  K. 
Enfin  on  saisit  la  raison  pour  laquelle  les  deux  autres  cordes 
conjuguées  communes  LM'  et  L'M,  des  figures  précédentes, 
deviennent  alors  entièrement  impossibles,  imaginaires.  Car 
si  elles  existaient  en  même  temps  que  les  premières  ML  et 
M'L',  elles  les  couperaient  en  quatre  points  déterminés  et 
réels,  qui  devraient  être  situés  sur  l’une  et  l’autre  courbe; 
ce  qui  est  absurde  ou  tout  au  moins  contradictoire  (*). 

IV. 

RECHERCnES  GÉOMÉTRIQUES  ET  XNAI.YTIQUES  SUR  LA  PROJECTION 
CENTRALE  d’L'N  SYSTÈME  DE  COURBES  DU  DEUXIÈME  DEGRÉ , SUI- 
VANT UN  SYSTÈME  DE  CERCLES. 

J’ai  déjà  mentionné,  au  commencement  de  ce  Cahier,  un 
premier  essai  de  démonstration  analytique  de  la  possibilité 
de  projeter,  en  général,  le  système  de  deux  sections  coniques 
données  sur  un  plan,  suivant  un  système  pareil  de  deux  cir- 
conférences de  cercle,  en  promettant  de  donner  par  la  suite 
une  démonstration  complète  de  cette  proposition;  c’est  ici  le 


(*)  Le  manuscrit  ne  dit  rien  des  propriétés  linéaires  des  quatre  points 
réels  O",  O'",  O'*,  0'  de  concours  des  tangentes  communes,  propriétés 
qui,  bien  que  relatives  à des  lignes  et  points  de  construction  devenus  en 
partie  imaginaires,  impossibles  géométriquement,  n’en  subsistent  pas 
moins  au  point  de  vue  algébrique  ou  analytique.  Encore  moins  mentionne- 
t-il  le  cas  tout  à fait  spécial,  le  plus  occulte  de  tous  en  quelque  sorte, 
où  les  deux  coniques  sont  entièrement  intérieures  l’une  à l’autre  et  con- 
servent néanmoins,  comme  le  montre  le  cas  particulier  des  cercles,  plu- 
sieurs de  ces  propriétés  sous  une  forme  réelle  et  géométrique. 
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lieu  de  nous  en  occuper  en  nous  fondant  sur  les  lemmes  de 

géométrie  analytique  précédemment  démontrés  (*). 

Exposé  de  la  question  et  des  conditions  que  doivent  remplir  le 
centre  et  le  plan  auxiliaires  de  projection,  relativement  au 
système  des  deux  sections  coniques. 

Soient  (A)  et  [k'),  fig.  128,  les  deux  sections  coniques  de 
forme  et  de  position  arbitraires,  données  sur  un  plan;  nommons 
7 le  centre  de  projection  ou  sommet  commun  des  deux  cônes 


Fig.  128. 


qui  doivent  jouir  de  la  propriété  de  pouvoir  être  coupés  suivant 
deux  cercles  par  un  même  plan  de  projection.  Supposons  le 
problème  résolu,  et  qu’on  connaisse  par  conséquent,  la  posi- 
tion de  ce  sommet  et  la  direction  de  ce  plan;  imaginons  enfin 
que  l'on  mène  à ce  dernier,  par  le  sommet  7,  un  plan  qui  lui 
soit  parallèle  ; ce  plan  viendra  couper  celui  des  courbes  ( A ) et 
(A'),  suivant  une  certaine  droite,  et  je  dis  : 

1“  Quelle  se  confondra  avec  la  corde  kO  (ici  purement 
figurative)  commune  aux  deux  coniques; 

2®  Que  le  sommet  commun  7 ou  point  projetant  se  trouvera 
situé  sur  une  circonférence  de  cercle  dont  le  carré  du  dia- 
mètre sera  égal  au  carré  de  la  corde  kO,  pris  avec  un  signe 
contraire; 

3°  Que  celte  circonférence,  tout  entière,  sera  située  dans 
un  plan  vertical  perpendiculaire  sur  la  corde  k9,  en  son  mi- 


(*)  Ces  lomnies  ont  été  renvoyés  à la  fin  du  IP  Cahier  sous  les  n*”  111 

et  rv'. 
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lieu  C,  toujours  constructible  géométriquement,  et  aura  pour 
centre  ce  même  point  milieu  C. 


En  effet,  d’après  le  n“  IV  du  II'  Cahier,  la  trace  sur  le  plan 
commun  des  coniques  (A)  et  (A'),  du  plan  mené  par  le  sommet 
7 parallèlement  à celui  qui  coupe  le  cône  de  base  (A)  suivant 
un  cercle,  est  telle  que,  si  on  la  considère  comme  une  corde 
de  cette  base  (A),|et  que,  par  son  milieu,  on  lui  élève  un  plan 
perpendiculaire,  ce  plan  passera  par  le  sommet  dont  il  s’agit. 
Pareille  chose  a lieu  à l’égard  de  cette  trace  considérée  comme 
corde  de  la  conique  (A');  et,  comme  par  le  sommet  7,  on  ne 
peut  abaisser  qu’un  seul  plan  perpendiculaire  à la  droite  ou 
trace  donV  il  s’agit,  il  s’ensuit  que  le  milieu  de  cette  droite 
considérée  comme  corde  de  la  courbe  (A),  et  son  milieu  en  la 
considérant  comme  corde  de  la  conique  (A'),  se  confondent 
en  un  seul  et  même  point. 

D’autre  part,  il  a été  démoniré  que,  si  l’on  joint  le  point  mi- 
lieu C,  avec  le  sommet  7 par  une  droite,  rayon  du  cercle  ver- 
tical, le  carré  du  double  de  ce  rayon  pris  avec  le  signe  — 
est  égal  au  carré  de  la  partie  de  la  trace  interceptée  dans 
la  conique  (A),  et,  par  la  même  raison,  égal  au  carré  de  la 
partie  de  cette  même  trace  comprise  dans  la  conique  (A'),  prise 
avec  un  signe  contraire.  Donc  ces  deux  dernières  parties  sont 
entre  elles;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  évidemment  à 
n^^s  que  la  trace  dont  il  s’agit  ne  soit  une  corde  commune 
- à la  (ois  aux  deux  courbes  ( A ) et  ( A'  ).  Premier  point  qu’il 
s’ agissait'de  démontrer.  *■ 

En  second  lieu,  il  résulte  aussi  des  lemmes  déjà  cités  du 
II'  Cahier  (n“  III  et  IV),  qUe,  en  tant  que  le  sommet  7 des 
cônes  projetants  doit  appartenir  à la  conique  ( A ) et  à la  corde 
kb,  i'  il  doit  se  trouver  en  un  point  quelconque  de  la  circon- 
férence du  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  sur  le  mi- 
lieu de  la  corde  k 9,  et  dont  le  carré  du  diamètre  est  égal  à 
celui  de  cette  corde  pris  avec  un  signe  contraire  ; a®  aussi  que, 
dans  chacune  de  ses  positions,  le  plan  parallèle  à celui  qui 
passe  par  7 et  par  la  corde /f  9,  coupe  nécessairement  et  tou- 
jours le  cône  de  projection  dont  7 est  le  sommet,  suivant  uhe 
circonférence  de  cercle. 

Pareille  chose  encore  devant  avoir  lieu  à l’égard  de  ce  même 
I.  19 
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point  7,  en  tant  qu’il  appartient  comme  sommet  au  côtie  de 
base  (A'),  il  s’ensuit  que,  le  cercle  vertical  relatif  à la  conique 
(A)  et  celui  relatif  à la  conique  (A')ajant  même  centre  et 
même  rayon,  le  sommet  7 doit,  dans  le  cas  où  l’on  con- 
sidère les  deux  courbes  de  base  à la  fois,  être  situé  en  un 
point  quelconque  de  ce  cercle  commun,  et  que  le  plan,  paral- 
lèle à celui  qu’on  mènerait  par  celte  position  de  7 et  par  la 
corde  commune  />  9,  devra  nécessairement  rencontrer  l’une  et 
l’autre  des  surfaces  coniques  de  bases  (A)  et ( A')  suivant  le 
système  de  deux  cercles.  Second  point  qu’il  s'agissait  éga- 
lement de  démontrer. 

On  remarquera  que  deux  sections  coniques  quelconques  se 
coupant  en  général  suivant  quatre  points,  ces  courbesKjieuveni 
avoir,  dans  le  même  cas,  six  cordes  communes.  Donc^a  quan- 
tité angulaire  qui  délermincniil  l'inclinaison  de  ces  cordes 
par  rapport  aux  axes  coordonnés,  doit  avoir,  en  général  aussi, 
six  valeurs  différentes;  ce  qui  offre  une  analogie  remarquable 
avec  les  indications  de  l’équation  {7  ),  art.  IV  du  II'  Cahier. 

Interprétation  géométrique  de  ces  conditions  et  exemple 
d'application.  — Puisque,  d’après  ce  qui  précède,  le  carré  du 
diamètre  du  cercle  vertical  sur  lequel  le  sommet  7 des  cônes 
projetants  doit  être  placé  est  égal  à celui  de  la  corde  corres- 
pondante, pris  avec  un  signe  contraire,  il  s’ensuit  qu’afin 
que  ce  cercle  soit  possible,  la  direction  de  la  corde  commune 
aux  sections  coniques  données  ne  doit  rencontrer  ni  l’une  ni 
l’autre  de  ces  courbes;  mais  qu’il  faut  néanmoins  que  celle 
direction  ne  cesse  pas  d’exister,  quoique  la  corde  elle-même 
soit  de  l’espèce  de  celles  que  nous  avons  nommées  imagi- 
naires, les  distinguant  ainsi  des  sécantes  communes  entière- 
ment illusoires  au  point  de  vue  géométrique. 

Toutes  ces  notions,  propositions  ou  définitions  s’accordent, 
comme  on  voit,  avec  celles  des  n”’  IV  et  suivants  du  IV'  Ca- 
hier, et  l’on  pourra  s’en  servir  dans  bien  des  circonstances, 
conjointement  avec  les  précédentes,  pour  résoudre  le  pro- 
blème de  projection  centrale  dont  il  s’agit.  En  voici  un  exem- 
ple très-simple  : 

Nous  avons  vu  aux  n"'  II  et  III  ci-dessus,  que,  quand  deux 
coniques  (A)  et  (.A'), 129,  décrites  dans  un  plan  commun, se 
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coupent  en  deux  points,  on  peut  déterminer  graphiquement  : la 
direction  ML  de  la  corde  réelle  9/r,  commune  aux  courbes; 
le  point  O de  concours  de  leurs  tangentes  extérieures  commu- 
nes, ainsi  que  la  direction  de  la  magistrale  IF  ou  corde  imagi- 
naire conjuguée  à ML.  Tl  ne  s’agit  donc  plus  que  de  trouver  le 


l’il».  129. 


rayon  et  le  centre  G,  du  cercle  vertical  qui’cenferme  le  som- 
met 7.  Or,  tout  étant  alors  connu  relativement  à IF  et  cela 
d’une  manière  graphique,  on  connaîtra  aussi  les  valeurs  de  T 
ou  w définies  au  n°  IV^  du  II'  Cahier,  et  l’on  pourra,  par  suite, 
calculer  les  valeurs  de  K par  la  formule  trouvée  à la  fin  de  te 
numéro  (*).  Quant  au  centre  G,  il  est  facile  à déterminer. 

En  effet,  menez  à la  courbe  (\ ) une  tangente  parallèle  à IF; 
par  le  point  de  contact  et  par  le  centre  A de  cette  courbe, 
tracez  une  ligne  droite;  elle  coupera  la  corde  répondant  à IF 
au  point  C demandé.  Si  l’on  exécutait  une  semblable  cons- 
truction à l’égard  de  la  conique  (A'),  on  obtiendrait  évidem- 
ment le  même  point  milieu  ou  centre  G.  . 

Quand  les  coniques  (.\)  et(A')  ne  se  couperont  nulle  part, 
mais  seront  extérieures  l’une  à l’autre,  on  pourra  résoudre 
encore  le  problème  ci-dessus,  puisqu’il  sera  possible  de  con- 
struire, à vue,  les  tangentes  communes  aux  deux  courbes,  qui 
donneront  le  point  de  concours  O,  et  de  là  les  cordes  rela- 
• tives  à ML  et  IF.  Dans  ce  cas,  l’une  ou  l’autre  de  ces  deux 
cordes  résoudront  le  problème. 


(*)  On  trouvera,  dans  la  première  partie  du  VIE  Cahier,  mie  construc- 
tion purement  géométritpie  du  rayon  dont  il  s’agit. 

'9- 
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La  seule  circonstance  où  ce  mcine  problème,  quoiqu’il  soit 
de  sa  nature  susceptible  de  solution,  ne  saurait  être  construit 
graphiquement  selon  nos  méthodes,  est,  comme  on  l’a  déjà 
fait  observer,  celui  où  les  courbes  ( A)  et  ( A'  ) seraient  complè- 
tement renfermées  l’une  dans  l’autre. 

Démonstration  analytique  des  mêmes  conditions  de  pro~ 

jectibilité  des  courbes  du  second  degré  suivant  des  cir- 
conférences de  cercles. 

Toutes  les  propositions  qui  viennent  d’être  démontrées  sur 
le  système  de  deux  courbes  quelconques  du  second  degré,  en 
se  servant,  afin  d’y  parvenir,  de  celles  déjà  établies  pour  une 
seule  conique  et  pour  le  cône  correspondant , auraient  pu  l’être 
d’une  manière  bien  plus  directe  et  plus  générale  en  n’em- 
ployant que  la  seule  analyse  algébrique.  Nous  nous  proposons 
d’exposer  ici  cette  démonstration,  non  afin  de  donner  à la  pre- 
mière une  plus  grande  certitude  dont  elle  n’a  pas  besoin,  mais 
pour  indiquer  la  marche  qu’on  aurait  pu  suivre;  cela  nous 
fournira  en  même  temps,  l’occasion  de  démontrer  une  propriété 
nouvelle  et  asser  intéressante  dont  jouissent  en  général  les 
courbes  du  second  degré.  Cependant,  au  lieu  de  considérer  en 
général,  le  système  de  deux  courbes  de  ce  degré,  nous  ad- 
mettons, afin  de  simplifier  le  calcul,  que  l’une  de  ces  courbes 
soit  une  circonférence  de  cercle. 

Équations  de  condition fondamentales. — Supposons  en  con- 
tinuant nos  précédentes  conventions  ( 11*  Cahier,  n"  IV),  que 

(11)  aj“-)-c.r’-i-i  =0, 

représente  toujours  l’équation  de  la  section  conique;  et 

(12)  a'y^-ya'x'-yd'y-ye'x-yi-^o 

celle  du  cercle  dont  il  s’agit;  soient  encore  a,  p et  7 les  coor-  , 
données  du  sommet  commun  aux  deux  cônes  qui  ont  pour 
bases  les  courbes  (11)  et  (12).  Supposons  enfin  que  0 et  7 re- 
présentent les  angles  qui  déterminent  la  position  du  nouveau 
plan  des  x'y',  comme  dans  la  question  de  l’endroit  cité,  et 
qu’il  s’agisse  de  déterminer  les  quantités  angulaires  7 et  0,  de 
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façon -que  ce  plan  coupe  l’une  el  l’autre  des  deux  surfaces 
coniques  suivant  un  cercle. 

Le  plan  des  x'  f devant,  en  particulier,  couper  la  surface 
conique  quia  pour  base  la  courbe  (ii)  suivant  un  cercle,  on 
doit  avoir  aussi  les  équations  de  condition  (5)  et  (6)  qui  s’y 
rapportent.  Quant  aux  deux  équations  relatives  à la  seconde 
des  surfaces  coniques,  il  faut,  pour  les  obtenir,  faire  a = a', 
hz=o,  c=  a’,  d = d'  el  6 = 6^  dans  celles  qui  expriment  les 
conditions  relatives,  en  général,  à la  courbe  du  second  degré 

bxy -1-  car’-)-  dy-i-  ex  + 1 = 0; 

ce  qui  donne  les  deux  nouvelles  relations  qu’il  faudra  joindre 
aux  équations  de  condition  (5)  et  (6)  : d’une  part, 

sin’i}i(«'  P’-)-  a'a’-+-  d'^-h  e'a-h  1)  -)-  a' 7’  cos’ip 
-|-sin8sinipcosij>(2a'p-)-£^')7  — cos6sinçcos7{2a'a-f-('')7=a'7’, 

et,  de  l’autre^ 

— cosS sinip(2rt'p -I- tf')7  — sinesinip(2a'a  -he')y  = 0. 

Supprimant  les  facteurs  inutiles  de  ces  deux  équations, 
savoir  sin’^  dans  la  première,  7 et  sin 7 dans  la  seconde,  rem-' 
plaçant  ensuite  cot<p  par  xet  langô  paru,  comme  nous  l’avons 
déjà  fait  à l’endroit  précité,  elles  deviendront:  la  première, 

(13) ’|  — 7’)-t-rf'P-f-e'a-f- I 

( -4-7(2fl'p-t-<i')xsin6 — 7(7,a'a-f-e')xCOs9  = o- 

« 

la  deuxième, 

(14)  2rt' P -f- cf'-t- (2a'a -1- e' )u  = O. 

On  a ainsi  quatre  équations  de  condition  (5),  (6),  (i3),  (i4) 
seulement,  pour  déterminer  les  cinq  inconnues  a,  p,  7,  x etu. 
Il  semblerait,  d’après  cela,  que  les  valeurs  de  chacune  de  ces 
inconnues  pussent  être  arbitraires  ; mais  cela  n’est  pas,  comme 
nous  allons  le  voir  en  cherchant  à éliminer  des  quatre  équa- 
tions précédentes,  les  inconnues  p,  7 et  x- 

Élimination  des  inconnues  principales  de  ces  équations, — 
On  peut  d’abord  éliminer  l'indélerminée  x entre  les  équa- 
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lions  (5)  et  (6),  celte  opération  a déjà  été  exécutée  et  a donné 

pour  équation  finale  (p.  io3) 

I c’a’»* 4-  [c  — rt  -i-  ac{  jï= — a’+  7’)  — c’(a’+  7’)]»* 

— [c  — a-f-  «c{  fi"  — a’  — 7’)  -H  rt’(fl’+  7’)]»’ — a’fl’=  O. 

On  peut  ensuite  éliminer  la  même  quantité  entre  l’équa- 
tion (6)  et  l’équation  ( 12);  ce  qui  donnera, en  supprimantle  fac- 
teur commun  7, 

a'(  OL^ — 7’)  + -t-  e'a  -I-  ' «P  -|-  caw 

2 rt'a  -I-  e'  - — w(2d'fl  -f-  f/')  ( C — «)w 

Chassant  les  dénominateurs  de  cette  équation,  et  ayant 
égard  à l’équation  (i4).  elle  deviendra 


(.5) 


( a' {a  — c)u>y’  — {ia'  X-+-  e')(  1 -f-  » )(«|3  -|-caw) 
I — (c  — «)[rt'(^’-|-7')-l-(/'f!  -H  c'a  -h  i]w. 


On  a,  d’après  cela,  les  trois  équations  ( i4  ),  ( 7 ) él  (i5)  qui  ne 
renferment  plus  x et  remplacent  les  quatre  premières  trouvées 
d’abord. 

Maintenant  on  peut  facilement  éliminer  l’inconnue  7 entre 
ces  nouvelles  équations,  puisque  l’équation  (i4)  en  est  indé- 
pendante : on  mettra  dans  l’équation  ( 7 ) pour  {a  — 0)7’  sa  va- 
leur tirée  de  l’équation  (i5);  ce  qui  donnera,  réductions  faites 
et  sans  ordonner. 


c’ a’ «'»*-+- 


-1- 


[ 

[ 


(«' — c)  (c  — r/)w-)-2««'cfi’w  — ïrt'c’a’»  — t’a'fj’w 
-4-  c (2  tut'  fia  4-  2 ca'  a’  w 4-  ce'  -f-  çc'  a w)  ( i -|-  »’) 

— c(c  — «)(f/'P4-t'a)w 

(a' — a)  (c  — (i)ui  — 2 afi'  r a’  w 4-  2«'«’  w 4-  <7’  a'a’  w 
-t-a{2«a'ap4-  2fa'a’»  4-rtc'p4-  cc'aw)  (1  4-»’) 

— n(c  — a]  (d'p  4-  c'a)» 


O. 


Il  ne  reste  plus  désormais  pour  déterminer,  sur  le  plan  des 
deux  coniques  proposées,  la  direction  commune  aux  plans  de 
sections  circulaires  ou  à leurs  traces  parallèles,  qu’à  éliminer 
P entre  la  précédente  équation  cl  l’équation  (i4)  ou 

^ (2«'a-l-  e')»  — d' 
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on  obtiendra  ainsi  une  équation  finale  qui,  généralement  en  w 
et  Z,  servira  à déterminer  cette  direction. 

Substituant  donc,  dans  l’équation  écrite  ci-dessus,  pour 
P sa  valeur,  il  viendra,  après  avoir  ordonné  et  simplifié  autant 
([u’il  est  possible. 


(.6) 


I _ _ I J. 

i r / V'  ; , «V/'' 


L’inconnue  a ayant  disparu  d’clle-mème  de  celte  équation, 
il  s’ensuit  que  la  valeur  de  w est  entièrement  déterminée  ; donc 
aussi  il  n’y  a généralement  que  six  positions  de  la  trace  du  plan 
des  a:' y qui  puissent  résoudre  la  question. 

Recherche  du  lieu  géométrique  des  centres  auxiliaires  de 
projection,  en  nombre  injini.  — Supposons  qu’on  ail  tiré  l’une 
(jnelconque  des  valeurs  de  w de  l’équation  (i6),  et  qu’on  l’ail 
substituée  dans  les  équations  (i4)  et  (7)  exprimant  la  relation 
qui  doit  exister  entre  w et  les  coordonnées  inconnues  a,  p du 
centre  ou  sommet  de  cône  projetant,  on  aura  évidemment  (« 
étant  considérée  comme  constante),  les  équations  de  deux 
surfaces  sur  lesquelles  ce  sommet  doit  être  situé. 

En  les  ordonnant  après  y avoir  remplacé  les  indéterminées 
a,  P et  7 dont  il  s’agit,  par  les  variables  ou  coordonnées  géné- 
rales x,y  et  Z,  elles  deviendront  respectivement. 


in) 

(.8) 


{a  — c)  (a  -t-  2=  4-  «(i  -t-  u“)(  « -1- 

— c(  I -i-  O)’  ) { « 4-  V w* ) 4-  (c  — «)  ( I 4-  “’ ) <->’  = •>, 

I ^ </'  + e'  M 

^ a a'  M 


lat  première  de  ces  équations  fait  voir  que  le  sommet  7 
appartient  à une  surface  du  deuxième  degré,  et  la  seconde 
([u’//  est  en  même  temps,  situé  dans  un  plan  vertical  dont  la 
trace,  sur  le  plan  des  xy,  est  perpendiculaire  à celle  du  plan 
des  x'y'  qui  contient  les  coniques  ci  projeter. 

Résultats  et  conséquences.  — On  voit  déjà  les  conséquences 
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générales  que  nous  avons  découverles  pour  ainsi  dire  géomé- 
iriquement,  se  reproduire  ici  avec  les  mêmes  circonstances  ;■ 
car  l’équation  (17  ) de  la  surface  du  deuxième  degré  trouvée  en 
dernier  lieu,  est  la  même  (pie  celle  numérotée  (9),  tandis  que 
l’équation  (18)  représente  un  plan  parallèle  à celui  qui  corres- 
pond à l'équation  (8).  * 

De  là  aussi  on  peut  conclure  en  général,  d’après  ce  qui  a été 
prouvé  alors  et  qu’il  est  fort  inutile  de  démontrer  à nouveau 
ici,  que  le  sommet  du  cône  doit  se  trouver  sur  une  circonfé- 
rence de  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à la  trace 
horizontale  du  plan  des  x'y'  sur  celui  de  xy\ 

Recherche  du  plan  parallèle  aux  sections  circulaires  com- 
munes, passant  par  le  sommet  des  cônes  projetants.  — Le 
plan  des  x' y’  ayant  en  général  pour  équation  ^ 

Z = tangif  sinâ  -1-  langf  cosfr, 

celle  du  plan  qui  lui  serait  mené  parallèlement  par  le  som- 
met 7 des  deux  cônes  de  projections  circulaires,  sera 

Z — 7 = — tang(j>sin9  (f — P)  -1-  tang®  cos  9 (a;  — a), 

et  par  conséquent,  l’équation  de  la  trace  de  ce  plan  sur  celui 
des  XY  ou  des  coniques  données,  sera  elle-même. 


X — a = <«>(_y — p)- 


tangçcos9 


Mettant  dans  cette  équation,  pour  =x>  s®  valeur  Urée 

de  l’équation  de  condition  (6),  qui  donne 

a P cos  9 çg  sin  9 

^ 7(c  — aJsin9cos9’ 

et  remplaçant  comme  ci-dessus,  tang  9 par  u,  elle  deviendra 


X — oy  g — «P  — : 7—r 

•'  {c — a)  SI 


ap-f-Cttia  


)sin9cos9 


4- 


g [(c  — a)sin9cos9 — cm] — p[(c — a)sin9cos9.(»-Ha] 
{c  — a)sin9cos9 
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Or  nous  avons  déjà  trouvé  que 

[c  — fl)  sin  0 COS0  — cut  = — w (fl  c»’  ) cos’w 

et  que 

(c  — fl)  sin  0 COS0 . w -)-«  = (fl  -t-  cm’ ) cos’0. 

Donc,  en  substituant,  on  aura  pour  l’équation  de  la  trace  en 
question  . 

^ x_Mj 

mettant  encore  dans  cette  équation  pour  p sa  valeur 


P =.  — Ma 


rf'+  <?'m 
2 fl' 


tirée  de  l’équation  (i4),  elle  deviendra  finalement 

, , (fl-+-CM’)(rf'+  c'm) 

iq)  x = o>r-\ r, ; - 

^ •’  2fl  (c  — û)m 

Telle  est  l’équation  de  la  trace  sur  le  plan  des  xy  du  plan 
mené,  par  le  sommet  des  cônes  projetants,  parallèlement  à 
celui  des  a:'/'. 


Comparaison  du  résultat  précédent  avec  ceux  obtenus  au 
n°IF  du  Cahier  II.—  Si,  pour  comparer  cette  équation  à celle 
x—ay-yk,  qui  concerne  la  question  relative  à une  seule 
conique,  nous  posons 

, (fl  -t-  Cm’)  [d'-\-  e'  m) 

rf  ——  /'  . , 9 

w(c  — a) 

on  en  tirera  ^ 


(/'  -4-c'm (c  — a)h 

2fl'M  fl -H  Cm’’ 


et  par  conséquent,  l’équation  (i8)  du  plan  qui  renferme  le 
sommet  7 prend  la  forme  particulière 

I (c  — a)k 

OC  » Y"  - - — • 

M"'  «+CM* 

Cette  équation,  ainsi  que  x = uy-yk,  étant  absolument  de  la 
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même  forme  que  les  équations  (8)  et  jc  = u r-l-  /i'  de  l’endroit 

précité,  on  en  tirerait  exactement  les  mômes  conséquences. 

Mais,  au  lieu  de  suivre  cette  marche,  faisons  voir  directement 
que  l’équation  (19)  représente  l’une  quelconque  des  six  cordes 
communes  au  cercle  et  à la  courbe  à projeter,  et  que  si  l’on 
met  pour  U les  six  valeurs  fournies  par  l’équation  (16),  elle  se 
changera  dans  l’équation  même  de  chacune  de  ces  cordes. 

V. 

RECHERCHES  ANALYTIQUES  RELATIVES  A LA  DIRECTION  DES  CORDES 
COM.RUNES  AU  SYSTÈME  DE  DEUX  SECTIONS  CONIQUES  QUELCONQUES 
DONNÉES  SUR  UN  PLAN. 

Équations  préliminaires.  — Soient  x'  et  y'  les  coordon- 
nés de  l’un  des  quatre  points  communs  aux  deux  courbes  à 
projeter  suivant  des  cercles;  x"  et  y celles  d’un  autre  quel- 
conque de  ces  points;  ces  coordonnées  devant  satisfaire  sépa- 
rément aux  équations  de  ces  courbes,  on  aura 

{«)  ay‘-ycx''‘->r  1 = 0,  (b)  a‘f^  + n'x’'^y-d’yy-c'x'-\-  i = o, 

(f)  I =0,  (</)  1 = O. 

Appelons  u,  la  tangente  de  l’angle  (|iie  forme,  avec  l’axe 
des  r,  la  corde  qui  joint  entre  eux  les  points  x'  et  x",  on  aura 
évidemment 

w,  = -j -jt  ou  x"  — x' = — f). 

y — y 

Il  s’agit  maintenant,  afin  d’obtenir  la  valeur  do  w„  d’éliminer 
.1',  y,  x"ely"  entre  les  cinq  équations  précédentes.  Pour  cela, 
retranchant  d’abord  l’équation  (b)  de  (cl),  il  viendra 

«'  (y — y ) (y +.?■■')  -t-  (x" — x')  (x"  4-  x') 

4-  d'  (y— y)  e'  [x"  - x')  — o; 

meltant  ensuite  pour  x"  — x'  sa  valeur  w,  [y" — _y)  et  divisant 
par  y — y,  il  viendra  en  second  lieu, 

a'  {y  -y  y"j-+  a’'’',{x"-+-  x'}-i-  r/'-t-  c'm,  = o. 
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équation  qu’on  peut  mettre  sous  cette  autre  forme 

a'  {)■" — j')-)-  a'u,(x" — x')-\-  2 a'  y 2a'«i  x'+  d'  + e'w  = o; 


substituant  de  nouveau  dans  «*lte  dernière  équation,  pour 
x" — x’  sa  valeur  ci-dessus,  on  en  tirera 


y —y 


in'  y'-h  1 a' vix' d e' M, 


Traitant  de  même  les  écpiations  (a  ) et  ( c),  on  en  déduirait 
celte  autre  valeur 


y"  — >•'=- 


iar'+  2co>,x' 


qui,  égalée  à la  première,  donnera  l’équation  suivante 


lay-h  2cu,x' 2n'y-hin'o>,x'-hd'-h  e'o>, 

a — 1“  6‘  w , a’  ( I — f- î ) 

ElTeciuanl  les  calculs,  il  viendra  finalement 

(20)  2a'  (c  — a) ( w,x'  — ) — (d'-t-  e’w,) (a-|-  cwî)  = o; 

de  là  on  lire 

?.a'  (e  — a)  u>,x' — (d'-h  e'a,)  (a-j-cu^) 

?.a'(c  — a)  6-';  ’ 


valeur  qui,  substituée  d’abord  dans  l’équation  (a),  donnera 

4«'’(c — af  «î  (a  -h  fuj)  a;’’ 

— 4 «n'(c  — «)  (d'-f-  e'trt,)  (a-|-  c&>5)  w,x' 

-i-n(d'-he'ù),)^(a  ■+■  cu'f  +-  4«'^  (c  — =u, 

puis,  substituée  également  dans  l’équalioii  ( b) 

4«'^(c  — a)’wj  {i 

— 4a”(c  — «)  (rf'-|-c'w,)  (a+6o)J)w,-|-  4'/'«'’(c  — aj’oi}  -l-4a'^e'(<'  — aj^oi)] 
-t-a'(rf'+p'w,)’(a-4-cwJ)’ — ia' d'{c  — a)  (f/'+c'w,)  (a-(-fw’)a.'î  -|-4a'*(c  — a)’w*  = o, 

les  quantités  x'  et  w,  restant  seules  indéterminées. 
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Équation  qui  donne  l’inclinaison  des  cordes  communes 
sur  les  axes  coordonnés.  — 11  ne  s’agit  plus  maintenant  que 
d’éliminer  x'  entre  ces  dernières  équations,  afin  d’obtenir  l’é- 
quation finale  en  «i. 

Pour  cela  faire,  je  multiplie ‘la  première  par  a'(i-f-u’)  et  la 
seconde  parar-i-cuî,  puis  retranchant  la  deuxième  de  la  pre- 
mière, le  terme  en  x'^  disparaîtra  du  résultat  aussi  bien  que 
celui  en  x'.On  arrive  ainsi  sans  autres  c.alculs,à  l’équation  qu’il 
s’agissait  d’obtenir  : ' 

+ — a)  (rf'-+-e'w,)  — a)’  (a  + r<^î)“*  = o. 

£n  simplifiant,  elle  devient 

( — '’u  î ) ( a-t-cu  ] P — 4<t'(  a — a'  ) ( c — a)a  ] — 4 ^ — a'  ) { c — a )w  ; = o . 

Développant  et  ordonnant  par  rapport  à w,,  on  obtient  définiti- 
vement l’équation 

— [{a! — c)  {c — a)  4a'-l-  c’rf'’ — aace'']  wJ 
— [ 4a'(a' — a)  (c — a)-f-  2ac</" — a’e’’]  o>]  — a’  d'^  = o, 

pour  calculer  la  valeur  de  cette  tangente  trigonométrique  qui 
sert  à déterminer  l’inclinaison,  sur  l’axe  des  y,  de  la  corde  qui 
joint  entre  eux  les  points  x'  et  x"  communs  aux  deux  courbes. 

Identité  de  cette  équation  avec  celle  numérotée  (7)  : équa- 
tion des  cordes  communes.  — Si  l’on  compare  cette  équation 
avec  l’équation  (7)  de  l’art.  IV  du  Cahier  II,  qui  donne  la  va- 
leur de  l’inconnue  w,  on  voit  qu’elle  lui  devient  identique 
quand  on  en  divise  tous  les  termes  par  le  facteur  4a';  donc 
ces  équations  donnent  les  mêmes  valeurs  pour  u,  et  pour  «; 
on  a donc  m,=:u,  et  l’équation  d’une  corde  réelle  ou  imagi- 
naire, à la  fois  commune  aux  deux  courbes  dont  il  s’agit,  est 
bien  de  la  forme  x = L. 

■ Mais,  puisque  cette  corde  est  supposée  passer  par  le  point 
x'jr’,  on  doit  avoir  aussi  la  relation  x'=u,y~hL.  En  la  com- 
binant donc  avec  l’équation  de  condition  (ao),  trouvée  dans  le 
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cours  du  calcul,  / disparaîtra,  et  l’on  aura  pour  déterminer 
l’expression  algébrique  de  L,  la  relation 

'îa!  (c  — a)w,  L — (rf'+  e'u,)(a-t-  ca>])  = o, 

qui  donne  très-simplement  * 

{(V e' c<a\) 

, L,  — — • , ■ — ; » 

o.a  (c  — a)(o, 

où  remplaçant  «,  par  la  quantité  w qui  lui  est  égale,  on  aura 

(rf'-l- e'w)  (« -H  cw’) 

~~  2«'(c  — a)« 

On  voit  par  cette  valeur  que  l’indcterminée  L.estégaleà  l’ex- 
pression même  de  k trouvée  ci-dessus.  Donc  l’équation  de 
l’unequelconque  des  six  cordes  communes  à nos  deux  courbes 
est  précisément 

X = k. 

Donc  enfin,  SJ  du  sommet  7,  commun  aux  deux  cônes  de  pro- 
jection qui  ont  pour  bases  respectives  les  courbes  représentées 
parles  équations  (i  i)  et  (12)  des  endroits  cités,  on  mène  un 
plan  parallèle  à celui  des  x'  y contenant  les  sections  cir- 
culaires communes  aux  deux  cônes,  la  trace  de  ce  plan  sur 
celui  des  courbes  de  base  sera  nécessairement  une  corde 
appartenant  à la  fois  à ces  courbes  ( * J. 

Ainsi  l’analyse  algébrique  nous  a conduits,  quoique  par 


(*)  Le  principe  de  projection  centrale  qui  vient  d’étre  doublement  dé- 
montré, est  le  cinquième  et  dernier  de  ceux  que  contiennent  les  cahiers 
manuscrits  de  Saratoff.  J’en  avais,  dèsi8i4,  pressenti  la  portée  comme  germe 
fécond  d’une  vaste  théorie  relative  à la  transformation  et  à la  démonstra- 
tion des  propriétés  des  figures  dans  l’espace  ou  dans  un  plan;  théorie  qui 
a été,  de  ma  part,  l’objet  d’un  Mémoire  spécial  sur  les  Propriétés  pro- 
yccJices,,  présenté  en  mai  1820  à l’Institut  de  France,  et  qu’on  trouvera 
reproduit  textuellement  dans  le  t.  II  de  ces  Appliaaions  d' Analyse  et  de 
Géométrie.  Je  crois  pouvoir  le  déclarer  ici  sans  crainte  d’être  taxé  d’or- 
gueil ou  de  présomption,  la  démonstration  que  j’avais  trouvée,  en  i8i3, 
de  ce  même  principe,  après  les  essais  infructueux  mentionnés  dans  une 
précédente  Note,  a été  pour  moi  un  adoucissement  véritable,  sinon  une 
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un  diemin  fort  différent,  aux  mêmes  conséquences  aux- 
quelles nous  étions  parvenus  dans  l’article  précédent.  Ou 
voit  aussi  combien  il  est  souvent  utile  d’éviter  les  longueurs 
de  calcul,  du  moins  si  l’on  en  juge  d’après  ceux  qui  ont  été  dé- 
veloppés en  dernier  lieu,  et  que  nous  avions  évités  d’abord. 
C’eiit  été  bien  pis  encore,  si  nous  eussions  traité  la  question 
dans  toute  la  généralité  qu’elle  comporte. 

Quoi  qu’il  en  soit,  voici  une  conséquence  assez  remarquable 
de  ces  mômes  calculs,  qui  se  déduit  sur-le-champ,  des  résul- 
tats analytiques  précédemment  obtenus. 

Corollaire  spécial  relatif  à l'intersection  mutuelle  d'une  > 
section  conique  et  d'un  cercle  tracés  sur  un  plan. 

Puisque  l’équation  (i6)  donne  pour  racines  les  valeurs  de  la 
tangente  numérique  w des  angles  d’inclinaison,  formés  par 
les  cordes  communes  au  cercle  et  à la  section  conique  don- 
née, avec  l’axe  y des  coordonnées  dont  la  direction  est  la 
même  que  celle  des  axes  principaux  de  cette  dernière 
courbe;  comme,  d’autre  part,  cette  équation  ne  renfermé  w 
qu’à  des  puissances  paires,  il  s’ensuit  évidemment  qxie  si  une 
certaine  de  ces  cordes  fait  un  angle  9 avec  l’axe  des  y,  il  en 
existe  une  autre  qui  lui  est  conjuguée  et  qui,  faisant  un  angle  de 
500“—  0,  est  nécessairement  située  d’une  manière  symétrique 
à l’égard  de  ce  même  axe  et  de  la  première  corde.  D’après 
cela  (C)  et  (A),y«g'.  i3o,  étant,  par  exemple,  un  cercle  et  une 
courbe  quelconques  du  second  degré,  s’entrecoupant  aux 


compensation  entière,  aux  peines  physiques  et  morales  de  la  captivité. 
Car  je  croyais,  par  là,  avoir  ouvert  une  nouvelle  carrière  de  progrès  à la 
géométrie  pure  ou  rationnelle,  jusque-là  restreinte  aux  simples  questions 
du  second  degré. 

ün  me  permettra  encore  do  rappeler  que  ces  principes  de  projection 
centrale  constituent  autant  de  théorèmes  généraux  sur  les  systèmes  de 
cônes  de  même  sommet,  à sec  tions  circulaires  communes  ; que  ces  théorèmes 
ont  été,  depuis  1827,  l’occasion  de  recherches  géométriques  intéressan- 
tes sur  les  cônes  hnmocycUqiæs ; qu'enfin  ces  mêmes  principes  révèlent, 
sans  discussion  , sur  les  systèmes  de  lignes  du  second  degré,  une  infinité 
do  consécpiences  générales  ou  particulières,  aujourd'hui  bien  connues  des 
géomètres,  quoique  sous  des  noms  et  des  aspects  divers. 
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quatre  points  distincts  a,  b,  c,  d,  il  est  clair  que  les  deux 
cordes  ac  et  bd  notamment,  qui  se  rencontrent  au  point  O,  in- 
térieurement etailleurs  que  siirles  courbes,  sont,  l’une  à l’égard 
de  l’autre,  dans  les  conditions  dont  il  s’agit.  Par  conséquent,  si 
/ 

Fi-;.  i3o. 


l’on  divise  l’angle  ai)b  qu’elles  forment  en  deux  parties  égales 
par  la  droite  Op,  cette  droite  sera  parallèle  à l’undesaxes  prin- 
cipaux de  la  conique  (.V),  et  de  même,  si  l’on  divise  le  supplé- 
ment bOc  de  cet  angle,  en  deux  parties  égales,  par  la  ligne 
droite  indéfinie  0/>',  cette  droite  sera  parallèle  à l’autre  de 
ces  deux  axes  rectangulaires. 

On  voit,  par  là,  qu’une  courbe  du  second  degré  (A)  étant 
tracée,  il  est  très-facile  de  déterminer  graphiquement  et  d’une 
infinité  de  manières  différentes,  des  directions  ou  droites  jta- 
rallèles  à ses  axes  principaux. 

Si  d’ailleurs,  au  lieu  des  cordes  ac  et  bd,  on  eût  considéré  les 
couples  de  cordes  conjuguées  ab  et  ed  ou  ad  et  bc  prolongées 
jusqu’à  leurs  points  de  concours  respectifs  O'  et  O",  on  eût 
précisément  obtenu  le  même  résultat  quant  à la  direction  in- 
définie des  deux  axes  principaux,  etc. 

Remarques  à ce  sujet.  — La  propriété  précédente  est  l’ex- 
tension de  celle  qu’on  démontre  dans  les  éléments  de  géomé- 
trie analytique.  Soit  C (Jig.  i3i),  le  centre  d’une  courbe  du 
second  degré,  AB  un  diamètre  quelconque  de  cette  courbe; 
, si  l’on  décrit  sur  sa  longueur  comme  diamètre,  une  circonfé- 
rence de  cercle  qui  la  coupe  aux  points  X et  Y,  les  cordes  .\X 
et  BX  seront  respectivement  parallèles  aux  deux  axes  rectan- 
gulaires de  la  courbe.  Il  est  visible,  en  effet,  que  ces  axes 
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divisent  en  parties  égales  les  angles  formés  par  les  diagonales 
AB  et  XY  du  rectangle  AXBY,  etc. 

On  peut  se  demander  ce  qui  arrive  dans  le  cas  général  où 
l’on  considère  deux  sections  coniques  quelconques  s’entrecou- 


■ Fig.  i3i . 


pant  aux  quatre  f)oints  réels.  En  suivant  la  marche  analytique 
précédente,  on  obtiendrait,  en  «,  une  équation  générale,  tou- 
jours possible,  du  sixième  degré;  ainsi  on  n’en  saurait  con- 
clure que  le  théorème  ci-dessus  subsiste  d’une  manière  iden- 
tique. Cependant  le  système  de  deux  sections  coniques  jouit 
d’une  propriété  analogue,  non  à l’égard  des  axes  rectangulaires 
de  ces  courbes,  mais  relativement  à un  système  particulier  de 
diamètres  conjugués  [voir  une  Note  à la  fin  du  volume). 

Recherche  analytique  relative  aux  inclinaisons  mutuelles  des 
cordes  communes  et  des  diamètres  conjugués  parallèles 
de  deux  coniques  quelconques. 

Équations  et  données  préliminaires.  — Soient  deux  courbes 
quelconques  du  second  degré;  il  n’est  pas  difficile  de  démon- 
trer qu’il  existe  dans  l’une  et  dans  l’autre,  un  système  de  dia- 
mètres conjugués  dont  les  directions  sont  respectivement 
parallèles.  Ce  système  est  même  susceptible  d’être  construit 
d’une  manière  entièrement  géométrique  (*). 

Nommons  (C)  et(C')  les  deux  sections  coniques  dont  il  s’a- 
git (**);  CA  et  CE  le  système  des  demi-diamètres  conjugués  de 


(*)  C’est-à-dire  par  le  cercle  et  la  ligne  droite  seuls. 

(”)  Pour  simplifier,  on  a supprimé  à l’impression,  deux  figures  très- 
simples  et  très-faciles  à suppléer. 
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la  courbe  (C),  censés  parallèles  et  avoir  pour  direction  celle 
des  demi-diamètres  conjugués  C'A'  et  C'E'de  la  courbe  (C'). 
Supposons  que  l’on  rapporte  l’une  et  l’autre  de  ces  coniques, 
aux  directions  C,\  et  CE  comme  axes  obliques  des  r et  des  x, 
leurs  équations  seront  respectivement  de  celte  forme 

' cx^ +■  I = O,  a' c' x^ -y  d' y e' X I = O. 

Nommons  w le  rapport  des  sinus  des  angles  que  forme  l’une 
des  cordes  communes  aux  deux  courbes  (C)  et  (C'),  avec  les 
axes  de  coordonnées  respectifs  Cy  et  C:r  ; appelons  en  outre, 
x'  et  y les  coordonnées  de  l’un  des  points  d’intersection  de  ces 
courbes,  par  lequel  passe  la  corde  en  question,  eix",y"  celles 
de  l’autre  point  par  lequel  passe  cette  même  corde,  on  aura  la 
relation  bien  connue 


x" — x'—o>{y" — y), 

et  de  plus,  les  équations  de  condition 

ay^  -f-  ex''  I = O,  a' y' -y  c’  x''  d' y'  e'  x'  -\-  \ = o, 
ay'  ex"'  -t-  I = O,  a' y'  + c'  x"' y-  d'y  je'  x"  i =o . 

Ces  cinq  équations  en  donneront  une  dernière,  mais  seule  de 
son  espèce,  pour  déterminer  «,  si  l’on  élimine  x',  y',  x",  etc. 
entre  elles. 

Equation  finale  donnant  le  système  des  inclinaisons  cher-  • 
chées.  — En  s’y  prenant,  pour  effectuer  cette  élimination, 
comme  nous  l’avons  fait  dans  les  recherches  analytiques 
précédentes  à l’égard  des  équations  [a],  [h],  etc.,  qui  sont 
absolument  de  la  même  forme,  on  arrivera  sans  difficulté  à 
l’équation  finale  du  sixième  degré 

{a ca')' (d'' — e"o)’) — 4 (“  — a'){a' c — nc')6>’ 

, — ^{c—^c'){a'c- — ac')w‘  = o,  * 

t 

mais  réductible  encore  à une  du  troisième. 

La  quantité  angulaire  w n’entrant  qu’à  la  seconde  puissance 
dans  celle  équation,  on  en  conclut  que,  si  Ton  considère  deux 
cordes  communes  aux  courbes  en  question,  accouplées  ou 

I.  20 
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qui  soioiil  coiijii"M«‘os  entre  elles,  le  rapport  des  sinus  des 
angles  (|ue  ruuc  de  ees  eordes  l'ornie  avec  les  axes  obli(|ues 
des  X et  des  r.  sera  égal  au  rapport  semblable  qui  correspond 
à l’a  litre  de  ces  iiièntes  cordes. 

. Solution  graphique.  — Nous  avons  déjà  fait  observer  précé- 
demment (|ue  des  cordes  indépendantes,  communes  au  système 
de  deux  coniques  sur  un  plan  [fig-  i3g),  comme  mo  et/«,  Ip  et 
op,  par  exemple,  sont  conjuguées  entre  elles.  Quand  les  courbes 
(C)  et  ((]')  sont  décrites  et  s’entrecoupent  en  quatre  points  dis- 
tincts, ces  cordes  peuvent  être  tracées  effectivement,  et  il  y a 
lieu  de  recbercher  géoinétriiiucment  la  direction  conimune 
aux  axes  conjugués  parallèles  dans  ces  courbes. 

Par  un  point  fixe  quelconque  i (fig.  i33),  qu’on  mène  des 
parallèles  aux  quatre  cordes  eu  question,  à savoir;  ii  à />/, 


Pfi;  j3q.  Fig. 


12  à nJ,  i 3 à nio,  i à po.  Soit  ix  la  parallèle  à l’axe  des  x 
* cherchée,  et  (i.4)  une  parallèle  quelconque  à l’axe  oblique 
des  r,  coupant  les  précédentes  en  i,  2,  3,4  respectivement,  il 
est  aisé  de  voir  que  la  distance  inari|uée  {1.2)  doit  être  égale  à 
celle  de  (3.4).  La  question  revient  donc  à mener  par  un  point 
arbitraire  (4),  une  droite  telle  que  (3.4)  = ( 1 .2). 

Soient  ici  i l’origine  des  coordonnées,  (’4  l’axe  des  x;  posons 
(i4)—x',  et  admettons  de,  plus,  qiie  r’  = rMr  soit  l’équation 
de  (i'i), y—bx  celle  de  (/  2),  }•=:  ex  de  (/i)  et  y=oi  {x  — x') 
celle  de  la  doite  cherchée  (4.Q.  En  mettant  pour  (/.  i ),  (<‘.2), 
(/.3)  et  (f.4),  leurs  valeurs  en  a dans  l’éqvKition  évidente 

sin  m .(f.i) . (f.2)  = sin  n . (f.3)  (f.4)i 
qui  exprime  .que  le  triangle  /.i.2==  t.3.4,  on  aura,  toutes  ré- 


Digilized  by  Google 


pa  U» 


DES  DOUBLES  CONIQUES  SUR  UN  PLAN.  3«; 

iliiPlions  et  simplifications  faites,  l’équation  remarquable 

- {a h — c)  a’ — 7.  2 -4- O, 

i|ui  donnera  pour  a la  double  \aleiir 

dltàz  \Uih  {a  — c)  {h  — c) 

n-\-  h — c 

l’angle  d’inclinaison  a étant  ainsi  connu,  celui  de  [ix')  le  sera 
aussi,  Pt  l’on  peut  voir  (jue  la  double  valeur  de  a correspondra 
à l’une  et  à l’autre  des  directions  cherchées  de(i.4),  etc  (*). 

(*)  Dans  mes  papiers  rapportés  de  Russie  on  septembre  1814,  je  n’ai  rien 
li'ouvé  qui  complète  la  solution  géométrique  de  celte  question  relative  à la 
détermination  des  diamètres  conjugués  parallèles  du  système  de  deux 
coniques  sur  un  plan,  quoique  je  m’en  sois  occupé  dès  lors  très-certai- 
ncmcnl.  Mais,  peu  de  temps  après  mon  retour  en  France,  j’en  ai  fait 
l’objet  d’une  jVott-  île gmnuUric  nnnlrtii/ue,  que  je  renvoie  à la  fin  de  ce 
volume,  à cause  de  son  étendue  et  de  sa  connexion  intime  avec  les 
matières  traitées  dans  le  cours  de  ce  V"  Cahier. 

ftur  comprendre  l’intérêt  que,  dès  i8i3  ou  1814,  j’attachaisàdesembla- 
bles  questions,  il  suffit  de  considérer  le  cas  particulier  où  les  coniques  pro- 
posées ont  un  centre  commun  où  viennent  nécessairement  se  couper  deux 
cordes  communes  diamétrales;  centre  qui  est  pour  chaque  conique,  le  pôle 
de  la  droite  à l’infini  de  leur  plan,  renfermant  les  points  de  concours  res- 
pectifs des  deux  autres  couples  de  cordes  communes  parallèles,  et  des 
diamètres  conjugués  alors  coïncidents  chacun  à chacun.  Or  les  points 
de  concours  triples  dont  il  s’agit  sont,  à leur  tour,  les  pôles  respectifs  de 
ces  mêmes  diamètres  confondus  en  direction  avec  les  diagonales  du  paral- 
lélogramme circonscrit  à la  fois  aux  deux  courbes,  etc.  ; par  quoi  on  re- 
connaît les  propositions  générafiis  dts  n"  Il  et  suivants  du  présent  U.aliier, 
pour  le  cas  particulier  où  la  droite  des  points  do  concours  K,  K',  O”,  O'  , 
U'*,  C*  (Jlf;.  i i5),  passe  entièrement  à l’infini  sur  le  plan  des  deux  coni- 
ipiçs  considérées  dans  une  situation  quelcon<|uo. 


♦ . ?•') 
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l'ROPUlÉTÉS  DESCRIPTIVES  DES  SYSTÈMES  DE  CO- 
NIQUES, DE  CERCLES,  ANGLES  ET  FIGURES  POLY- 
GONALES, SITUÉS  SUR  UN  MÊME  PLAN. 


I. 

DES  POLYGONES  VARIABLES  OU  MOBILES,  A LA  FOIS  INSCRITS  ET 
CIRCONSCRITS  A DES  POLYGONES  FIXES  OU  DONNÉS. 

Recherche  analytique  concernant  le  lieu  du  sommet  libre 
ou  indépendant  de  toute  directrice  rectiligne. 

Soit  ax'x",...,a:,a:,a  (Jig.  i34)  un  polygone  dont  les  sommets 
x' ,x" à l’exception  de  a,  sont  situés  respectivement  sur 
mitant  de  droites  données  mn,np,...,  qr,  rs,  constituant  elles- 
mêmes  un  certain  polygone  circonscrit. 

l'ie  '34-  . ■ 


Soit  pris  sur  chacun  des  côtés  respectifs  du  premieY  de  ces 
polygones  rectilignes  un  pôle  ou  point  fixe,  qui  pourra  être  con- 
sidéré, si  l’on  veut,  comme  sommet  d'un  troisième  polygone, 
tel  par  exemple,  que  le  point  a sur  le  côté  ax',  le  point  a'  sur 
le  côté  x'.r",  a"  surx"x"', . . à,  sur  x, x,,  a,  sur  ax, ; je  dis 
que,  si  le  polygone  ax'x"...  x, x,a  vient  à être  déformé  de 
manière  que  chaque  côté  tourne  autour  de  son  pôle  respectif, 
et  que  chaque  sommet  parcoure  la  droite  ou-directrice  corres- 
pondante mn,  np, . . rs  sur  laquelle  il  est  situé,  à l’exception 

!» 
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du  sommet  a qui  restera  libre;  « ce  dernier  sommet  parcourra 
» dans  son  mouvement  une  section  conique,  quel  que  soit  le 
» nombre  des  côtés  du  polygone  mobile  en  question,  et  quelle 
» que  soit  la  position  des  pôles  fixes  donnés  a,  a',  etc.,  et 
B des  directrices  également  fixes  mu,  np,  etc.  b 

En  effet,  si  nous  conservons  aux  différents  points  du  sys- 
tème les  dénominations  indiquées  par  la  figure,  et  que,  par 
analogie,  nous  appelions  a et  6 les  coordonnées  du  pôle  a,  x' 
et  y celles  du  sommet  x',  et  ainsi  des  autres,  l’équation  du 
côté  oLx'  qui  passe  par  le  pôle  a,  considéré  en  particulier,  sera 
eii  général,  de  la  forme 

et  devra  être  satisfaite  par  les  coordonnées  x'  et  du  point 
x'  commun  à ce  côté  et  à la  directrice  mn;  on  aura  donc 
l’éciuation  de  condition 

r'—b= 

* a — a 

Cette  équation  doit  avoir  lieu  en  même  temps  que  celle  de 
la  droite  donnée  nm,  qu’on  peut  supposer  de  la  forme 

_>•'=  ma'  -h  n, 

où  m et  « sont  des  constantes.  Par  conséquent,  elle  servira 
conjointement  avec  cette  dernière , à déterminer  les  valeurs  de 
x'  et  de  y en  fonction  des  coordonnées  variables  a et  p du 
sommet  libre. 

Pareillement,  le  côté  x' x"  donnera  lieu  aux  deux  équations 
y" —b'.—  y"—  ’ 

k 

la  première  exprime  que  le  côté  x’x"  passe  par  le  point  a',  et 
la  seconde  que  le  point  x"  est  situé  sur  la  directrice  suivante 
np,  dont  les  constantes  m'  et  n'  fixent  la  position  relative. 

(Jes  deux  équations  serviront,  conjointement  encore,  à don- 
ner la  valeur  des  coordonnées  x"  et^)'-"  en  fonction  de  x’  eiy', 
et,  par  suite,  en  fonction  de  a et  de  p. 

En  continuant  ainsi  jusqu’au  dernier  côté  x^a,  on  aura  la 
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double  série  des  ci|iiauun.s  de  condition  : 

(i)  ) ' — b=z- ^ — «)  y' = m x' -j- n, 

■ , Il  — a ' 

//  = (.f"— «'  ) y"=  tu'  x"-h  II', 

a — X ‘ 

(3)  y"^m“x'"-+-n". 


-II,)  _>■,= H- «I. 

U,). 

Soit  >'  le  nombre  des  sommets  a,  x',  etc.,  du  polygone  v.t- 
riable,  il  est  clair  que  les  équations  précédentes  seront  au 
nombre  de  2m  + 1..  Or  le  nombre  des  inconnues  « et  p,  x'  et 
r',  etc.,  est  double  de  celui  des  Sommets,  ou  égal  à as;  donc 
il  y a une  équation  de  plus  que  d’inconnues;  et  par  consé- 
()uent,  si  l’on  élimine  entre  toutes  ces  équations,  les  indéter- 
minées x'  et  r',  x"  et  r",  etc.,  à l’exception  des  deux  incon- 
nues a et  p,  on  aura  entre  celles-ci  une  équation  finale  qui 
sera  celle  de  la  courbe  parcourue  par  le  sommet  libre  a,  dans 
toutes  ses  positions. 

Pour  faire  cette  élimination  avec  ordre,  on  pourra  tirer  les  va- 
leurs dex'  et  r' des  deux  équations  ( i );  ces  valeurs  seront  évi- 
demment du  premier  degré  en  a et  p;  on  tirera  de  même  les 
valeurs  de  x"  et  r"  des  étiuations  (a),  et  ces  valeurs  seront 
encore  du  premier  degré  en  x'  eiy  : en  continuant  ainsi  jus- 
i|u’aux  deux  équations  (x),  on  aura  la  double  suite  de  valeurs 

f A a -f-  U P -f-  (.  , . ( J a -f-  U P -p*  Iv 

, ^ ~ Da-(-Ep-t-F’  •’’’  ~DT+Ëp-i-F' 

x'H-  B'  7-'  + C (i’x'  -t-  H'.y'  -f-  K' 

~ )rx'-h E'  f -+-  F ’ ^ ~ B'x'  -f-  EV  -I- 


AjX-j— f-  B-  >'*2  “i—  (aï  

!)jX:-t- E,y, -e  F,’  D!.Xj-i-E2  7-,-t-F3 

t ^ 

Maintenant,  si  l'on  substitue  les  valeurs  de  x.'  et/'  dans 


, h, — ,Vu  , 

y,  — b,=  (x, 


Tl  — ^ 

• a,  — a 
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celles  <le  x"  el  >■",  on  obtiendra  évidemment  deux  expressions 
de  môme  dénominateur  et  du  premier  degré  en  «et  p.  En  les 
substituant  à leur  tour  dans  les  vaieurs  de  x"‘  et  y,  on  en, 
déduira  deux  nouvelles  expressions  de  la  môme  forme,  et  en 
coiUinuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  obtiendra  linalement 
pour  X,  eiy,  des  expressions  de  la  forme  générale 

M y.  -t-  N P I’  _ \ a + V P + Z 

•*  ' ~ !{ « + S P + T ’ ~ H « + S p~T  ’ 

où  M,  N,  1‘,  It,  S,  T,  X,  Y,  Z,  etc.,  sont  des  consUniies  fonc- 
tions de  l>,  lit,  n,  «',//,  etc. 

Donc,  si  l’on  substitue  Ces  valeurs  dans  la  dernière  des 
e(|uations  ci-dcssus 


“ a,  — a 

on  obtiendra  entre  » et  p,  une  ét|uation  linale  évidemment  du 
deuxième  degré  en  a et  p. 

Donc  enfin  le  lieu  du  sommet  libre  «ou  indépendant,  du  po- 
lygone xx'x^ . ,x,a,  est  lui-même  de  ce  degré;  c’est  l’une 
des  trois  sections  conif|ues,  comme  on  l’a  d’abord  avancé. 

(ielle  proposition  est  due,  je  crois,  à M.  Brianchon,  (jui  l’a 
di'inontrée  par  des  considérations  de  pure  géométrie  (*). 

Y 

Sur  le  f/egré  ite  l'eiu’eluppe  du  côté  libre  d’un  polygone 
mobile  dans  les  conditions  déjà  indiquées  ci-dessus. 

Soit  ax'x",..  ,x,x,'j.(Jig.  i35), nn  polygone  dont  les  som- 
mets sont  astreints  à demenrer  respectivement  sur  les  droites 
données, nm,...,rs,  rq  ; a,  dos  points 

fixes  ou  pôles  pris  sur  la  direction  des  côtés  respectifs  du 
même  polygone,  le  côté  x"xi  excepté,  Je  dis  que,  « si  l’on 
» déforme  ce  polygone  en  assujettissant  tous  scs  sommets  à 
» parcourir  les  droites  ou  directrices  respectives  mn,  pn,...,rs, 
» et  chacun  de  scs  côtés,  sauf  le  dernier  x"x„  'a  tourner  dans 


(*)  Il  y a là  encore  une  erreur  ou  confusion  de  souvenirs  qu’il  importe  ' 
de  ne  pas  laisser  subsister.  Le  théorème  en  question  est  dû  à l’illustre 
Maclaurin,  comme  M.  Bi  ianclion,  lui-môme,  fa  remarqué  dans  le  Mémoire 
souvent  cité  du  IX'  cahier  du  Joiir/mt  àe  t’Iicolc  Mjict liuiipw  (i8io). 
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» toutes  ses  positions,  autour  de  son  pôle  qui  peut  aussi  être 
U considéré  comme  sommet  d’un  deuxième  polygone  donné, 


Fig,  i3j. 


I)  il  arrivera  que  le  côté  libre  roulera  en  l’enveloppant 

» dans  ses  diverses  positions,  sur  une  conique  ou  courbe  du 
» deuxième  degré.  « 

En  effet,  si  l’on  désigne  les  coordonnées  des  différents 
points  du  système,  d’après  les  notations  correspondantes  à 
celles  de  la  figure,  l’équation  de  la  directrice  pq  notamment, 
pouvant  être  supposée  de  la  forme  j mx  4- n,  devra  être 
satisfaite  en  y substituant  les  coordonnées  a et  ^ du  point  a; 
ce  qui  donne  pour  première  condition 


Au  moyen  de  cette  équation  on  pourra  déterminer  ^ quand  a 
sera  connu,  et  par  suite  aussi,  on  pourra  trouver  l’équation  de 
la  droite  x^x,,  côté  libre  ou  générateur  par  enveloppement, 
en  fonction  de  la  seule  variable  «. 

Les  équations  des  côtés  successifs  a.x',  x' x" , . . .,  et 
celles  des  directrices  correspondantes  étant  de  la  forme 


(■) 


I 


// — Ÿ 


y = m'  x'  h' 
y ni"  x'’->t-n" 


(■^) 


/ 


r>— ^1  = 

y\  — b,= 


ai  — a 
bt  — Xi 

<h — .l'i 


(x,  — a,), 
(ar,—  «,), 


y\  =:  m,  X,  -I-  n, 


y,  — m,x,-l-n. 
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on  déterminera,  de  proche  en  proche,  par  ce  double  système 
d’équations,  les  valeurs  des  coordonnées  des  sommets  suc- 
cessifs x',  x",  x'", Xt,  Xi,  etc.,  en  fonction  de  a et  p. 

D’après  l’article  précédent,  ces  valeurs  seront  toutes  du  pre- 
mier degré  en  a et  p,  et,  pour  chaque  sommet,  l’abscisse  et 
l’ordonnée  auront  même  dénominateur.  Les  valeurs  des  coor- 
données des  deux  derniers  points  x"  et  a?„  ou  plus  générale- 
ment des  points  et  x^,  seront  donc  de  la  forme 

, _ Aa-l-Bp-+-C  ^ Ga-(-Hp-l-K 
~ Da-HEp-l-F’  ~Da-+-Ep-|-F’ 

_ A'a-I-B'p-I-C'  _G'a-|-H'p-|-K' 

D'a-t-F/p-i-F'’  -^'’'~D'a4-E'p-i-F'' 

Si  l’on  y substitue  pour  p,  sa  valeur  ci-dessus  m a -f-  «,  ces 
expressions  resteront  toujours  du  premier  degré,  et  seront  par 
conséquent  de  cette  autre  forme  plus  simple. 


La  -I-  M 

P«-l-Q’ 

L'a-4-M' 

P'a4-C)'’ 


r= 


Ra  -)-  s 

P^iTQ’ 


. _R'«-hS' 
P'a-t-Q'’ 


En  les  substituant,  à leur  tour,  dans  l’équation  du  côté  libre 
ou  générateur  de  l’enveloppe 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Y (a-“  — a;,)  — (y* — y,) a;  -f-  x, — j,  a:"'  = o, 
elle  prendra  évidemment  cette  autreforme  générale 


(3  ) a’  ( Ay  -+-  Ba:  -t-  C)  2a(  A'y  -F  B'a  -I-  C')  -f-  A"  B"x  -t-  C"=  o. 


Dans  cette  équation  de  la  génératrice  d’enveloppe,  dont  il 
s’agit,  les  coefficients  A,  B,  etc.,  sont  des  fonctions  des 
constantes  a,  b,  etc.,  différentes  de  celles  que  nous  avons 
désignées  par  les  mêmes  lettres  dans  les  expressions  ci- 
dessus.  ; r 
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On  voit  d’après  oelii,  que  la  géniTatriec  |wr  contact  varie  en 
même  temps  (pie  a,  comme  on  devait  s’y  attendre.  Si  doncon 
difl(';rentie  le  résultat  obtenu  (3)  par  rapport  à l’inconnue  a, 
on  en  tirera  une  nouvelle  équation  appartenant  au  point  où 
cette  génératrice  rencontre  celle  i|ui  lui  est  infiniment  voi- 
sine; ce  point  correspondra  par  conséquent  à l’un  de  ceux 
de  la  courbe  cherrbée,  enveloppe  de  l’espace  parcouru  par  le 
(>(')té  libre  du  polygone  mobile.  En  eJïecluant  cotte  différen- 
tiation on  trouve 

a (A  I*  “t“  lia*  — H t.j  — \ f*  If  a.'  -H  t.^  — o, 

Quandasera  connu,  cette  équation  donnera,  conjointement 
avec  rikjualion  (3),  les  coordormées  x et  r du  qtoint  corres- 
pondant au  contact  de  la  génératrice  et  de  rcnveloppe.  Si  donc 
on  élimine  * entre  elles,  on  obtiendra  pour  représenter  cette 
même  courbe  l’équatioD  suivante 

(A',)*  -I-  '2  (A'j-+-  C')’ 

■4-  (A^-q-  Bx  -;f-  C)  ( A'>*4-11''x  4-  C")  = o, 

ou,  en  réduisaut  et  changeant  les  signes, 

(A'^r-t-  B'x4-  C'f  — (Aj4-  Bx  -h  C)  (A"  r-t-  B"x  4-  C'}  — o. 

r.(‘tte  équation  étant  du  second  degré  en  x et  il  s’ensuit 
que  l’enveloppe  de  l’espace  parcouru  par  la  génératrice  x"xj, 
ou  plus  généralement  x*  x,,  est  une  section,  conique,  ainsi  que 
nous  l’avons  avancé.  - ' 

II. 

Sl'R  L'EXVELOrPE  DES  CORDES  SOLSTEXDASTES  DBS  ANGLES  INSCRITS 
A IN  OERCLB  ET  CIRCONSCRITS  A D’AlilRBR  SUR  IN  PLAN. 

Cas  d’un  seul  angle  et  d’iin  seul  cercle  inscrit.' 

Exposé  préliminaire  , données  fondamentales.  C,  C' 
(fig.  i36)  sont  les  centres  de  deux  cercles  quelconques;  d’un 
point  a de  la  circonférence  (C'),  on  mène  à la  circonférence  (C) 
deux  tangentes  ax",  ax„  dont  l'une  coupe  la  première  (C')  au 
point  x"  et  faiitrc  au  point  x„  «n  mène  enfin  par  ces  deux 
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points,  la  corde  x" Xt-,  je  dis  que,  « si  l’on  vient  à faire  par- 
» courir  la  circonférence  (C'),  au  sommet  de  l’angle  a du 
» triangle  inscrit  « x"  x,,  en  assujettisant  les  côtés  ax"  et 
U xxi  de  cet  angle  a rester  constamment  tangents  au  cercle 


Fig:  Fi6. 
y 


>1  (C),  le  troisième  côté  ar".r,  roulera  dans  toutes  ses  positions. 
Il  sur  une  autre  circonférence  de  cercle  (C”^),  qui  jouira  de 
><  la  propriété  d’avoir  une  même  corde  commune,  réelle  ou 
» imaginaire,  avec  les  deux  premiers  cercles  (C)  et  (C').  » 
Nommons  rie  rayon  du  cercle  (C),R  celui  du  cercle  (C');  sup- 
posons de  plus,  l’origine  des  coordonnées  x et  jau  centre  C,du 
premier  cercle,  et  que  l’axe  des  x ait  la  direction  de  la  droite 
des  centres  C et  G';  alors  les  équations  des  cercles  (G) et  (G')  se- 
ront, a repré.sentant  l’intervalle  CG'  de  ces  centres, 

(c)  r’-f- J"*  = (/:')  y^+-(x  — a)’=R’. 


Le  point  a appartenant  à ce  dernier  cercle , on  aura  en  outre 
l’équation  de  condition  ? 

(■a)  p=4-(a  — «)»=  lu. 

Pareillement,  les  équations  des  tangentes  ax'  et  ax,  menées 
du  point  a au  cercle  (G)  seront  respectivement  (Gah.  III,  p.  147) 


(1)  .r— : 


(?.)  .r— a=- 


rp  — a v/a'-i-  p—  H 
ra-\-p  — c’ 

. 'f + ( y—  (3)  : 

/•«  — P P’ — 
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k et  / représentant  des  tangentes  trigonométriques,  fonctions 
connues  des  variables  a et  p. 

Il  s’agit  de  combiner  ces  deux  équations  avec  celle  du  cer- 
cle (C')  pour  obtenir  les  valeurs  des  coordonnées  x"  et  y',  x, 
et  ro  des  extrémités  du  côté  libre  qui,  dans  le  triangle  inobilei 
3.x,x"  de  la  Jig.  i36,  représente  le  côté  générateur  de  l’enve- 
loppe cherchée. 

Pour  y parvenir,  on  commencera  par  retrancher  l’équation 
(le  condition  (a)  de  l’équation  (c'),  ce  qui  donnera  une  nou- 
velle relation  de  forme  très-simple. 


(r  + P)  (r—  PH-  {ar  -1-  a)  (x  — a)—  aa  (æt  — a)  = O. 


Combinant  cette  dernière  avec  l’équation  (i)  de  la  tangente 
oLx',  on  obtiendra,  en  opérant  comme  nous  l’avons  déjà  fait 
à l’endroit  cité,  les  valeurs  des  coordonnées  x"  et  j"  ; d’où 
l’on  tirera  par  un  simple  changement  de  lettres,  celles  du  point 
Xj-,  on  trouve  ainsi  les  quatre  valeurs  suivantes 


T ï = P -t- 


Xi=  a — 


i.a.k — iak  — ap p/r’ — p-i-  aa/r — f.nk 

i-hk^  i-h  ’ 

k{ia.k  — 2ct/r — ap) a — ’-l- p/. 

i-t-/i  ’ I -i- 7H 

lai — 2 a/ — 2p  p/’ — p-(-2a/ — %al 

i+T»  ~ 1-t-  Z’  ’ 

l[nal  — aaf — ap)_  a — aP-+- a«/’-(- ap/ 
__  _ ___ 


> 


Recherche  de  F équation  de  la  corde  génératrice.  — Pour 
.obtenir  au  moyen  de  ces  valeurs,  l’équation  de  la  corde  a?" x, 
tangente  à l’enveloppe  cherchée,  on  remarquera  qu’elle  est 
, en  général,  de  la  forme  * 


(x— ,x"). 


ou  bien,  ce  qui  revient  au  même. 


(3) 


r"— n , x"r,— /'x, 
r = -T, “P  H T— ‘ 

X — X,  X — X, 

( t’oj . la  mite  îles  oi>ériilioiis  nu  InbleM  ei-nprès.  ) 
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Équations  du  point  générateur  de  l’enveloppe.  — Substi- 
tiianl  dans  l’équation  (3)  de  la  corde  x"x,  les  diverses  valeurs 
trouvées  ci-dessus,  on  aura  en  ordonnant 

— — «’)  P = [a(R’ — «^) -I- a(R’-|-  rt’)]x 

-|-(R’—  a'Y—  2 R’r»-+-  a(R’—  a»)  a, 

ou  bien,  ce  qui  est  la  même  chose, 

P (R’ — [a(R’ — a’)-l-a{R’-l-a’)]  x 

-H  (R’  — «’)’ — 2R’r’-l-  a(R^ — a')  a = o. 

Telle  est  finalement  l’équation  de  la  corde  génératrice  x"xi. 

En  la  différentiant  par  rapport  à a,  et  y mettant  pour  ~ 

d a 

sa  valeur  tirée  de  l’équation  de  condition  (a),  on  obtiendra  une 
nouvelle  relation  qui  donnera,  conjointement  avec  la  précé- 
dente, les  coordonnées  variables  x et  j de  l’un  quelconquedes 
points  de  la  courbe  ou  enveloppe  cherchée. 

A cet  effet,  ordonnons  d’abord  l’équation  ci-dessus  de  la 
corde  a;" Xj  par  rapport  à a et  P;  ce  qui  lui  fait  prendre  la  nou- 
velle forme 

7(R’—  «’)p-|-[{R>-|-a’).rH-n(R’— a»)]a^ 

-t-a(R’ — fl’)x-|-(IQ — — 2R’r’  = o. 

Différentiant  ensuite  l’équation  (a)  par  rapport  à a,  ce  qui  donne 
rfp a.  — a 

dZ~  p~’ 

et  substituant,  comme  on  l’a  expliqué,  dans  l’équation  précé- 
dente également  différentiée  par  rapport  à a,  on  aura 

— j(R’ — a^)(a  — a) -h  [{R' -h  a^)  ,r  -|-  a (R’ — a’)]  p — o. 

Multipliant  la  première,  de  ces  équations  en  x et  par  p,  la 
seconde  par  (a  — a)  et  retranchant  celle-ci  dé  l’autre,  il  vient 

,r(R=— a’)[P’-i- («t  — «)’]  ' ''' 

-HP[«(R’ — 

■ -t-«[(R.’-t-«’)a--|-rt(R’.— n’.)Jp  = o, 
ou,  en  observant  toujours  quep’-|-(a  — «)’=  R’  et  réduisant, 
(4)  ,7' R’ (R’ — fl’)  -I-  p(2rt  R’ar  — rt*R'-(-  R' — 2 R’  /-’)  = o. 
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MiillipliaiU  de  nouveau  la  première  des  prérédenlos  équa- 
tions par  a — a cl  la  seconde  par  8,  puis  ajoutant  au  lieu  de 
retrancher,  il  vient  également  • 

f(R’-l- «’)  -H  — «')]  [p-"-)- — «a]  , 

-t-(a — ;«)[fl(R’ — ■+•  (R’ — fi'Y — a R’f’j^o,  , 

ou  bien,  en  réduisant, 

[(R'-l-  «’).*  -h  rt(R- — «’)]  [H  = — n*  -t-  «a] 

-I-  (a  — «)[«(R’ — n')  -+-{R’  — «’)• — = o, 

ou  enfin  en  ordonnant  et  simplifiant 

(5)  a(9.rt  R’ar  — rt’R’-+-R‘ — 2 R“/'’)-(-R^(R’ — 2 R=;'V<  = o. 

Équation  de  l’enveloppe.  — Les  équations  (4)  et  (5)  trouvées 
en  dernier  lieu  remplacent  parfaitement  celles  dont  elles  dé- 
rivent immédiatement;  de  sorte  que  si  l’on  se  donnait  arbilrai- 
l•emenl  une  valeur  de  a,  d’où  résulterait,  d’après  l’équation  de 
condition  (*),  une  valeur  correspondante  pour  ces  deux 
(“quations  (4)  et  (5)  fourniraient  conjointement,  les  valeurs  des 
coordonnées  du  point  correspondant  à a de  l’enveloppe  cher- 
chée. Eliminant  donc  a et  p entre  ces  inêtnes^  équations  et  l’é- 
(luation  (a),  on  aura  entre  x et  r une  relation  qui  sera  l’équa- 
tion même  de  la  courbe  enveloppe. 

Pour  effectuer  cette  élimination,  on  commencera  par  lirtu’ 
les  valeurs  de  « et  de  p des  équations  (4)  et  (5),  ce  qui  don- 
nera, d’une  pari, 

'■ft  — — R^(R^— rt»)  r _ R'’(R»  — n»)  )•  ' 

^ snR'.r  — o”  IP-I^  R‘  — 2 R’7’  I) 

en  remplaçant  momentanément  le  dénomiii'^teur  par  la  lettre 
1).  et.  d’  autre  part, 

. <•  — H’(IP  — — 2.R’j^cr 

■ p— — ;• 

Substituant  donc  ces  valeurs  dans;(a)  ou  — !i', 

on  obtient  l’équation  , • . ' 

> ’ (R’ n-y -I-  f .r  ( R’  -4-  fd}  a ( R*  — n^)]\ 

= (2rt Rjc  — </‘R -4- R’ — 5,R/?)’;  ^ •;  • 

; * ■ ■ i , . . ■ ' 
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(léveloppanl  olordoniianl  par  rapport  à ar  til  >•,  rela  donne 

, (fi’ — ft[R‘  — <i' -H  i-iO lu — a H'-4-4 lU/^j  X 
= [H(R>— n=)— 

on  fmalemenl,  re  i(ui  revient  au  même, 

t ’(R=— 0’)’+  JC’  (R’— rt')’—  ?.rt[{R’— «’)>—  4 RO»]  X 
= K»[IU— «»—  ai-».]»  -«»(IU  — /ê)>. 

Telle  est  l’équation  de  la  courbe  enveloppe,  sur  laipielle  roule 
la  corde  mobile  ou  géné.ratrice 

Cette  enveloppe  est  un  cercle  ayant  même  corde  commune 
avec  les  proposées. — D’abord  l’équation  précédente  est  visi- 
blement celle  d’un  «ercle  dont  le  centre  C",  est  situé  sur  l’a\e 
Cx,  ainsi  que  nous  l’avions  avancé;  il  ne  s’agit  donc  plus, 
pour  rendre  la  démonstration  complète,  que  de  prouver  que 
' ce  cercle  a même  corde  commune  avec  les  proposés  (<’) 
et  (C'). 

Pour  obtenir  l’étiuaiion  de  la  corde  qui  lui  est  commune 
avec  le  cercle  (C),  dont  l’équation  est  /■»,  il  n’y  a qu'a 

multiplier  cetK;  dernière  équation  par  (R»  — «»)»  et  en  retran- 
cher l’équation  (6),  ce  qui  donne  immédiatement 

" 2rt.r[(lt’ — a‘Y — •4R»r’] 

' = (r»—  R»)(  R»—  «’)■— 4 R’r‘-l-4  R»c»  (lU— lU  — n’]% 
ou,  en  simplifiant  et  rassemblant  les  facteurs  de  r» — R», 

2f7x[(R»— «»)’— 4R’r»]  ' • 

= (/•»—  R») [(R»  - rt»)’—  4 R» /•»]  + 4 R> U]  ; 

divisant  enfin  par  le  facteur  commun  constant 
(R»— n»)»— 4R»r’; 

on  obtient  l’équation  iif'arsimple . “ . 

' -%■  •.  . 2rtX  = r’ — K»-t-rt’. 
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Cette  équation  est  la  même  que  celle  de  la  corde  com- 
mune aux  cercles  (C)  et  (C').  Car,  en  retranchant  l’équation 
X'-h(x  — ay=  R’  du  cercle  (C')  de  l’équation  a;’ + 7’=  du 
cercle  (C),  on  obtiendra  précisément  pour  cette  dernière  corde, 

zax  — — R“,  , 

équation  identique  à celle  ci-dessus. 

Corollaires  et  remarques  relatives  à des  cas  spéciaux. 

Le  cercle  enveloppé  par  la  corde  mobile  ,r''Æ:,(/g'.i36)peui 
dégénérer  dans  certains  cas,  en  une  ligne  droite  ou  un  point. 

Cas  où  l’enveloppe  dégénère  en  une  droite.  — La  première 
de  ces  circonstances  aura  lieu  évidemment  quand  la  circonfé- 
rence (C')  passera  par  le  centre  du  cercle  (C).  Il  est  aisé  en  ef- 
felde  voir  qu’alors  [Jig.  137)  la  corde  LM  commiineaux  cercles 
donnés  (C)et{C')  est  l’une  des  cordes  a?"a^„qui  doivent  toucher 
le  cercle  enveloppe  (C")  indiqué  sur  la  Jig.  i36. 


corde  commune  avec  {C)  et  (G/),  passe  par  leurs  intersections 
L et  M;  donc  aussi  le  cercle  enveloppe  (C")  doit  avoir  les  points 
I,  L et  M en  commun  avec  la  corde  LM,  et  par  conséquent, 
il  doit  se  confondre  tout  entier  avec.  elle. 

Il  suit  de.  là  que , dans  les  mêmes  circonstances,  si  d’un 
point  a du  cercle  (C'),  on  mène  au  Cercle  (C)  deux  tangentes 
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'jLx'  et  aar,,  lesquelles  viendront  couper  le  cercle  (C')  aux  pofhts 
respectifs x"  et  x-,,  qu’on  joigne  ensuite  ces  deux  points  parla 
ligtie  droite  x” x-,,  cette  corde  sera,  dans  toutes  ses  posi- 
tions, parallèle  à LAf. 

On  peut  aussi  conclure  de  ce  qui  précède,  que  si  l’on  trace 
la  tangente  U'  connnune  aux  cercles  (G)  et  (G'),  et  que,  du 
])oint  de  contact  l'  sur  (G'j,  on  mène  au  cercle  (G)  une  autre 
tangente  /'O',  elle  sera  parallèle  à la  même  droite  ou  corde 
comimrne  LM. 

Toutes  ces  circonstances  sont  fidèlement  retracées  par  l’ana- 
Ivse  algébrique. 

>En  effet,  on  a,  dans  le  cas  particulier  où  le  cercle  (G')  passe 
par  le  centre  G, 

<7=:±U,  «l’ou  10 — rt’  = o; 

faisant  cette  hypothèse  dans  l’équation  (6)  du  cercle  (G"), 
elle  devient 

•}.ax=i^‘,  ' 

ce  qui  est  l’équation  même  de  la  corde  commune  aux  cercles 
(G)  et  (G');  comme  on  peut  s’en  assurer  directement  en  écri- 
vant R’ — O dans  l’équation 

■}.ax  = r- — 

trouvée  ci-dessus  pour  celte  corde.  En  fai.sant  la  même  substi- 
tution dans  l’équation  générale  de  la  corde  x" x,  d’abord  ob- 
tenue, elle  devient 

0.x  = c=  ; 

ce  qui  est  l’équation  d’une  droite  variable  de  position  avec  a, 
et  perpendiculaire  à l’axe  GR  des  x,  mais  toujours  parallèle  à la 
corde  LAI,  commune  aux  cercles  (G)  et  (G')  (*). 


(*)  Toute  cette  partie  du  manuscrit,  d’un  extrême  laconisme,  aurait  besoin 
d’ex pl ica tinn,  de  eommentairc  même,  à cause  du  paradoxe  qui  consiste  à 
regarder,  conformément  aux  résultats  de  l’analyse,  la  corde  LM  commune 
aux  doux  cercles  proposés,  comme  la  véritable  enveloppe  des  cordes  gé- 
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fus  ofi  l’enveloppe  dégénère  en  un  point.  — Soient  (C)  et 
((]')  (fig.  i38)  (leiiK  cercles  tels  que  les  tangentes  ax'  et  ax\ 
menées  à ((’)  par  l’extrétiiiié  «du  diamètre  aa'  de ((7),  coupent 
ce  dernier  cercle  aux  points  x”  et  x,,  les  mêmes  (|ue  ceux 
où  les  tangentes  menées  au  cercle  (C)  de  l'autre  extrémité  a' 
de  ce  diamètre,  re.ncontreraient  (C'),  je  dis  (lue  les  cercles  ((’) 
et  ((7)  jouissent  de  la  propriété  suivante  ; 


Fin. 


« Si,  d'un  point  quelconque  de  la  circonférence  (C'),  ou 
» mène  au  cercle  ((’,)  deux  tangentes  et  que  par  les  points  oi'i 
» elles  rencontrent  le  cercle  ((7),  ou  trace  la  corde  corres- 
« pondante,  cette  dernière  passera  dans  toutes  ses  positions 
Il  par  un  même  point  (7',  situé  à la  rencontre  du  diamètre  an' 
» et  de  la  corde  x" x..  » 

Il  est  visible,  en  effet,  (|ue,  dans  le  cas  général,  le  cereb* 
(C")  a pour  limites,  d’une  part  la  corde  x" x,  qui  correspond  à 
rextrémilé  a du  dUunètrc  de  (C'),  cl  de  l'autre,  une  corde 
pareille  correspondant  à l’extrémité  a' . 

Donc,  puisque,  dans  le  cas  actuel,  ces  deux  cordes  se  con- 
fondent, le  cercle  (C")  se  réduit  effectivement  à un  point 
..  uni(|ue  situé  à la  rencontre  de  celte  double  coiale  x"xi  et  du 
diamètre  au'  confondu  en  direction  avec  la  ligne  des  cen- 
tres <X7. 


nératrices,  alors  devenues  parallèles,  c'est-à-dire  convergentes  à l’infini. 
Il  y a là  évidemment  quelque  chose  d’analogue  au\  faits  ou  remarques 
dont  on  s’est  occupé  dans  les  Notes  des  p.  il!.'»,  224,  252,  ainsi  que  dans 
différents  passages  du  texte;  mais  je  ne  crois  pas  nécessaire  d’insister 
ici  sur  des  particularités  qiii,  dans  la  théorie  de  l’élimination,  tiennent 
aux  solutions  sirigulièrrs . 
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On  voit,  d’après  la  i38,  comment,  étant  donnes  le  cercle; 
(C')  et  le  point  (C"),  on  peut  en  conclure  le  cercle  (C). 

Il  serait  facile  de  tirer  les  mêmes  conséquences  de  l’ana- 
lyse; mais  comme  cela  entraînerait  dans  des  lon;;ueurs,  nous 
ne  nous  en  occuperons  pas. 


('ns  de  plusieurs  angles  à sommet  commun,  inscrits  à un 
même  cercle  et  circonscrits  à d’autres. 

Données  et  équations. — C,  C',  C"(Jig.  1 89),  sont  les  centres  e« 
ligne  droite,  de  trois  cercles  ayant  même  corde  commune,  réel  le 
ou  imaginaire.  4)’un  point  a du  cercle  ( C),  pris  d’um'  manière 
arbitraire,  soient  menées  aux  deux  autres  cercles  (C')  et  (C"), 
(juatre  tangentes  xx',  v.x,,  a,x'.  et  a,x,  lesquelles  rencontre- 
ront respectivement  le  premier  cercle  (C)  aux  points x", 

,x"  et  tXi;  je  dis  que  l’enveloppe  de  l’espace  parcouru  par  les 
cordes  x"xi  et  ,x"  ,x,  sera  une  circonférence  de  cercle  uni(|ue 
qui  aura  même  corde  commune  avec  les  trois  cercles  pro- 
posés, et  pareillement,  que  l’enNeloppe  de  l’espace  décrit 
par  les  deux  cordes  x"  ,x,  et  x,  ,x"  sera  aussi  une  circonférence 
de  cercle  unique,  distincte  de  la  première  et  ayant  même 
corde  commune  avec  les  cercles  donnés  (C),  (C')  et  (C"). 

Soit  R le  rayon  du  cercle  (C),  r le  rayon  du  cercle  (('/)  et 
celui  du  cercle  (C").  Supjtosons  que  l’origine  des  coordonnées 


Fii;.  i3i). 

y 


soit  placée  au  centre  du  cercle  (C),  et  que  l’axe  des  .r  ail  pour 
direction  celle  des  trois  centres  C,  C'  et  C";  les  équations  des 


» 
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<’«Trles  (0),  (C')  el  (C")  soroiii  resi)ectiveinenl  de  la  l'orine 

(r)  \V,  ((■'  ) = (r")  , 

I.e  [mini  iiinhile  a restanl  ronsiamnieiil  sur  la  cireoiiférenciï 
de(C),  il  en  résulte  l’é(|ualiou  de  condition 

(u) 

L’éf|uaiion  générale  d’une  laiigenle  au  cercle  (C'),'  menée 
|)ar  l’un  quelcoii((ue  x'  des  points  de  sa  circonférence,  étant 
de  la  forme 

(ij  yy'->r{x — a][x'  — a)=r-,  ' 

et  cette  (angenle  devant,  par  hypothèse,  passer  par  le  |ioint  a, 
on  aura  aussi  la  relation  suivante  entre  a et  B ; 

(a)  P.)''+(2«  — a){x'  — a)=r\ 

Pour  obtenir  les  coordonnées  x'  cl  y'  du  jioinl  de  contact  x'. 
il  faut  éliminer  successivcmetil  chacune  de  ces  (|uanlilés  entre 
les  équations  de  condition  ’ 

(a  — a)[x' — ti)  — /■’,  — (tf= 

dont  la  première  exprime  que  la  tangente  ax'  passe  par  l(> 
point  a,  et  l’autre  (|ue  cette  tangente  appartient  au  cercle  i. 
Ou  tirera  do  là,  sans  aucune  difficulté, 

/■’(a  — n )dz  fir\/{a  — «)’-|-  [i’ — r- 
fi‘-f-(a  — «)’  ’ 

/■’  P q:  (a  — a)  r v^B’  -t-  ( a — af  — /•= 

(a  — (if 

Equations  des  con/es  Jangentes.  — Ce  sont  ces  expressions 
(|u’il  faut  suhslituer  dans  l’éijualion  de  la  tangente  aa:';  pour 
cela,  il  suffira  de  retrancher  l’équation  de  condition  (2)  de 
réipialion  générale  (i)  d’une  tangente  au  cercle  (C');  ce  qui 
donnera  immédiatement 

y'iy — 3)-f-(ar' — u)(x — a)  = o,  ou  x — a= f (r — fil. 

4 
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En  y subsliluant  pour^-'  et  a-' — a les  valeurs  trouvées  ci- 
dessus,  on  aura  donc  pour  l’équatioii  de  la  tangente  ax'  ou  de 
sa  conjuguée  x ,x'. 


[OLX’  et  x,x’),  X — x = 


/■{x—fi)±:''-'\/p-+  (a—  «)■ 


En  changeant  /•  en  /■',  a en  «'  dans  cette  équation,  on  aura 
celle  de  xx  ou  x qui  sera  par  conséquent 


(x. 


;.r,  et  * a,— *=  - J ^ (_►— 


Ph 


Dans  ces  deux  équations  les  signes  du  radical  se  correspon- 
dent au  numératour  et  au  dénominateur:  ainsi  chacune  d’elles 
représente  deux  tangentes  passant  par  le  point  a.  JLes  signes 
supérieurs  appartiennent  aux  tangentes  aa.'  et  xx,  et  les  signes 
inférieurs  aux  tangentes  xx\  et  x,x,. 

Considérant  d’abord  les  deux  tangentes  xx'  et  xx,,  on  ama 


, rS — (a  — rt)v^3^-|-  («  — II)' — /■’ 

rr  = - 7 

/'{X  — u) -t- (5  V S’ + (“ — — r‘ 

P — (a  — et'  ) \/p^-Ha  — rt'  )•—  r'~- 
/■'(a  — rt' ) -h  P v'p=-|-(a— a' )’— r'’ 


On.peut  remarquer  avant  d’aller  plus  loin,  (pi’en  changeant 
à la  fois  les  deux  radicaux  de  signes,  on  obtiendra  les  valeurs 
de/ret/i'  relatives  aux  deux  tangentes  x,x'  et  a,X|.  l’areille- 
nient  en  changeant  dans  A'  le  signe  de  /•',  les  valeurs  de  /."  et 
//qui  s’ensuivront,  correspondront  aux  deux  tangentes  xx' 
et  x,x,.  Enlin  quand  on  changera  à la  fois  les  signes  de  deux 
radicaux  de  /r  et  //  et  celui  de  /■',  les  valeurs  de  /r  et  //  qui  en^ 
résulteront  correspondront  aux  deux  tangentes  xx,  et  x,x'.  Il 
suit  de  là  que,  quand  on  aura  obtenu  l’équation  de  la  corde 
x"x,  qui  répond  aux  tangentes  xx'  etxx,,  on  jmurra,  par  de 
simples  changements  de  signes,  obtenir  celles  des  cordes 
x",x,,  ,x”,x„  etc. 

Kevenons  maintenant  aux  équations  indéfinies  des  deux 
tangentes  xx'  et  xx,  que  nous  avons  vues  être  de  la  forme 
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SuiviuUe  : 


(«x') 


(ax.) 


/•(x  — rt)+ P (a, — uY — r’ 

!■'  (*_«')+  jî  v'^=+ (=■.  — «')’—  r’ 

= — //(>•— !3). 


Pour  a\uir  fos  courdoiiiiôes  x"  »;l  ) " du  point  où  la  première 
xx'  de  ces  tangentes  rencontre  le  cercle  (C),  il  faut  combiner 
entre  elles  les  trois  équations 

H»,  x"—  x = — /i  {y^—p), 

«• 

et  l'on  obtiendra 


— p/.=  — p+  2/- a 

„ h [1  h -J. 2 S)  X — X + 7.  h P 

~ '''•  .'+7.  ' ~ ~ 7+77 

En  changeant  ensuite  / en  //  dans  ces  expressions,  elles  (fon- 
neront  les  valeurs  des  coordonnées  x-,  et  y\  relatives  à ^a 
deuxième  tangente  xx,,  qui  seront  ainsi 


, 2/,'a— 2.S  S + 2/,'a 

/.'{2/,'a—  2p)_  — 

1 + //'  ~ 1+-/?’ 


Hecherche  du  l’équation  de  la  conle  irénératrice  de  l’enve- 
' hippe.  — L’éqtiation  générale  de  celte  corde  x"  Xj  étant  de  la 
forme 


Æ, 


r — )'. 

x”—x/ 


X )t  — _}'^x, 

x"—x, 


il  s’agil  d'y  substituer  les  valeurs  de  x",  y",  etc.,  trouvées  ci- 
dessus,  ce  tpii  consiste  à calculer  celles  de  r" — j\,  de  x" — x_. 
et  de  .r"r. — y"xj. 

. V ^ 
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Je  remarque  eu  passant,  (pic  l'on  aurait  pu  obtenir  ces  va- 
leurs directement  an  moyen  des  expressions  semblables  déjà 
carlculées  dans  le  n”  111,  ci-dessus;  il  eût  suCli,  pour  cela,  de 
faire  dans  ces  cxi)ressions,  « = o et  L = h' . 

Calcul  (les  éléments  (lui  entreul  (huis  ré(jualion  de  la  corde 
génératrice.  — Il  s’agit  de  substituer  explicitement  dans  ces 
diverses  expressions  les  valeurs  ci-dessus  des  fractions  /<  et  h', 
en  fonction  de  a et  p.  Mais  auparavant,  nous-donnerons  au  radi- 
cal qui  entre  dans  A'  une  antre  forme,  en  nous  servant  pour  A 
cela,  de  la  condition  que  les  trois  cercles  (C),  (C')  et  (C")  sont 
supposés  remplir,  à savoir:  qu’ils  ont  une  même  sécante  ou 
corde  commune. 

I,a  corde  commune  aux  cercles  ((1)  et  ((i')  a pour  équation 
' ~ -y.  a 

celle  de  la  corde  commune  aux  cercles  (C)  et  (Ci")  étant 
et  ces  deux  cordes  devant  se  confondre,  il  faut  qu’on  ait 


D’ailleurs,  le  radical  («  — «')' — d*''  entre  dans  //  se 

réduisant  à y R' -f- «'’ — r'' — 2«'a,  quand  on  y fait  ou  sup- 
pose a’-t-p’=K',  et  l’équation  de  condition  (b)  donnant 

~ (1D+  a-—  r»), 

on  a U ni  ^ 

V^p’-f-(a  — a']- — /•''=  al’ — d’ — 2«'a 


\/^ 


(lî’-4-  a’ — r’)  — y.a'a  ■■ 


-1“  — /*" 


Pareillcmeni,  si  l’on  siiii[»lilit;  le  radical  de  /r 
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au  moyen  de  l’équation  de  condition  ce  qui 

donne 

V^p'-l-  (a  — a)‘ — ~ï^‘  = V^IU-I-  <t' — /•“ — y.U'JL,' 

il  viendra,  en  mettant  ces  deux  nouveaux  radicaux  à la  place 
des  premiers  dans  les  valeurs  ci-dessus  de  h et  /■', 

! /'P  — (x — (l)  v'Il'-i-rt’ — r- — Ki'x 

c(a  — a)  -H  P V^ll’-|-  «'  — r‘ — 3«a 

c'p  — (a — a')  y/  — /■' — 

/•'(œ  — a']  P ^ ^ V'IU-f-  rt’ — /•■ — ?•«'/ 

OU,  ce  qui  est  plus  simple  et  revient  absolument  au  même, 


en  posant,  pour  abréger  l’écriture, 

V^IU-H  a? — r' — iaa.=  4. 
oy.  la  suite  au  tublcna  ci-iipii‘s,  p.  33o.) 

Remarque  sur  le  rôle  dés  fonctions  radicales.  — D’après  les 
observations  déjà  faites  plus  haut,  en  changeant  le  signe  du 
radical  dans  l'équation  (4),  on  aura  celle  de  la  corde  infé- 
rieure en  y changeant  de  même  le  signe  du  rayon 

on  aura  celle  de  la  corde  x"  et  enlin  en  y changeant  à la 
fois  le  signe  du  radical  } et  du  rayon  r',on  obtiendra  l’équation 
de  la  corde  ,x"xi.  Nous  continuerons  à nous ‘occuper  de  la 
corde  x" x,;  mais  avant  de  poursuivre  le  calcul,  il  est  nécessaire 
de  faire  sur  la  forme  de  l’équation  (4)  quelques  observations 
(jui  nous  faciliteront  les  moyens  de  parvenir  à l’équation  linale 
de  la  courbft.enveloppe. 

.le  retnar  éfac  d’abord.qti’une  fonction  quelconque  de  a de  la 
forme  T^S.  + \'\/Z  ou  — -h  Y y^Z,  (X,  T,  Y et  Z élani 
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elle.‘j-iaèmos  des  l'oiiclions  ralioiiiiclles  de  a),  renl'erme  tou- 
jours un  ou  irlusiours  facteurs  en  a dont  on  peut  délerininei- 
l’expression  particulière  dans  bien  des  cas,  et  dont,  tout  au 
moins,  on  peut  prouver  rexislence  en  général. 

En  effet,  si  l’on  représente  cette  expression  par  rincotinue 
?,  ou  (ju’on  pose 


T- 


d’oii 


V v^Z  = db  I v V, 


on  aura,  en  élevant  au  carré. 


f — •.>.  ? Y v'Z  = I ' X — Y 'Z, 

et  l’on  voit  par  celte  éijuation  du  deuxième  degré  en  ç,  (lue 
toute  valeur  de  a (|ui  rendra  nul  son  second  membre,  rendra 
en  même  temps  nulle  l'une  de  ses  deux  racines;  car  celle 
ériualion  deviendrait  alors 

— 2çY'v^Z=o,  d’oii  Ÿ = O et  a — 

Or,  cetK*  même  équation  avant  évidemment  pour  racines  les 
d('iix  fonctions  d'abord  considérées,  on  doit  en  conclure  que 
l’une  ou  l’aulte  de  ces  e\i)ressions 


peut  en  effet,  toujours  être  satisfaite  par  une  certaine  valeur 
<le  a déterminéf' par  réi|uaiion  de  condition 

■PX  - Y ’Z  = o; 

(îl  i|u’ainsi  rime  ou  l’autre  de  ces  expressions  est  le  produit 
de  deux  ou  de  plusiimrs  facteurs  fom-lions  de  a;  ce  nombre 
croissant  évidemment  avec  le  degré  des  fonctions  rationnelles 
X,  Y,  Z et  T.  . 

Il  no  faut  pas  Cependant  eirinduire  (pie  cette  même  exjires- 
sion  de  ^ pourra  se  décomposi'r  explicitement  iMi  ses  ileux  ou 
multiples  facteurs  : il  ne  sera  souvent  possible  do  le  faire 
qu’au  moyen  du  dévelop[)emcnt  exiilicite  des  fonctions  qui  y 
eiuicnt.  • 

! l>jilivalion  dt'  rcs  /•(•//«oyyo.e.ï  ô la  nutstwn . — Elles  nous 
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conduisent  naturellenieni  à recherclier  si  le  numérateur  et  le 
dénominateur  de  la  fraction 


cp  — (a  — (i‘ — /- — •y.aa.  , 

/•(a  — u)  -4-  ? V — e’  — n ua 

ou 

^ r v'  lu  — a'  — (a  — «)  cU — — 2«a 

c(a  — a)-\-  <^[\\- — a^)  — /■’ — •ï.ua.) 

obtenue  d’abord,  n’auraient  jias  un  facteur  commun,  |uiis()ue 
l’un  crl’aulre  sont  compris  dans  la  forme  générale 

VVZ±:IV\. 


Considérons  en  premier  lieu  le  numérateur.  En  rassiniilant 
à l’expression  Y \/Z  — Ty  X,  on  aura 

V = ;■,  T = a — rt,  Z = lu — a’,  \ =a  — /" — 2«a, 

et  l’équation  de  condition  T’  \ — Y’  Z = o deviendra 
(a  — rt)’(l{^H-  — 2rta)  — (lU — a’)  =o, 

ou  (lU4-fU — 2rta)(a — uf — /'*[(a  — lU — a’]  —O, 


ou  encore 

{ IU+  u’ — 2rta)  [(a  — af — ^ /■’]  = o. 


Cette  équation  étant  du  troisième  degré,  elle  donnera  natu- 
rellement trois  valeurs  de  a,  qui  rendront  nulle  runcou  l’autre 
des  expressions 


/’\/K* — a’  qi(a  — a)  v^R’-t-  a} — r- — 2«a. 


En  essavant  la  valeur  fournie  par  l’équation. 

- *■  ,*>'  . 
H’  -U  «’ — 2««  aip-fr/C 

•^'4  ' 


qui  représente  l'une  des  trois  raoïnes  en  question,  orr  trouve 
qu’elle  annule  en  effet,  la  foiïction  où  lé  second  radical  est 
affecté  du  signe  — , c’est-à-dire  le  numérateur  de  k.' 

E>n  agissant  de  nièfue  à l’égard  du  dénominateur  de  cette 
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fraclioii;  oii  iruuve  que  la  même  quanlilé  — 2«a  est 

laclcur  (le  l’équation  de  condition 


T=\  — V=Z  = o, 

et,  en  essayant  la  valeur  de  a qui  en  résulte,  le  dénominateur 
de  /r  devient  nul  à son  tour. 

Donc  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  /r  ont  un  facteur 
commun  qui,  égalé  à zéro,  donne 


Il  est  évident  que,  par  la  même  raison,  le  numérateur  et  le 
dénominateur  de  l’autre  fraction  k ont  un  second  facteur 
commun,  lequel  égalé  à zéro  donnera 


an 

yT' 

En  examinant  la  forine^des  expressions  de  —, — ^etc.,en/i- 

et/i',on  voit  de  suite  que  l’un  et  l’autre  de  ces  facteurs  devront 
y exister.  Donc  l’équation  (3)  de  la  corde  contiendra,  du 
moins  implicitement,  ces  mêmes  facteurs,  et  l’on  peut  s’assu- 
rer en  effet  que  cettg  équation  est  satisfaite  quand  on  y fait 


R’ 


an 


ou  a.—  ■ 


R’  + «'» 


Je  dis  de  plus,  (jiie  les  facteurs  (jui  répondent  à ces  valeurs  ne 
peuvent  être  que  de  la  forme 

K’-t-n' — ana  et  R= -h  n"— an'a. 

En  effet, ^montons- au  numérateur  ci-dessus  de  k en  a, 

U’H-n’ 

(lui  renferme  le  facteur  correspondant  à la  valeur  a = — ’ 
c’est-à-dire  à la  fonction 


<VR' — a’  — (a  — a)  v'  R’-t-rt' — — 2-rta. 

D’après  ce  (]ue  nous  avons  fait  voir  plus  haut,  la  valeur  de  a 
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qui  annule  celte  expression  el  peut  èlrc  regardée  comme 
l’une  des  racines  de  l’équation 

f—  2<p  V v'Z  = X — Y 'Z, 

ne  saurait  annuler  simultanément  re'xpression 

/'VU' — «'H-*  (»  — rt)  o’  — — 2 (la, 

seconde  racine  de  cette  même  équation,  à moins  qu’il  n’en 
arrive  autant  de  la  quantité  Y ou  v^Z.  Or  cela  n’a  pas  lieu  dans 
le  cas  présetil. 

Donc,  si  l’on  multiplie  entre  elles  ces  deux  expressions,  ou 
racines  de  ré(]ualion  ci-desstrs,  le  produit  devra  renfermer  le 
facteur  dont  il  s'agit  sans  nulle  altération.  Mais  ce  produit  est 
évidemment  égal  à Y=Z  — T’X,  fonction,  comme  nous  l’avons 
trouvé,  qui  a pour  facteur  R^-t-  — '^.aa;  donc  aussi  le  numé- 

rateur ej  le  dénominateur  de  la  fraction  /r  renferment  le  fac- 
teur R’-f-rt’ — 2rta,  et,  par  conséquent,  l’équation  (4)  elle- 
même  contient  ce  facteur. 

Par  une  raison  semblable,  celle  équation  renferme  le  facteur 
R’-i-rt'’ — 2<ï'a,  ou  au  moins  son  équivalent;  je  dis  son  éijui- 
valenl,  car,  ainsi  que  nous  l’avons  vu,  la  forme  explicite  de 
la  fraction  h'  a été  cbangée  dans  le  cours  du  calcul,  au  moyen 
de  l’équation  de  condition 

— r-  IP-f- 
a n' 

Complication  nécessaire  du  résaluà  final  des  éliminations; 
moyen  d’y  échapper.  — D’après  ces  remarques  il  n’est  pas 
surprenant  ipie  l’équation  (4)  soit  du  deuxième  degré  entre 
les  inconnus  a et  p.  Je  puis  affirmer  même,  d’après  un  examen 
approfondi,  qu’il  est  impossible,  au  moins  en  général,  de  sup- 
primer d’une  manière  explicite  les  deux  facteurs  variables  qui 
l’embarrassent.  Dans  des  cas  particuliers,  cela  pourrait  avoir  lieu 
néanmoins;  par  exemple,  si  l’on  avait  la  relation  R’ — an'=  o, 
etc.  Puis  donc  que  l’équation  de  la  corde  x"x,  est  compliquée 
de  facteurs  inutiles  ou  singuliers,  dont  il  est  impossible  de  la 
débarrassiïr  à priori,  on  ne  saurait  suivre  la  même  marche  (lue 
dans  la  démonstration  précédente  du  n®  IV  ; la  différentiation 
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<Iu’on  sérail  obligé  rl’exécuier  ne  ferait  en  effet,  que  rendre 
la  complication  encore  plus  grande.  I.a  marche  indirecte  (pie 
je  vais  suivre  ne  présente  aucune  difficulté,  et  n’exigera  pas 
le  secours  du  calcul  différentiel.  * 

Pour  (]ue  la  corde  .r"x,'soil,  dans  toutes  ses  positions,  tan- 
gente à un  même  cercle  dont  le  centre  soit  sur  l’axe  des  x,  il 
faut  cl  suffit  qu’il  existe  sur  cet  axe  un  point  inconnu,  mais 
fixe,  tel  que  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce 
point  sur  la  corde  x" x^,  n’importe  la  position  particulière  de 
cette  corde,  soit  une  quantité  invariable,  ]>ar  conséquent  indé- 
pendauKî  de  l’indéterminée  ou  abscisse  a. 

Heclierehe  de  la  distance  d'un  point  quelconque  de  la  ligne 
des  ventres  à la  corde  génératrice  de  l'enveloppe.  — Soit  x 
l’abscisse  d’un  tel  point. 


Mj=Nar-f-P, 

*•. 

l’équation  de  la  corde  l’équation  de  la  perpendiculaire 

abaissée  de  ce  point  sur  x"  X2  sera  évidemment 

,r  = — z); 

d’où  l’on  tirera  pour  les  coordonnées  inconnues  du  pied  de 
cette  peipendiculaire. 


x — x = 


N(I*  + >X) 


[x  — x). 


On  aura  donc,  en  appeknl  S la  perpendiculaire  dont  il  s’agit. 


— yJî] 


(AP_I_.V)  = 


(P-4-NyP 

AP-I-N' 


Si,  pour  simplifier  l’équation  (4),  nous  faisons 

IP-f-rtfl'  — («-i-rt')a  = A,  — »r'  = B, 

y''^4.+  ,r-=ir,  = 


Digitized  by 


335 


l»KS  SYSTiîMRS  DR  CONigUKS.  KÏC.,  SL'K  UK  PLAN, 
plie  prendra  fa  Ibrine  suivanle  : 

jr{  BD  — EF  ) = .r  ( BE -f- DF — R’ ( AB' + ) ; 

<-e  qui  donne  , 


M = BD  — EF^Î»,  N = BE  l)F,{i,  1*  = — IU(  AB' ). 

la  suite  au  tableau  ei-après,  p.  330.) 


Donc  cnfii»  la  valeur  de  J’  deviendra,  en  v iiiettaiit  c(‘lles  de 
Al’-l-N’  cl  de  l’-t-Nx  nous  venons  de  trouver 


f V P 

id|^/'(b=— y/— 

( B’  — att'  y{^i'  -I-  f y/  — 


<■1  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  corres- 
pondanl  à l’absci.sse  X sera  par  conséquent 


i*  + \x 


Equation  Jînale  des  cercles  enveloppes.  — Cette  dislance 
étant  indépendante  des  variables  a et  p,  nous  pouvons  en 
conclure  qu’il  existe,  en  effet,  sur  l’axe  des  x ou  ligin;  des 
centres  des  cercles  proposés,  un  point  dont  l’abscisse 


ll=(n  — rt')^r—  t-'y/^) 


est  telle  que  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  la  eortle 
variable  x" x„  a une  longueur  constante  S,  (]uelle  que  soit  la 
position  de  la  corde  génératrice. 

Donc  cette  corde,  ainsi  que  nous  l’avons  annoncé,  roule 
dans  toutes  scs  imsitions  sur  une  (luatrième  circonférence  (b; 
cercle  dont  l’éipiation  est  par  consé<|uenl  de  la  forme  relativc- 
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mont  simple, 


Mainleiianl  si,  au  lieu  de  l’équaiion  (4)  de  la  corde  x^' x-,,  on 
eût  considéré  celle  de  la  corde  conjuguée  ou  inférieure 
yx'\x-i,  qui  SC  déduit  de  la  première  en  y cliangeanl  le  signe  du 
radical  iJ' ou  + — 2aa,  il  est  évident  que  l’on  se- 
rait parvenu  à la  même  éciualion  finale  du  cercle  engendré, 
(iar  la  valeur  précédente  de  ■/_  faisant  disparaître  ce  radical  dans 
l’expression  de  P-t-jN'x,  la  valeur  de  5 en  est  parfaitement 
indéi)endanle,  et  par  conséciucnt  elle  reste  hv  même  quel  que 
soit  son  signe.  Donc  les  cercles  . engendrés  par  la  corde  x" x,  cl 
sa  conjuguée  ,x" ,x,  ayant  même  centre  et  même  rayon,  ces 
deux  cordes  engetidrent  la  même  circonférence  de  cercle, 
ainsi  que  nous  l’avions  d’aliord  annoncé. 

Eài  second  lieu,  les  équations  des  cordes  et  x"  ,x,  ne 
différant,  ainsi  iiue  j’en  ai  fait  la  remarque,  de  celles  des 
deux  coriles  2,"ar,‘et  ,x",.r„  qu’en  ce  (pie  le  rayon  y a sim- 
)demenfun  signe  contraire,  il  est  évident  (|ue  l’éipiation  finale 
à hupielle  nous  fussions  parvenu  pour  ces  derniers  cas,  eût 
('•té  la  même  encore  que  l’éipintion  (5),  sauf  le  signe  de  /•'. 
Donc,  ainsi  <pTil  a été  énoncé  enCore,  les  deux  cordes  ix"x,  cl 
engendrenl  dans  leurs  mouyemenls,  une  même  circon- 
férence de  cercle  distincle  de  la  première  et  dont  l'équation 


1 R’(rt  — e'i 

1'^  1 f fr» 

[ R» 

c(R’-(ï”)- 

( (\V--an’) 

] (ID-W)= 

/■'  r !"  '' 

K " / 

•1 

ne  diffère  de  la  ))récéd(;ntc  ( 5)  que  par  de,  simples  change- 
ments de  signes  en  r et  /■'. 
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+ 2na)(R’+f(’’— irt'a)  de  ces  même»  facleors.  Donc  le  dénomi- 


disiiaraître  ce  môme 


«' — (rt  4-rt')a]. 


R’  — an')  fR’  4-  — 


radical  | dans  l’expression  de  P+-Nx;  ce  qui 


-a 

it  ’ 


■m 


«V  .vC 

y * 

« 

■ 4t 


4 

'4- 


-V' 


i»*.) 


• • ■ ••.  y<\  f 


•V'  N ^ T 

e 1 ♦>••*•; 

ér-..^.  ■ ' 


’ > ^ 


1 .•«> 


:.ïÿ 


■-.i 


4 

V 


l ^ 


-ï* 


*’i»  .' 
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Relation  de  position  des  cercles  enveloppes  à iAgard  des  proposés.  — Reste  maintenant  à prouver  que 
les  cercles  dont  on  vient  de  trouver  les  équations,  ont  tous  deux  même  corde  commune  avec  les  pro- 
posés (C),  (C')  et  (C"). 

Considérons,  par  exemple,  le  cercle  qui  est  représenté  par  l’éqiuilion  (5);  l’équation  de  la  corde  qui 


UES  stsTLmes  de  coniques,  etc.,  sur  un  plan.  337 
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OU,  on  suppriniani  le  facteur  R’ — fin'  commun  au  numérateur 

cl  au  fli'-nominalcur, 

_ /•"(  ir-+rt=)— ;-=(R»-|-«'>) 


t‘l,  cumm(*  on  a 


ou 


— r’  __  — r'^ 

a a' 


ir-f-  «"=  - ( IP 

a a 


coin  donne  finalement 


X = 


/■'’(  IP-i-  rt’  ) — c’  ^ ( IP-Ir  rt’  ) — ^ ) 


2«  I /•’* /•’  — ^ 

n / 


[R’+rt’- ) 

‘ ni  IP-t- «=—/■’ 


la 


Telle  est  l’équation  de  la  corde  commune  au  cercle  (5  ou  (i, 
p.  336),  et  au  cercle  (C);  or  cette  équation  est  précisément 
celle  de  la  corde  commune  à ( C ),  ( C'  ) et  { C"  ). 

Cette  équation  ne  renfermant  pas  le  rayon  r',  la  corde  com- 
mune au  même  cercle  (C)et  à celui  que  représente  l’équa- 
tion (6)  sera  la  même  qui  a été  obtenue  en  dernier  lieu;  car 
elle  doit  s’en  déduire  en  y changeant  le  signe  seul  de 
Donc  enfin  le  cercle  enveloppe  des  cordes  et  x" ,x„  a 
bien  la  même  corde  en  commun  avec  les  trois  proposés. 

La  proposition  énoncée  en  tête  de  cet  art.,  p.  323,  se  trouve 
ainsi  complètement  démontrée;  et,  quoique  le  raisonnement 
mis  en  usage  soit  appuyé  sur  une  suite  de  calculs  assez  labo- 
rieux, il  me  semble  cependant  que  la  marche  ici  adoptée  est  à 
la  fois.simple  et  rigoureuse,  et  qu’il  serait  peut-être  difficile  d’en 
suivre  une  plus  directe  et  plus  générale  sans  se  jeter  dans  des 
coinpiiçations  de  calcul  plus  grandes  encore.  La  raison  en  est 
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assez  évidente;  car  l’étal  de  la  question  implique  en  lui-même 
une  complication  très-grande,  puisque,  à un  même  point  « du 
cercle  (C)  correspondent  quatre  cordes  génératrices  x"x„  ,x"  ,x,, 
^x" Xi,  à:'\x^  distinctes  les  unes  des  autres,  et  dont  il  serait  im- 
possible de  séparer  les  équations  sans  y introduire  des  facteurs 
étrangers  à la  question,  indépendamment  des  facteurs  naturels 
du  deuxième  "degré  qu’elles  comportent. 


Corollaires  et  remarques  concernant  des  cas  spéciaux.  , 

Rapprochement  entre  les  solutions  des  p.  3 19  et  336.  — ün 
doit  considérer  le  théorème  énoncé  à la  p.  3i5,  comme  une 
conséquence  très-particulière  des  propositions  générales  que 
nous  venons  de  démontrer  en  dernier  lieu,  d’une  manière 
purement  algébrique. 

En  effet,  si  l’on  suppose  dans  les  équations  (5)  et  (6),  a'=  «, 
il  est  évident  que,  dans  ce  cas,  les  cercles  (C')  ei  (C")  se  con- 
fondront en  un  seul,  et  qu’ainsi  les  deux  cordes  x" X:i  et 
se  réduiront,  chacune,  à une  tangente  au  cercle  (G),  et  par 
conséquent  engendreront  l’une  et  l’autre,  dans  leur  mouve- 
ment, ce  même  cercle,  solution  particulière  du  problème. 

Pareillement  les  deux  cordes  x"  ^x,  et  ,x"x,  se  seront  con- 
fondues en  une  seule  alors,  représentée  dans  la  Jig.  i4o 


Ki(;.  iijo. 

»i 


dessus,  par  x'\x,  ou  ,x"x^,  d’ailleurs  le  cercle  représenté  par 
l’équation  (6)  sera  dans  ce  cas,  engendré  par  celle  corde  de 
la  même  manière  que  le  cercle  (G")  l’était  dans  la  Jig.  i3q, 
p.  3a3,  par  la  corde  x" x^.  Bien  mieux,  comme  on  va  le  voir,  on 

?.a. 


Digitizod  by  Google 


t.î.i  \ I"  CAllIKK.  - l'KÜPUIKTfiS  DFvSCRlPTlVKS 


peut  irotiver  son  équation  en  faisant  a'  = a dans  l’équation  (6). 
M ais  auparavant  nous  allons  introduire  cette  hypothèse  dans 
récjuatioii  (5)  qui  doit  représenter  alors  le  cercle  (<>)  lui-même, 
ainsi  que  nous  l’avons  déjà  remar(]ué. 

En  supposant,  en  effet,  n — «'=  o dans  cette  écpiatioii  (5), 
elle  devient  simplement 


(c-f-  r'Y 

v»-i-  M’  ' ^ — IP 


<(|ui  représenie  bien  celle  du  cercle  (C)  donné  à priori;  mais, 
si  l’on  fait  la  même  hypothèse  a — a'  — o dans  l’équation  (6), 

ses  coellicients  prennent  la  forme  ce  qui  provient  évidem- 
ment de  ce  qu’ils  renferment,  au  moins  implicitement,  le 
facteur  a — a'  à leur  numérateur  et  à leur  dénominateur  : on 
le  fera  disparaître  facilement  dans  le  terme 


qui  représente  en  général  l’abscisse  du  centre  du  cercle  enve.- 
loppe  ou  sa  distance  au  centre  du  cercle  (C),  en  ayant  recours 
à l’équation  de  condition  souvent  employée  ci-dessus, 

R*-4-  rP—  r ^ _ ll’-l-  g'*—  r'‘‘ 


de  laquelle,  si  l'on  chasse  les  deux  dénominateurs  et  qu’on 
réunisse  dans  un  ordre  convenable,  ses  différents  termes,  on 
tire,  en  effet, 


( IP — aa'){n — a']=r'^a — r’n'=a^r' — J ' 


ce  qui  donne,  par  conséquent,  l'égalité  ou  identité 


lP(rr-  o')| 

1 oU-l 

( IP  — titi'  ) 1 

[■■'-Vi)' 

( IP  — an')‘ 

/ 
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Or,  sous  cette  dernière  forme,  l’abscisse  du  centre  de  l’enve- 
loppe circulaire  des  cordes  génératrices,  ne  devient  plus 
car  en  faisant  a — a',  et  par  suite  r'=  r,  elle  acquiert  la  valeur 
determinee 

(R= — a‘Y 

Quant  au  terme  du  second  membre  de  l’équation  (G),  il  est 
impossible  d’y  supprimer  explicitement  le  facteur  commun 
qui  en  complique  le  numérateur  et  le  dénominateur  ; mais  on 
peut  mettre  ce  facteur  en  complète  évidence  dans  l’un  et  dans 
l’autre  des  deux  termes  de  la  fraction  dont  il  se  compose  et  qui 
représente  le  cercle  enveloppe,  en  s’y  prenant  de  la  manière 
suivante,  fondée  sur  les  observations,  déjà  faites  plus  haut,, 
et  qui  concernent  les  expressions  radicales  de  la  forme  géné- 
rale Y y^±  T s/X- 

, L’on  a identiquement  pour  le  numérateur, 

= , = ( ID_  a")’—  -(!{'—  a-  )'. 


Mettant  dans  le  second  membre  ainsi  transformé,  pour  r'‘ 
sa  valeur  tirée  de  l’équation  de  condition 


ID-t-a’— r R’-f-a’>— r" 


ou  ( R’ — aa'){a — a')  — r"‘a  — /•'  a' , 


a a 

c’est-à-dire,  faisant 

' ,,  r’a'-|-(R^ — aa')(<i  — a') 

\ r ’ 

^ a 

ce  second  membre,  que  j’appelle  I pour  plus  de  commodité, 
deviendra  successivement  ‘ 


1 ou 

= r»  ( R^  - a"  )’  - ^ I K’  - "’  )’  - ( K"  - )(«-«')(  R=  - «=)’ 

_ a’ Z-’  ( R=  - a'^Y—  /■- ( R' - a' (R’ - (Ui' ) ( a — a' ) ( R^  - )• 
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c’est-u-dirc,  par  simple  transformation  algébrique, 

[ _ ) ( R'  - f,'^)  ~a‘(,t-  a'  ) (R^  - m,'  ) ( - « 


, Digilizedby  Google 


DES  SVSTÉMES  DE  CÜMUEES,  ETC.,  SCI»  UN  PLAN. 
tant  par  le  carré  d’une  nouvelle  conslanli*  /■', 

,o_  R’ -1- «')  — («>-  «M’I’ 

' ~ (K^— a’)' 


Celle  expression  esl  le  carré  même  du  rayon  du  cercle  en- 
gendré dans  l’hypolhèse  où  les  proposés  (C')el  (C")  se  con- 
Condraieni  enlre  eux. 

Nous  avons  déjà  Irouvé  que,  dans  ce  cas  parliculier,  l’ab- 


du  cenire  de  ce  cercle  esl  égale  à ^ • Donc 

( R’  a‘  r 


scisse 

l’équalion  de  ce  dernier  esl  siinplemeni 


4K'i-’rt  R>[2/-»(R’-t-rt=)— (R’—  «0’? 
(R-'— a^)V~  (R*— 

On  voil,  par  loul  ce  qui  précède,  qu’on  aurait  pu  se  passer  de 
démontrer  à pari  le  lliéorème  de  la  p.  3i5; -mais  j’ai  cru  de- 
voir en  agir  autrement,  afin  de  le  distinguer  mieux  de  la 
proposition  beaucoup  plus  générale,  énoncée  à la  p.  3a3,  et 
avoir  ainsi  occasion  de  Caire  connaître  un  mode  de  démons- 
tration différent  de  celui  employé  en  dernier  lieu. 


(y)  r’-i-  ^ 


Examen  d‘un  cas  parliculier  digne  d’attention. — Avant 
d’abandonner  ces  considérations  analytiques,  je  m’occuperai 
d’un  cas  assez  intéressant  du  théorème  général,  pour  lequel  la 
position  des  deux  cercles  (C')  el(C")  (fig.  iSg),  satisfait  à la 
condition  R’ — aa'—o  déjà  mentionnée  en  passant,  comme 
entraînant  de  notables  modifications. 

Le  cercle  engendré  par  les  cordes  ^x" x,  etx"iÆ^j  esl  alors 
nue  ligne  droite  perpendiculaire  à l’axe  des  x,  ce  dont  on  peut 
s’assurer  par  l’équation  (6)  de  ce  cercle.  En  effet,  si  l’on  appelle 
/ l’abscisse  du  cenire  de  ce  cercle  cl  R'  son  rayon,  qu’on  la 
développe  ensuite,  elle  deviendra 

V’-t-X- — •itf'x  = — f''. 

Mettant  cette  équation  sous  la  forme 

— .r’4-  R’-f-  2/  .f  = R'-l-  t’—  R'" 
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ou,  ce  qui  est  mieux  encore,  sous  la  forme 

RJ_  ^ __  R’+ÿ'"— 


2<p 


Ha 


. RJ-)-o'’ — R" 

il  devient  facile  de  voir  que  la  quantité  — ; est  pre- 

. R’-f-rt’— r" 

cisement  égalé  a ' • 

•!  a . 

En  effet,  si  l’on  retranche  l’équation  j’-h(ar  — (p')’=  R'’  du 

cercle  dont  il  s’agit,  de  l’équation  + R’  du  cercle  (C), 

on  aura  pour  celle  de  leur  corde  commune 

i{!  i 5^0 ii'j 

= R’-f- ç'’ — R'’  ou  X— ^ — -, 


Donc,  puisqu’il  a été  prouvé  que  cette  dernière  corde  se 
confond  avec  la  corde  déjà  commune  aux  trois  cercles  propo- 
sés (C),  (C')  et(C")  (//g'.  i3g,  p.  323),  corde  dont  l’équation 

|.3 

est  ;r= J d’après  ce  qui  se  trouve  établi  à la 


p.  328,  on  a,  en  réalité. 


R’+t”— R”  _ R*-E- 
%<sj  2 a 

et  par  conséquent  l’équation  (6)  ou  celle  qui  la  remplace  de- 
vient bien,  comme  on  l’a  avancé  ci-dessus, 

R’ — — x'^  R’-l- a’-^ /•■' 

■ h X = — — 

2 (f  2 a 

Maintenant  si  dans  cette  dernière  équation,  on  veut  avoir 
égard  à riiypotbèse  particulière  ID — aa'=o,  mentionnée  au 
commencement  de  cet  article,  la  quantité  y'  devenant  infinie, 
elle  se  réduira,  ainsi  que  l’équation  (6)  à la  forme  très^simple 

R’-l-a^— r' 

X = , 

2 a 

comme  on  l’a  également  avancé.  ■' 

Donc  enfin,  le  cercle  engendré  par  les  cordes  ix''x.,  clx"  ,x,, 
se  confond  avec  la  corde  même,  commune  aux  trois  cércles 
proposés  ((J),  (C')  et  (C").  ' 
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En  préparant  l’équation  (5)  de  cette  dernière  manière,  elle 
prend  la  forme  nouvelle  et  non  moins  simple, 


R* — x‘‘ — >■' 


■ x = 


R--|-«^ — r- 


2 ç 2 rt 

dans  laquelle  on  a posé,  pour  simplifier  l’écriture, 


R 


/■'+/•  V y (R’— ««') 


Cette  expression  peut  être  mise  sous  une  autre  forme  au  moyen 
de  l’équation  de  condition 


<i  a 

ou,  comme  on  l’a  précédemment  remarqué, 

(lU— ««')(«  — « 

car  ou  en  tire  immédiatement  l’équation  transformée 


R’— «fl' 


ce  ([ui  donne  linalcment  l'expression  réduite 

IU(fl  — fl'P 

Maintenant,  si  l’on  suppose  R’ — ««'=  o,  l’équation  de  condi- 


tion ci-dessus,  donnera  r' 


viendra,  a cause  de  a — — » 


et  par  conséquent,  il 


_ IU(1U— aj;?  _(R»— fl^)'  " 


4iV 


4 «;•’ 


. D ; - : byGnrigk 
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Donc  aussi  l’cqualion  (5)  ou  celle  (jui  la  l'Oiiiplace,  devieiulra 


— .r’ — r’; 


ID 


?.(!{' — a‘)‘  iti 

c’esl-à-dire,  eu  délinilivc  et  plus  explicileincnt, 
t — a^yx 


= 4 HV/=  /•=—  ( ID-H  «=—;•')  ( ID—  ((‘y 
= c»(U’-+-«’)=—(H'4-«>)(  IV— (/')', 


qui  continue  à représenter  un  cercle  distinct. 


Position  relative  des  cercles  dans  ce  cas.  — La  relation 
IV  — aa'  = O ci-dessus,  sera  satisfaite  dans  la  circonstance 
indi(iuée  par  la  Ji^'.  i4i  ci-après. 

Supposons  que  les  deux  cercles  (G)  et  (G')  soient  donnés,  et 
qu’il  fiiille  déterminer  le  troisième  cercle  (G"),  de  nianièn^  que 
l’on  ail  la  relation  IV  — an'=o. 

On  mènera  aux  cercles  (G)  ei((7)  les  tangentes  extérieures  ’ït, 
T'/' et  les  tangentes  intérieures  »0,  e'O',  cou|)anl  respecli- 


Fip.  i '|i 


veinent  la  ligne  des  centres  en  O et  O';  on  tracera  ensuite  les 
deux  cordes  TT'  cl  00'  : ces  deux  cordes  seront  tangentes  au 
cercle  ((7)  clierclié;  comme  elles  sont  perpendiculaires  à la 
droite  (Xy,  et  que  le  centre  G"  dü  cercle  clierclié  doit  être  sur 
celle  droite,  ce  cercle  se  trouvera  entièrement  déterminé. 

On  peut  démontrer  facilement  et  directement  que  la  rela- 
tion R’ — aa'  = o existe  effectivement  entre  les  trois  cercles 
(G),  (G')  et  (G").  Pour  cela,  soient  menés  les  ravons  GT  et  G0,  on 
aura  évidemment,  dans  les  triangles  rectangles  GTO  elGeiü', 
’l'lv,  hK'  étant  des  periieiidicnlaires  à la  ligne  des  centres  GG', 

T;r  = GKxGo.  GhWgk'xgo'. 
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Or  on  sait,  d’autre  part,  (|ue 


de  plus,  ou  a 


t;o' 


Ko 

\{-hr' 


C(-)'  = CT'=  10. 


Donc,  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes, 
on  en  conclura  immédiatement, 

o,v-üiü±D: 

a a 


de  là  on  lire,  par  une  simple  addilion, 

=z=  (,C"  = /ï'= — ou  II- — aa^o, 

2 a 

On  lire  encore  des  expressions  géométriques  de  CK  et  CK' 
CK'— CK 


:C"  K =/•'=—  OU  , 

a a- 


On  s’assure,  de  la  même  manièrt;,  que  ces  valeurs  de  a'  et  r' 
satisfont  à l’équation  de  condition 

a ~ 7? 

Donc  enfin,  les  trois  courbes  (C),(C')  et ((',")  ont  une  même  corde 
commune,  et  satisfont  à la  condition  K’  — aa' — o.  Par  consé- 
quent si,  d’un  point  quelconque  a du  cercle  (C),  on  mène  des 
tangentes  ax'  et  a.x,  aux  cercles  (C')  et  (('/')  dans  le  sens  indi- 
qué par  la  figure,  et  qui,  prolongées,  rencontrent  ce  cercle 
aux  deux  nouveaux  points  x"  ,x„  la  corde  x"  ,ar,  qui  joint  ces 
doux  points,  sera  perpendiculaire  à la  direction  indéfinie  de 
la  droite  des  centres  C et  C'. 

Voici  maintenant  les  principales  conséquences  des  propo- 
sitions énoncées  aux  pages  3i5,  3?.3  et  précédemment  démon- 
trées par  la  voie  analytiquç. 
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3/»8 

III. 

TllI:ORl!MES  ÜÉ>ÉRALX  SUR  LES  POLYGONES  MOBILES  INSCRITS  A UNE 
COURBE  DU  SECOND  DEGRË  ET  CIRCONSCRITS  A UNE  OU  PLUSIEURS 

autres  avant  les  .mêmes  cordes  communes  sur  un  plan. 

y.  — Cas  particulier  dvs  cercles,  oà  l’enveloppe  du  côté  libre 
du  polygone  mobile  se  réduit  à un  autre  cercle. 

Exposé  et  démonstration. — o Soient  (C),  (C'),  (C")  {Jig.'  i4^)j 
« un  nombre  (tuelcoiique  de  circonférences  de  cercle  avant 
» une  même  corde  commune,  réelle  ou  imaginaire,  sur  un 
)-  plan;  soit  ax'x". . . «'  un  polygone  dont  les  divers  côtés-de- 


Fig.  142. 


»>  meurent  perpétuellement  tangents  aux  cercles  respectifs 
» dont  il  s’agit,  à rcxceplion  du  dernier  côte  aa'  que  je  suppose 
» rester  libre,  tandis  que  tous  les  sommets  a,x%  x" , etc.,  sont 
» astreints  à demeurer  sur  la  circonférence  du  cercle  (CJ;  ima- 
» ginons  que  l’on  vienne  à déformer  le  polygone  d’après  ces 
» conditions,  c’est-à-dire  en  assujettissant  ses  sommets  à rester 
» sur  (C),  et  ses  côtés  à rouler  sur  les  cercles  respectifs  aux-  . 

» (fuels  ils  sont  tangents;  je  dis  que  le  côté  libre  a«' roulera 
» dans  ce  mouvement,  sur  une  dernière  circonférence,  qui 
» aura  même  corde  commune  avec  les  firoposés.  » 

lin  effet,  les  deux  premiers  côtés  ax'  elx'x",  par  exemple, 
•étant  assujettis  à, demeurer  constamment  tangents  à deux  des 
cercles  donnés  (€'),  {(i"),  la  corde  (fui  joint  les  sommets  ex- 
trêmes a cl  x",  roulera  dans  toutes  ses  fiosilions,  sur  une  cir-  <• 
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conférence  de  cercle  spéciale,  ayant  même  corde  commune 
avec  les  proposés  (Proposil.  de  la  p.  3i5). 

Pareillement,  puisque  la  corde  auxiliaire  ou  diagonale  ajc" 
et  le  côté  x" x"'  du  polygone  roulent  sur  deux  circonférences 
de  cercles  qui  ont  mètnc'corde  commune  avec  le  cercle  (C),  la 
corile  joignant  les  sommets,  a et  x"  roule  sur  une  autre  cir- 
çonférence  de  cercle  ayant  aussi  cette  corde  en  commun  avec 
les  proposés  (même  Proposition). 

Enfin  on  prouverait,  par  un  raisonnement  semblable,  que  la 
corde  aa'  ou  côté  libre  du  polygone  ux'x", . . .a',  roule  égale- 
ment sur  une  circonférence  de  cercle  ayant  môme  corde  com- 
îpûne  avec  les  cercles  (C),  (C'),  etc.  Si  les  cercles  donnés  ainsi 
(fue  les  côtés  du  polygone  étaient  en  plus  grand  nombre, 
on  démontrerait,  de  même  et  de  proche  en  proche,  <|uo  le 
dernier  côté ’ax'  roulerait  constamment  sur  un  cercle  ayant 
même,  corde  commune  avec  les  proposés  ; la  démonstration 
précédente  est  donc  générale. 

On  peut  remarquer  d’ailleurs  que  cette  démonstration  ne 
suppose  aucun  ordre  ni  disposition  particulière  des  cercles 
donnés  et  des  côtés  du  polygone  inscrit  au  cercle(C);  elle  serait 
Vraie,  quand  bien  même  l’un  quelconque  des  cercles  proposés 
serait  touché  simultanément  par  plusieurs  des  côtés  de  ce  po- 
lygone; par  exemple,  dans  le  cas  où  les  côtés  aa.',  x'x".,  etc., 
devraient  toucher  une  circonférence  de  cercle  unique,  comme 
nous  l’exposerons  plus  loin  d’tiiie  manière  spéciale. 

Cas  des  cercles  concenlriques.  — Toutes  ces  propriétés  des 
cercles  ayant  une  corde  commime,  sont  analogues  à celles 
dont  jouit  en  particulier  un  système  de  cercles  concentriques 
quclcon(]ues,  et  Ton  ne  doit  pas  en  être  étonné,  si  l’on  réllé- 
chit  que,  dans  un  tel  système,  les  cercles  possèdent,  analyti- 
quement parlant,  la  propriété  d’avoir  une  même  corde  com- 
mune située  à l’infini  sur  leur  plati. 

En  effet,  si  nous  considérons  sur  un  plan  deux  cercles  quel- 
conques de  rayons  U et/’,  nous  avons  vu  que  la  corde  qui  leur 
était  commune  dans  les  hypothèses  précédemment  adoj/tées, 
avait  pour  équation 

■ r’ 

7.  a 
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ür  celle  valeur  de  la  distance  au  centre  de  C,  devient  infinie 
quand  rinlervalle  a des  centres  est  nnl,  c’est-à-dire  quand 
les  cercles  U et  r sont  conceniri(|ues.  D’ailleurs  celle  corde 
n’est  située  à l’infini  qu’autanl  que  les  rayons  U et  ;•  diffèrent 
essentiellement  l’un  de  l’auli'o;  car  lorsqu’ils  sont  égaux,  l’c- 
qualion  ci-dessus  devient 

O 

9.  ' 

ce  qui  montre  que  quand  a est  nul,  la  corde  commune  passe 
par  le  centre  commun  aux  deux  cercles. 

//.  — Cas  des  courbes  du  second  de^ré  oïl  l’enveloppe  du  côté 
libre  et  des  diagonales  du  polygone,  sont  d'autres  coni- 
ques ayant  mêmes  cordes  communes  avec  les  proposées. 

Exposé  et  démonstration.  — Soient  (C)  cl  (C')  (fig.  i4'^) 
deux  lignes  quelconques  du  second  degré;  ..  a',  un 

polygone  quelconque,  inscrit  dans  la  conique  (C)  et  dont  tous 
les  cotés  sont  tangents  ou  circonscrits  à la  deuxième  coni- 

Fip. 


.T*’' 


que  donnée  (C'),  à l’exception  du  côté  ax',  je  dis  que  si  l’on 
vient  à déformer  ce  polygone  en  assujettissant  ses  sommets  à 
parcourir  la  courbe  (C)  et  ses  côtés  à rouler  sur  la  courbe  (C'), 
à l’exception  du  côté  a*'  que  je  suppose  rester  libre,  ce  cùié 
7.x',  roulera  dans  toutes  ses  positions,  sur  une  troisième  section 
conique  qui  passera  par  les  mêmes  intersections  ou  points 
communs  aux  deux  premières. 

En  effet,  d’après  les  principes  établis  au  commencement 
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(le  ces  notes  (*),  deux  courbes  quelconques  (C)  et  (C')  du 
deuxième  degré  peuvent  cire  considérées,  en  général,  comme 
la  projection  centrale  de  deux  circonférences  de  cercles,  et 
toute  propriété  descriptive  dont  jouit  ce  dernier  sjstème  est 
également  vraie  pour  le  premier.  11  ne  s’agit  donc  plus  que  de 
prouver  que  cette  propriété  est  vraie  pour  le  cas  particulier  de 
deux  cercles  d’ailleurs  quelconques;  or  cela  est  extrêmement 
facile  d’après  ce  qui  précède. 

Puisque  les  cordes  x' a.  et  x' x"  roulent  sur  le  nunne  cercle 
(C'),  la  corde  auxiliaire  ou  diagonale  'xx"  roule  pareillement 
(n°  II,  p.  3i4)  sur  une  autre  circonférence  de  cercle  qui  a mèdie 
corde  commune  réelle  ou  imagiuaire  avec  les  deux  premiè- 
res. D’autre  part,  puisque  la  diagonale  xx"  et  la  corde  x" x'" 
roulent,  l’une  et  l’autre,  sur  des  circonférences  ajant  même 
corde  commune  avec  celle  du  cercle  (C)  parcourue  par  le 
sommet  x" , la  corde  xx“' , qui  joint  les  points  a et  x"’  où  les 
diagonales  xx" , xx'"  coupent  ce  dernier  cercle,  roule  aussi 
sur  une  circonférence  ayant  même  corde  commune  avec  les 
premières.  Par  cette  raison  encore,  la  diagonale  suivante  xx^” 
et  toutes  leurs  semblables,  quel  qu’en  soit  le  nombre,  roulent 
sur  des  circonférences  de  cercles  qui  ont  une  corde  commune 
avec  le  système  des  proposés. 

Donc  enfin,  puisque  la  dernière  diagonale  ou  corde  «æt'* 
et  le  côté  correspondant  x' x'’‘  du  polygone,  roulent  chacun, 
sur  une  circonférence  de  cercle  ayant  môme  corde  commune 
avec  les  cercles  proposés  (C),  (17),  etc.,  le  côté  xx'  qui  joint  les 
sommets  extrêmes  du  polygone  xx'x" ...x'  inscrit  au  premier 
do  ces  cercles,  roule  sur  une  dernière  circonférence  ayant, 
comme  celles  qui  touchent  ou  enveloppent  les  diagonales  aar". 
xx"’,  etc.,  la  même  corde  commune  avec  les  proposées,  et,  par 
conséquent,  passant  par  les  inierseclions  géométriques  de  ces 
deux  cercles  quand  ils  se  coupent  réellement.  Ce  qu’il  s’agis-  ' 
sait  de  démontrer. 

On  peut  en  outre  conclure  des  déinonslrations.précédenies, 
que  les  diverses  diagonales  du  polygone  dont  il  s’agit,  telles 


(’)  .Tai  déjà  expliqué’  (p.  ?.83,  note)  comment  cette  première  démons- 
tration insuffisante  a été  repri.se  par  une  voie  plus  rigoureuse  et  reportéi» 
à la  fin  du  V''  Cahier. 
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que  par  exemple,  jouissent  de  la  propriété  de  rouler 

dans  toutes  leurs  positions  sur  autant  de  circonférences^  de 
cercles  on,  en  général,  de  coniques  avant  mêmes  cordes  com- 
munes avec  les  proposées  (C)et(C'),  c’est-à-dire  passant  par 
les  intersections,  réelles  ou  imaginaires,  de  ces  courbes. 

De  là  aussi  on  déduit  immédiatement  et  sans  nouvelles  dis- 
cussions, les  propositions  suivantes. 

m.  — Dans  le  même  cas  (//).  les  sommets  d'angles  circon- 
^serits  on  conjugués  aux  côtés  et  diagonales  du  polygone 
inscrit  sont  autant  de  coniques  distinctes  ou  confotulues. 

Exposé  et  démonstration.  — Soient  (C)  et  C')  i44)deux 
courbes  quelconques  du  second  degré,  situées  sur  un  même 
plan  aa:' a;". . .a'a,  un  polygone  quelconque  inscrit  à la  co- 
nique (C)  et  dont  tous  les  côtés,  à l’exception  de  «*',  soient 

KiR.  l i'i. 


circonscrits  à l’antre  courbe  (C').  Soit,  en  outre,  mnop. . .X 
un  polygone  circonscrit  à la  première  (C)  et  dont  les  points 
de  contact  des  côtés  respectifs  soient  situés  aux  sommets  du 
premier  polygone  olx'x"..  .,  inscrit  à celte  meme  courbe  C; 
je  dis  que  si  l’on  vient  à déformer  ces  deux  polygones  en  les 
assujettissant  toujours  aux  conditions  indiquées,  le  sommet  X 
conjugué  au  côté  libre  aa',  parcourra  une  section  conique 
particulière,  tandis  que  les  autres  sommets  m,  n,  p,  g,...,  de  ce 
polygone  i)arcourronl  une  seule  et  unitiuc  courbe  du  second 
degré,  distincte  de  la  première. 

.En  effet,  nous  avons  vu  (V'  (’abier,  n"  i,  p.  253)  (jué  deux 
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scclions  coniques  étant  données  sur  son  plan , si  l’on  mène 
à l’une  d’elles  (C),  une  tangente  telle  que  x' x" , rencontrant 
l’autre  (G'),  aux  deux  points  x'  cl  x" , puis  qu’on  mène,  en  ces 
points  à la  courlic  (G'),  dos  tangentes  x'n.  et  x"nqui  se  cou- 
pent au  sommet  «,  la  courbe  engendrée  par  ce  sommet  quand 
on  fait  varier  la  corde  ou  tangente  x' x” , est  en  général,  du 
second  degr/\  Donc  les  sommets  n,  o,  p,.  . q du  polygone 
circonscrit  à la  conique  ((7)  sont  tous  situés  sur  une  même  sec- 
tion conique,  et  ces  divers  somtnets,  le  sommet  X étant  tou- 
jours excepté,  parcourront  isolément  cette  courbe  quand  on 
viendra  à déformer,  d’une  manière  (pielcQiique,  le  polygone 
inscrit  olx'  x" . . . 3.'  et,  par  suite,  le  polygone  circonscrit 
mnop,...,  dont  ils  font  partie. 

A l’égard  du  point  X,  il  résulte  de  la //ci-dessus,  que 
le  côté  libre  aa',  non  tangent  au  cercle  (G'),  roule  sur  une 
courbe  du  second  degré  distincte  ; donc  aussi  le  sommet 
libre  X décrit  dans  son  mouvement,  une  section  conique  dif- 
férente de  celle  (|uc  parcourent  les  autres  sommets  m,  n,  etc. 

Remarques  diverses.  — On  peut  remarquer  en  pas.sant  que, 
si  Ton  prolongeait  deux  côtés  quelconques  du  polygone  cir- 
conscrit mno tels  que  q\  et  po  par  exemple,  jus(iu’à 

leur  rencontre  en  Y,  ce  point  Y décrirait  aussi  dans  le  mouve- 
ment général,  une  section  conique  distincte  des  premières.  En 
effet,  nous  avons  vu  {ibid.)  qu’une  diagonale  quelconque,  telle 
que  et!  x'"  du  polygone  inscrit  ctx' x" . . . a! , enveloppe  dans 
toutes  ses  j)Ositions  une  courbe  du  second  degré.  Donc  le 
point  Y,  concours  dçs  deux  tangentes  menées  aux  extrémités 
de  cette  diagonale  ou  corde  a! x'",  parcourra  aussi  dans  son 
mouvement  une  courbe  du  deuxième  degré. 

On  remarquera  encore  que,  dans  le  cas  particulier  où  (G)  et 
(G')  sont  des  cercles,  la  ligne  décrite  par  les  sommets/)!,  «,  o,..., 
conjugués  aux  côtés  respectifs  du  polygone  mx'x"...,  sauf 
aa',  est  egalement  une  section  conique,  dont  l’un  des  foyers 
se  trouve  au  centre  même  du  cercle  (G').  Ajoutons  ennii,  que  la 
conique  distincte  décrite  par  le  sommet  X,  a pareillement 
pour  l’un  de  ses  foy  ers,  le  centre  du  cercle  engendré  par  le 
côté  libre  aa'  dont  il  vient  d’ètre  j/arlé. 

I.  23 
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/A.  — Les  intersections  mutuelles  des  côtés  et  des  diagonales 
du  polvf'one  décrivent  d’autres  lippues  du  second  degré. 

Exposé  et  démonstration . — Soient  (C),  (C'),  {fig.  i45)deu\ 
courbes  quelconques  du  deuxième  degré,  \mnop  un  polygone 
d’ordre  quelconque  circonscrit  à la  seconde  ax'x"a'  que  j’ap- 
pelle  (<7),  et  dont  les  sommets  soient  tous  situés  sur  la  pre- 


Fij^.  i/if). 


\ 


mière  mop,  que  j’appelle  (C),  à l’exception  du  dernier  sommet 
X supposé  libre;  je  dis  que,  si  l’on  vient  à déformer  ce  poly- 
gone en  assujettissant  ses  côtés  et  ses  sommets  à remplir  lès 
mêmes  conditions,  ce  sommet  X parcourra  dans  son  mouve- 
ment, une  courbe  qui  sera,  ainsi  (|ue  les  données  (C)  et  {C'), 
une  section  conique. 

En  effet,  puisque  les  sommets  m,  n,...,  p du  polygone  dohi 
il  s’agit,  sont  assujettis  à se  mouvoir  sur  une  courbe  du  second 
degré  (Q,  les  côrdes  de  contact  a'x'",  x"'x",.,.,  x'a.  qui  corres- 
pondent respectivement  à ces  sommets,  envelopperont  dans 
toutes  leurs  positions,  une  certaine  courbe  (C"),  qui  sera 
ainsi  que  les  directrices  (C)  et  (G'),  du  second  degré  ( n°  II, 
l’V'  Cahier).  Or,  si  l’on  considère  ces  différentes  cordes  dans 
une  position  quelconque,  et  qu’on  leur  adjoigne  la  corde  a*' 
conjuguée  au  sommet  libre  X,  elles  formeront  un  nouveau 
polygone  xx'x" . . .a',  inscrit  dans  (G'),  el  dont  les  cô.tés  res- 
pectifs loucheront  la  courbe  inconnue  (G"),  à l’exception  tou- 
jours, du  côté  aa'  correspondant  au  sommet  X demeuré  libre 
ainsi  (joe  ce  côté.  Donc,  si  l’on  vient  à déformer  le  polygone. 
mn...p\,  comme  cela  a été  dit,  le  polygone  xx'x"...a.'. 
inscrit  aux  points  de  contact  du  précédent,  variera  pareillement. 
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et,  d’après  les  propriétés  II  et  III,  le  côté  ax'  roulera  sur  une 
quatrième  courbe  du  second  degré,  tandis  que  le  sommet  X 
décrira,  par  le  même  mouvement,  une  section  conique  dis- 
tincte des  précédentes.  Ce  qu’il  fallait  prouver. 

D’après  l’observation  déjà  faite  à la  (in  de  l’àrticle-précédent, 
si  l’on  prolongeait  deux  (pielconques  des  côtés  du  polvgone 
mno. . . X,  tels  que  on  et  niX  par  exemple,  jusqu’à  leur  ren- 
contre en  Y,  ce  point,  dans  le  mouvement  commun,  décrirait, 
ainsi  que  le  [K>int  X,  une  courbe  du  second  degré. 

1\.  • 

l’RIXCIl’AI.ES  CO-NSÊqUESCES  ET  REMARQUES  RELATIVES  A l’iXSCRIPTIOX 
ET  A LA.  CIRCO!ySCRIl’TIO.X  SIMULTANÉES  DES  POLYGONE^  AU  SYSTÈME 
DE  DEUX  CONIQUES  QUELCONQUES  SUR  UN  PLAN. 

On  conclut,  de  ce  qui  (irécède  et  des  principes  exposés  au 
commencement  du  IIP  Cahier,  une  proposition  assez  singulière, 
analogue  à celle  que  nou^  avons  démentrée  analytiquement  et 
géométriquement  (Sect.  II  et  III,  Cah.  IV,  p.  208),  pour  les 
polygones  de  rang  pair  inscrits  ou  circonscrits,  sous  certaines 
conditiôns,  à une  simple  conique. 

Théorème  relatif  à l’inscription  et  à la  circonscription  in- 
définies des  polygones  de  rang  pair,  au  système  de  deux 
coniques. 

Énoncé  et  démonstration.  — Il  est  impossible,  générale- 
ment parlant,  d’inscrire  à une  courbe  donnée  du  deuxième 
degré  un  polygone  qui  soit  en  même  temps  circonscrit  à une 
autre  courbe  de  ce  degré,  et  quand  la  disposition  particuliète 
de  ces  courbes  sera  telle  que  l’inscription  et  la  circonscription 
simultanées  soient  possibles  pour  un  seul  polygone  essayé  à 
volonté,  il  y en  aura,  par  là  meme,  une  inrinité  jouissant  de 
cette  propriété  à l’égard  des  coniques  données. 

Pour  démontrer  ce  théorème  directement,  soient  deux 
lignes  quelconques  du  second  degré;  d’après  nos  principes, 
ces  lignes  pourront,  en  général,  être  projetées  suivant  deux 
circonférences  de  cercle,  bien  que,  dans  des  cas  particuliers, 
cela  puisse  devenir  illusoire. 

2.3, 
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Soienl  (C)  el  (€'),  (Jig.  146)  los  deux  ('irronférenccs  dont  il 
s’ngil;  roncovoiLS 'lin  polygoire  qii(droiH]iir;  olx' x" . . . a'  ins- 
cril  dans  le  cniTln  (f,)  cl  dont  ions  les  rôles  x' x" , de., 
soi(>nl  langcnls  an  ecrele  ((V),  à l’cxeeplion  d'iin  deniier  côté 

Hic . I /(() . 


X' 


xsl',  qui  évidcimneni  ne  saurail,  en  général,  devenir  langeni 
1^  ce  dernier  cercle  que  pour  des  posilions  parliculièrcs  du  jio- 
Ijgone  iloni  U faii  panûe.  Supposons  qu’on  déforme  ce  poly- 
gone de  la  manière  indiquée  au  n”  If,  il  esi  évideni  qu’il  pourra 
prendre  loutes  les  posilions  imaginables  autour  du  cercle  (C'), 
Cl  que,  s’il  esl  possible  d’inscrire  à la  circonférence  (C ) un 
cerlain  polygone  d’uu  égal  nombre  de  côlés,  qui  soil  en  même 
Icmps  circonscrit  à l’autre  (C'),  il  y aura  nécessairement  une 
position  du  polygone  ci-dessus  ofx' ...  a',  telle  que  le  côté  aa' 
' soit  langent  au  cercle  (C);  or  je  dis  que  c’est  impossible  si, 
pour  celle  position  ou  une  position  quelconque  du  polygone, 
la  corde  xa'  n’est  pas  tangente  à ce  cercle. 

En  effet,  nous  avons  vu  au  n°  Il  ci-dessus,  que  le  côté  ax' 
engendre,  en  général,  par  enveloppement  une  circonférence  de 
cercle  distincte  de(C)  et(C'),  et  ayant  avec  celles-ci  une  corde* 
commune  réelle  ou  imaginaire.  Donc,  (]uand  les  cercles  ((i) 
et  (C')  ont  la  position  indiquée  par  la  Jig.  i4ô>  celui  qu’en- 
gendre généralement  le  côté  aa'  ne  saura’i't  visiblement  avoir 
une  tangente  qui  lui  soil  commune  avec  le  cercle  (C'),  et  ainsi 
ilaus  riiypolbèse  où  la  corde  ax'  se  trouverait  touclier  ce  cercle 
pour  la  position  actuelle  (fe  la  figiiré,  celle  corde  envelopperait 
dans  son  mouvement,  le  cercle  (C')  lui-méme,  et  parlant  tous 
les  polygones  xx' x" . . . a'  seraient  à la  fois  inscrits  dans  le 
cercle  (C)  el  circonscrits  au  cercle  ' fi' ). 
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Maintenant,  de  ce  t|u’il  est  prouvé  que  la  proposition  précé- 
dente est  vraie  pour  une  situation  de  la  figure,  indépendante 
de  toute  condition  explicite  et  déterminée  de  grandeur,  on 
peut  conclure  des  principes  posés  au  commencement  du 
111“  (Cahier,  (|ue  la  double  proposition  d’abord  énoncée  est 
vraie  quelle  que  soit  la  situation  relative  des  deux  cercles  don- 
nés (C)  et  (C'),  et  la  raison  en  est  (|u’elle  ne  concerne,  en  effet, 
que  la  direction  indéfinie  des  parties  de  la  figure  et  non  la 
grandeur  de  ces  parties. 


Àutre  démonstralion  du  précédent,  théorème. 

Pour  rendre  la  conséquence  ci-dessus  encore  plus  claire, 
je  vais  emplover  un  genre  de  raisonnement  analytique  dont  je 
me  suis  déjà  servi  dans  jilusieurs  occasions. 

Supposons  que  l’on  cberche  analytiquement  l'équation  du 
cercle  engendré  par  la  corde  aa',  en  partant  de  celles  des  deux 
cercles  (C)  et  (C'j;  ré(|uation  cherchée  dépendra  évidemment 
des  constantes  qui  entrent  dans  les  équations  données  et  du 
nombre  mC'inc  des  cotés  du  polygone  ax' x"....  Un  simple 
^ changement  de  signe  de  la  distance  a qui  sépare  les  deux 
centres  C,  C',  constituera  la  seule  modification  que  |)uisse  su- 
bir l’équation  du  cercle  cnvelop|)é  par  «»',  quand  on  viendra 
à faire  varier  la  position  rcspoctivé  des  cercles  donnés,  puis- 
<|ue,  par  hypothèse,  les  antres-constantes  ne  changent  de  va- 
leurs que  d’une  manière  implicite. 

Or,  pour  la  i)osilion  indiipice  dans  la  précédente  Jig.  iqô. 
un  polygone  d’un  nombre  de  côtés  donné  ne  peut  être  à la  fois 
inscrit  et  circonscrit  aux  cercles  {(i)  et  (C'),  à moins  ([u’il  n’existe 
une  certaine  relation  de  condition  entre  les  constantes  qui 
entrent  dans  les  étiualions  de  ces  deux  cercles.  Onoique  nous 
ne  puissions  à priori,  découvrir  celte  relation,  il  est  permis  d(>^ 
la  représenter  par  l’équation 

/(K,  c,  «,  «)  = n, 

où  a désigne  la  distance  UU',  ii  le  nombre  des  côtés  du  poly- 
gone, etc.;  il  n’en  est  pas  moins  évident  (|ue  si  Ton  en  lirait 
la  valeur  de  u notamment,  et  qu’on  la  substituât  dans  l’équa- 
litm  générale,  supposée  trouvée,  de  la  ciiconféience  (ju’enve- 
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lop|i(\  dans  ses  diverses  posilioiis,  le  eôté  az'  du  polyftoiie  va- 
riable oix' x" . . .a',  celte  équalion,  pour  le  cas  de  la  figure  ci- 
dessus,  (|ui,  par  liypolhèse,  n’assigne  aucune  valpur  particulière 
ou  déterminée  aux  constantes  R,  v,  a et  n qui  y entrent, 
cette  équation,  dis-je,  devrait  se  confondre  avec  celle  de  la 
circonféretice  intérie.ure  (C'j,  ainsi  que  cela  a été  démontré 
précédemment. 

D’ailleurs,  il  est  bien  évident  que  quelles  que  soient  les  posi- 
tions relatives  des  cercles  (C)  et  (C'),  soit  (pi'ils  se  cou|)ent  ou  ne 
se  coupent  pas,  qu’ils  soient  ou  rie  soient  pas  renfermés  l’un 
dans  l’autre,  l’équiriion /(  H,  r,  a,  n.)  = o etcélle  du  cercle  in- 
connu décrit  par  xa',  resteront  de  forme  analytique  parfaite- 
ment invariable. 

Donc  enfin,  pour  tous  les  cas  possibles,  cette  dernière 
équation.d’cnveloppe  deviendra,  p:u- la  relation 

f([{,r,a,n)  — o, 

rigoureusement  identifiable  avec  celle  du  cercle  (C),  et  par 
conséquent  dans  les  mêmes  circonstances,  la  corde  aa'  roulera 
sur  la  circonférence  de  ce  cercle-enveloppe. 

Ainsi,  ce  (|ui  n’avait  été  démontré  que  pour  le  cas  particu- 
Ifer  de  la  figure  précédente  où  le  cercle  (C')  est  entièrement 
intérieur  à (C),  se  trouve  l’être  pour  tous  les  cas  possibles,  et 
par  conséquent,  on  peut  conclure  généralement  et  rigoureu- 
sement, que,  (juand  un  polygone  quelconipie  à la  fois  inscrit 
dans  un  cercle  donné  et  circonscrit  à un  autre  cercle  donné 
vient  à être  déformé  dans  les  conditions  prescrites,  ce  poly- 
gone restera,  dans  toutes  les  positions  possibles,  inscrit  et  cir- 
conscrit exactement  aux  deux  mêmes  cercles. 

Discussion  relative  aux  positions  pour  lesquelles  le  polygone 
. à la  fois  inscrit  et  circonscrit  aux  deux  cercles  change  de 

forme  ou  de  nature. 

Cas  des  polygones  d’ordre  impair.  — On  ne  doit  pas  inférer 
de  ce  <iui  jirécède,  que  réciproquement,  si  deux  circonférences 
de  cercle  quelconques  étaient  données,  et  qu’en  inscrivant 
dans  l’une  d’elles  un  polygone  dont  tous  les  cotés,  à l’exception 
d’un  seul  0,%' , touchassent  l’autre,  ce  dernier  côté  a«'  ne  pour- 
rait, dans  aucune  de  ses  positions,  devenir  tangent  à ce  même 


X . 
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cercle,  quand  on  viendrait  à déformer,  dans  les  ntèmes  condi- 
tions, le  polygone  dont  il  fait  partie. 

.En  effet,  soient  (C)  et  (€'),  ftg.  147,  deux  cercles  qui,  sans 
se  rencontrer,  ne  soient  pas  néanmoins  renfermés  l’un  dans 
l'autre.  Soit  a.  oc' x" x" a.'  un  pentagone  non  convexe,  inscrit  dans 
le  cercle  (C),  et  dont  tous  les  côtés,  à l’exception  du  côté  «a'. 


l'ig.  i'i7. 


touchent  l’autre  cercle  (C'),  polygone  qu’on  peut  obtenir  en 
menant  d’un  point  quelconque  a.  de  (C)  une  tangente  ta.x'  au 
cercle  (C'),  puis  du  point  x'  où  cette  tangente  rencontre  de  nou- 
veau (C)  une  seconde  tangente  x'x"l'  à (C'),  et  ainsi  de  suite;  ce 
qui  donnera  un  dernier  point  ou  sommet  a'  qui  différera,  en 
général,  du  premier  ou  point  de  départ  a,  lec|uel  joint  à a'  par 
une  droite,  formera  le  dernier  côté  aa'  du  polygone,  et  ne  sera 
pas  généralement  tangent  au  cercle  (C'). 

Cela  posé,  il  s’agit  de  montrer  que  ce  dernier  côté  aa'  pourra 
iiéanmoins  devenir  tangent  au  cercle  (C'),  dans  certaines  posi- 
tions du  polygone  auquel  il  appartient. 

Pour  s’en  convaincre,  soit  menée  {jig~  i48)  une  tangente 
t'x"x'  commune  aux  cercles  (C)  et  (C'),  et  dont  l’élément  de 


Plp.  !/|R. 


contact  X"  x'  représente  le  côté  homologue  du  polygone  de  la 
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fig.  i47>  mais  évanoui;  par  le  point  de  contact  double  x" x' , 
soit  menée  une  autre  tangente  x"  U"  au  cercle  ((7);  enfin  du 
deuxième  point  x!"  oii  cotte  tangente,  confondue  avec  celle  x'a. 
[fig.  i47  ).  lenconu  e le  cercle  (C),  soit  menée  de  nouveau  une 
tangente  t'" x’" a.'  ù (C'),  la  corde  a«'  sera  une  des  positions  du 
coté  homologue  de  la  mêmey?g'.  i47>  de  sorte  que  le  penta- 
gone ax'x"x'“'j.'  se  trouvera,  dans  la  nouvelle  position,  réduit 
aux  deux  côtés  xa'  etax'  {fig.  i4<^)>  ‘lu  moins  au  point  de  vue 
purement  géométrique;  le  côté  x' x"  étant  alors  nul,  le  côté  ■ 
:ix'  confondu  avec  le  côté  x" x'"  et  ^"'a'  avec  aa'. 

11  y a plus,  le  côté  x' x"  {fig.  117)  pouvant  devenir  nul  à son 
tour  quand  il  touchera  à la  fois  en  dedans  ou  intérieurement 
les  cercles  (C)  et  ((7),  ce  cas  fournira  une  deuxième  position 
de  la  corde  aa'  tangente  au  cercle  (C7)  et  dont  le  point  de  con- 
tact sur  ce  cercle  sera,  comme  le  point  t"'  {fig.  i48)>  au-des- 
sous de  la  ligne  des  centres  C'C.  Enfin  on  peut  s’assurer  pa- 
reillement que,  ])Our  deux  positions  distinctes,  le  côté  x"x'“ 
pouvant  se  réduire  encore  à zéro  dans  chacun  des  deux  cas, 
le  côté  aa',  indépendant  de  (C')  en  général,  lui  deviendra  néan- 
moins tangent;  les  points  de  contact  du  côté  x"  x"'  avec  ce 
cercle,  étant  tous  les  deux  situés  alors  au-dessus  de  la  ligne 
des  centres  C(7. 

11  suit  de  cette  discussion  que  la  corde  ci-dessus  aa',  pourra 
prendre  les  quatre  positions  indiquées  par  la  figure  suivante; 


Fig.  i/|9. 


positions  dans  lesquelles  le  pentagone  correspondant  se  rédui- 
sant à deux  côtés,  comme  l’indique  la  fig.  i48,  cessera  par 
conséquent  d’être,  à proprement  parler,  un  véritable  polygone 
au  point  de  vue  restreint  de  la  géométrie  ordinaire. 

Maintenant,  si  l’on  se  rappelle  que,  d’après  nos  théorèmes,  le 

• I , 
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oôlé  aa'  doit,  dans  l’hypothèse  générale  du  pentagone  (Jig.  i47)» 
parcourir  une  troisième  circonférence  de  cercle,  on  en  con- 
clura qu’il  prend  les  positions  tangeniielles  aa',  a, a',,  aa',  a,d, 
indiquées  par  la  Jig.  i.^g;  et,  comme  cette  dernière  circonfé- 
rence ne  peut  avoir  que  quatre  tangentes  en  commun  avec  le 
cercle  (C'),  il  est  impossible  également  que  le  côté  mobile  aa' 
ifig.  i4q),  de  ce  pentagone,  devienne  tangent  au  cercle  (C'), 
pour  toute  autre  position  que  celles,  au  nombre  de  quatre, 
tracées  sur  la  Jig.  149- 

Ce  ((ue  nous  venons  de  faire  remarquer  a lieu  évidemment 
d’une  manière  analogue,  pour  tout  polygone  disposé  comme  le 
pentagone  en  question,  et  qui  aurait  un  nombre  impair  de 
côtés;  on  peut  s’en  assurer  en  supposant  alternativement  nuis 
les  deux  côtés  de  ce  polygone  qui,  ainsi  que  a?"  et  x" x'" , sont 
situés  à un  égal  intervalle  des  extrêmes  a.x'  et  a! x"'  ou  a'ar”“‘, 
2N-t-  I étant  le  nombre  impair  des  côtés. 

Dans  les  quatre  positions  correspondantes  du  polygone 
ainsi  dénaturé,  ce  polygone  se  réduit,  comme  dans  le  cas 
précédent,  à plusieurs  lignes  droites  contiguës,  qui  forment 
une  portion  de  polygone  non  fermé  à l’extrémité,  et  dont  le 
nombre  n des  côtés  est  moindre  que  celui  1 des  côtés 
du  polygone  considéré  dans  sa  position  générale. 

Cas  des  polygones  d’ordre  pair.  — L’examen  que  nous  ve- 
nons de  faire  du  cas  {fig.  147)  où  le  polygone  ax'...,  est 
d’ordre  impair  ou  d’un  nombre  impair  de  côtés,  nous  porte 
naturellement  à examiner  aussi  celui  où  l’ordre  est  ]>air. 

Soit  donc  a.j'. . .x'^d  {Jig.  iSo)  le  polygone  dont  il  s’agit, 
(|ue  nous  supposerons,  pour  la  clarté  des  démonstrations,  un 


Fij;  1 :')0 . 


hexagone.  Dans  celte  hypothèse  paiiicidière,  le  côté  indépen- 
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danl  ou  libre  a*'  ne  saurait,  comme  précédemment,  devenir 
tangent  au  cercle  (C');  mais  il  peut  le  devenir  au  cercle  (C), 
c’est-à-dire  qu’il  peut  devenir  nul  ou  s’évanouir  en  grandeur, 
sinon  en  direction. 

A cet  effet,  menons  la  tangente  commune  l"x"  (Jig.  i5i) 
aux  cercles  (C')  et  (C)  ; par  les  points  x"  et  x"'  confondus,  où 
elle  coupe  le  cercle  (C),  soit  menée  pareillement  au  cercle  (C'), 
la  tangente  x" t’  cou|)ant  encore  (C)  en  x',  puis  x'a  touchant 

Fig.  i5i.  • 


I-  1 


(<7)  en  I et  rencontrant  (C)  au  second  point  a;  le  polygone 
dont  a serait  le  sommet  de  départ,  aura  pour  côté  libre  ad, 
c’est-à-dire  l’élément  tangentiel  en  ce  point. 

Ceci  posé,  il  est  clair  que  si,  du  point  a,  on  mène  une  tan- 
gente tax'  au  cercle  (C'),  ce  qui  donnera  le  côté  ad,  et,  par 
son  intersection,  le  second  sommet  x'  de  l’hexagone;  que  si 
de  ce  sommet  x',  on  mène  la  tangente  x' x"  t’ au  cercle  (C'),  on 
aura  le  troisième  côté  x' x"  évanoui  ou-  nul  pour  la  fig.  i5i  ; 
(]ue  si  l’on  mène  pareillement  du  troisième  sommet  d',  la  tan- 
gente x"t"  au  même  cercle  (C'),  on  aura  le  Quatrième  som- 
met d"  confondu  avec  le  sommet  x",  et,  en  continuant  aiiisj 
jusqu’au  dernier  côté  de  fig.  i5o,  il  est  visible  que  le  der- 
nier sommet  a'  tombera  sur  le  premier  a,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  que  le  côté  aa'  réduit  à zéro,  sera  tangent  au  cer- 
cle (C)  au  point  de  départ  a. 

L’hexagone  de  la  Jig.  i5o,  se  trouve  donc  ainsi  réduit  aux 
côtés  d’angle  inscrit  ad  et  x' x" -,  les  autres  côtés,  aa',  x"  x"', 
s’étant  évanouis  tangentiellement  à{C)ou  confondus  par  deux 
(x'x",  x"' X"  ).'  Les  cercles  (C)  et  dans  la  position  sup- 
posée, ayant  d’ailleurs  quatre  tangentes  communes,  il.  exis- 
tera (piatre  positions  particulières  de  riiexagone  doiit  il  s’agit 


Digilized  by  Googlq 


DES  SYSTÈMES  DE  CUNIQUES,  ETC.,  SUR  UK  PLAN.  363 
a.jc' x" ...a!  pour  lesquelles  les  cordes  aa'  el  x" x"',  deviendront 
nulles,  el  auront  par  conséquent  les  positions  indiquées  sur 
la  fig.  i5a  ci-dessous,  où  cet  hexagone  se  trouve  en  effet  ré- 
duit à deux  seuls  cô|és. 

Fijj.  i52. 


Le  côté  devant  envelopper  dans  son  niouveineui,  une 
même  circonférence  de  cercle  (C"),  ce  dernier  cercle  aura  évi- 
demment la  position  indiquée  par  la  fg.  i52,  où  ax,  a, a',,  aa' , 
a,  a',  représentent  les  cotés  évanouis  du  polygone,  abstraction 
faite  des  groupes  de  côtés  superposés  entre  eux  et  formant 
un  égal  nombre  d’angles  restés  ouverts. 

Si,  au  lieu  d’un  hexagone,  on  eût  considéré  un  polygotie 
d’un  nombre  quelconque  j)air  de  côtés  as,  on  eût  conclu  éga- 
lement que  le  côté  libre  aa'  ne  saurait  généralement  toucher 
le  cercle  (C')  en  aucune  position,  mais  (|ue,  pour  quatre  po- 
sitions distinctes,  ce  même  côté  s’évanouissant  devient  tangent 
au  cercle  (C),  comme  le  représente  aussi  la_^'g-.  i5a. 

Hypothèses  particulières  et  conclusion. — Si  les  deux  cer- 
cles (C)  el  (C')  se  coupaient  effectivement,  il  n’y  aurait  jtlus 
que  deux  tangentes  qui  leur  fussent  communes,  et  comme  on 
peut  s’en'assurcr  directement,  il  n’y  aurait  plus  aussi  que  deux 
positions  différentes  du  polygone  ci-dessus,  pour  lestjuelles  le 
côté  aa'  deviendrait  tangent  au  cercle  ((])  ou  au  cercle  (C'). 
Dans  tous  les  cas  d’ailleurs,  le  nombre  de  côtés  du  polygone 
se  réduirait  nécessairement,  et  même  en  général,  ce  polygone 
resterait  ouvert. 

Enfin,  si  les  cercles  (C)  el  (C'),  sans  se  couper  étaient  renfer- 
més Tun  dans  l’autre,  le  côté  aa'  ne  pourrait  plus  dans  aucune 
position,  loucher  ni  l’un  ni  l’autre  des  cercles  (C)  ou  (C'),  à 
moins  de  louçher  ce  dernier  dans  toutes  ses  positions. 

Ces  diverses  remarques  confirment  paiTaitement  ce  (|ue 


Digitized  by  Googic 


304  VI'  CAIIIKH.  - l'UOPRIÉTÉS  DESCRIPTIVES 

nous  avions  conclu  des  lliéorènies  gcnérauA  (III  et  suivants), 
an  conmiencenienl  de  ce  paragraphe,  savoir  que  « deux  cer- 
)i  des  étant  donnés  sur  un  |)lan,  il  est  impossible,  en  général, 
))  d’inscrire  dans  l’un  d’eux  un  polvgone  qui.  soit  en  même 
» temps  circonscrit  à l’autre,  et  quand,  pour  une  situation 
» particulière  de  ces  cercles,  un  tel  polygone  est  possible,  il 
« y en  a une  infinité  d’autres  de  même  ordre  qui  jouissent  de 
n cette  singulière  propriété  (*).  » 

Extension  des  résultats  et  des  considérations  précédentes 
aux  sections  coniques  en  général,  situées  sur  plan. 

Uevenons  maintenant  à la  consé(iuence  générale,  relative 
aux  coniques,  tpii  l'ait  l’objet  principal  de  ce  paragraphe  et 
dont  nous  nous  sommes  écartés  un  instant. 

D’après  la  remar(|ue  faite  tout  d’abord,  les  deux  cercles  (C) 
et  (C')  peuvent  être  considérés  comme  la  projection  de  deux 
courbes  quelconques  du  second  degré,  au  moins  en  général  ; 
car,  pour  des  positions  particidières  de  ces  courbes,  la  projec- 
tion peut  devenir  imaginaire,  impossible  géométriquement. 
Donc,  d’après  ce  qui  vient  d’être  établi  sulr  le  système  parti- 


(*)  Cette  facile  consécuionce  d’une  analyse  en  elle-même  délicate  et 
pénible  par  les  développements  qu’elle  comporte,  olTre  une  analogie  frap- 
pante avec  celles  qui,  pour  les  polygones  d’ordre  pair,  ont  été  l’objet 
déjà  de  diverses  réflexions  dans  le  IIE  Cahier  (note  de  la  p.  ai  a).  Çe  n’est 
que  bien  tardivement  encore  que  cette  singulière  proposition  et  ses  an- 
nexes ont  attiré  l’attention  des  géomètres,  malgré  l’annonce  que  j’en  avais 
faite,  dès  1817,  dans  les  Annales  de  M<ahénnui<pies  de  Noues,  et  leur  dé- 
monstration, en  i8aa,  dans  le  Traité  des  Pmpriétes projeetires  (tes figures, 
où  elles  sont  exposées  par  une  voie  improprement  nommée  synthétiepa-,  très- 
rapide  et  rigoureuse,  mais  qui  laisse  peu  entrevoir  les  difficultés  inhérentes 
à leur  démonstration  algébrique  par  les  procédés  ordinaires  de  l’élimina- 
tion. Ce  n’est  qu’en  i8a8  seulement,  qu’un  illustre  et  fécond  géomètre, 
M.  .laeobi,  a fait,  des  théorèmes  sur  l'inscription  et  la  circonscription  si- 
multanées d’un  polygone  au  système  de  deux  cercles,  l’objet  d’une  étude 
approfondie  où  ces  théorèmes  sont  rattachés  à la  doctrine  des  fonctions 
elliptiques,  comme  je  le  ferai  mieux  voir  dans  une  Note  sjiéciale,  à la 
suite  do  ce  volume,  où  on  en  lira  avec  intérêt,  d’autres  deM.  Moutard  et 
lie  M.  Mannheim  connu  par  de  belles  études  de  géométrie  pure.  La  Note 
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culier  de  deux  cercles,  on  esl  autorisé  à conclure  aussi  d’une 
manière  générale,  que  : 

n Sideyx  courbes  du  second  degré  sont  telles,  qu’on  puisse 
I)  inscrire  dans  l'une,  un  polygone  d’un  certain  nombre  d<î 
« côtés,  qui  soit  en  même  temps  circonscrit  à l’autre,  il  y 
» aura  une  inlinité  de  polygones  de  ce  nombre  de  côtés,  qui 
« jouiront  de  la  même  propriété.  » 

De  là  encore  on  peut  conclure,  comme  nous  l’avons  aussi 
annoncé,  ipie,  « deux  courbes  quclcon(|ues  du  second  degri- 
» étant  données  sur  un  plan,  il  <;st  impossible,  en  général, 
» d’inscrire  dans  l’une  (]uelcoiuiue  d’entre  elles,  un  polygone 
» qui  soit  en  même  tenqrs  circonscrit  à l’autre.  » 

.\ii  reste,  on  doit  remar(]uer  qu’il  eût  été  possible  de  dé- 
montrer ces  propriétés  relatives  aux  coni(|ues  considérées  au 
point  de  vue  le  plus  général,  absolument  de  la  même  manière 
<|uc  nous  l’avons  fait  en  dernier  lieu,  à l’égard  du  système 
simi)le  de  deux  cercles,  puisque  deux  lignes  quelconques  du 
deuxième  degré  n’ont,  ainsi  que  deux  cercles,  pas  plus  de 
quîltre  tangentes  cominuires.  Cette  démonstration  eût  été 
plus  directe  et  plus  générale  à la  fois  : si  je  ne  lui  ai  pas 
donné  la  |)référence,  c’est  qu’elle  ne  s’est  pas  présentée 


de  ce  dernier  se  rattache,  par  son  caractère  propre,  plus  particulièrement 
aux  spéculations  du  111'  volume  de  cet  ouvrage  consacré  aux  Proprictc's 
projeriivcx  dcs/igurcs,  à l'égard  ducpiel  elle  constitue  une  véritable  anti- 
cipation ilans  l’ordre  historique  et  didactique  des  idées.  J’ai  cru  cependant 
utile  de  la  publier  ici  comme  un  nouvel  exemple  de  Textrérao  simplicité 
avec  laquelle  certaines  propositions  qui  ont  tant  coûté  d’elforts  aux  pre- 
miers inventeurs,  peuvent  être  établies,  démontréesy  en  mettant  à prolit 
ja  connaissance  des  doctrines  et  des  notions  mêmes  dont  ces  efforts  ont 
été,'tout  au  moins,  une  cause  de  développements  ultérieurs;  je  veux  dire 
les  doctrines,  les  notions  relatives  à la  continuité,  si  mal  accueillies  à l’ori- 
gine, et  dont  l’influence  se  laisse  apercevoir  jusque  dans  les  écrits  algé- 
briques de  notre  époque,  surtout  dans  ceux  qui  appartiennent  au  do- 
maine de  la  géométrie  des  formes  et  du  mouvement.  lii,  en  effet,  on 
n’échappe  aux  difficultés  inhérentes  à la  continuité  qu’à  l’aide  de  sous-en- 
tendus, do  paralogismes,  de  cercles  vicieux,  de  subterfuges  même,  dont 
les  écrits  do  nos  plus  grands  géomètres  algébrisles  ne  sont  pas  toujours 
exempts.  — En  présence  dos  Sophistes  et  des  Sceptiques,  Euclide  n’a  pas 
tenté  la  démon/îtration  de  son  célèbre sur  les  lignes  parallèles. 
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d’abord  à mon  cspril,  à cause  de  la  diflicullé  des  tracés  géo- 
métriques. 

La  propriiHé  ci-après,  peut  être  regardée  encoi;e  comme 
une  conséquence  immédiate  de  celles  (|ue  je  viens  de  dé- 
montrer. 


Théorème  relatif  à Tinscriplion  et  à la  circonscription  simul- 
tanées d'un  polygone  variable  d’ordre  <nielcnn(iue,  âu  .?>■»- 
tènie  de  deux  coni(jucs  sur  an  plan. 

Soient  mn...  p et  xx...  a'  [fig.  i53)  deux  courbes  quel- 
conques (lu  second  degré,  mno...p\  un  [uilygone  égale- 
ment quelconque,  circonscrit  à la  première  (pie  je  nomme  ((!'), 
et  dont  tous  les  sommets  soient  situés  sur  l’autre  courbe 

l'ig.  i5:î. 


n II! 


P 


mn.  . ou  (C),  à l’exception  du  sommet  \,  (pii  ne  saurait, 
en  général,  y être  silité  en  même  temps  que  les  précédents; 
ce  sommet  X,  demeuré  libre,  décrira,  comme  nous  l’avons 
vu  (art.  //’),  une  section  conique;  or  je  dis  que  cette  courbé 
se  confondra  avec  la  conique  mn...p  ou  (C'),  quand,  pour 
une  certaine  position  assignée,  le  polygone  mno...  X aura 
tous  ses  sommets  situés  sur  cette  courbe. 

Cette  proposition  est  assez  évidente  d’après  tout  ce  qui  pré- 
cède, |H)ur  qu’il  devienne  inutile  de  la  démontrer  directement. 
On  peut  cependant  observer  encore  que  si,  pour  une  position 
'donnée  analogue  à celle  de  la  ligure  ci-dessus,  le  polygone 
mn. . . p\  n’avait  pas  tous  ses  sommets  places  sur  la  courbe 
(C),  on  ne  devrait  pas  généralement  en  conclure  que  la 
courbe  décrite  par  ce  spmmet,  ne  piil  avoir  aucun  point  en 
commun  avec  la  conique  tC). 
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En  effet,  nous  avons  vu  précédemment,  par  le  cas  des 
cercles,  que  le  côté  a«'  du  polygone  xx’ x" . . . a'  inscrit  à (C), 
et  conjugué  à celui  mn. . . X en  (juestion,  pouvait,  en  géné- 
ral, devenir  tangent  à la  conique  efgh,  enveloppe  de  ses  divers 
autres  côtés,  ])Our  quatre  (jositioiis  distinctes  et  tout  à fait 
singulières,  le  polygone  y.x' x" . . . a',  circonscrit  en  ses  divers 
sommets,  se  réduisant  alors  lui-mènte  à un  nombre  moindre 
de  côtés,  et  restant  entièrement  ouvert. 

Donc,  dans  ces  mômes  circonstances,  le  polygone  mobile 
mno...\{Jig.  i53),  complètement  circonscrit'^i  (C'),  mais  non 
généralement  inscrità(C),  aura  son  sommet  libre  X placé,  à 
,son  tour,  sur  la  conique  extérieure  (C).  Or  comme,  par  suite, 
ce  ])olygone  se  sera  entièrement  déformé  et  réduit  à deux  de 
ses  côtés,  il  aura  réellement  cessé  d’exister  au  point  (bî  vue  de 
la  géométrie  ordinaire. 


APPENDICE.  — DÉTEIIMIN.VTIO.N  (lÉOVlÉTlirOCE  DES  ÉLÉME.XTS  PRINOICAI  X 
ET  DES  l.XTERSECTIO.XS,  PAR  i;.XE  DROITE,  D’U.XE  COURRE  DU  SECOND^ 
DEORÉ  DONNÉE  PAR  CINO  POINTS  OUELCONQUES  SUR  UN  PI.AN. 

Exposé.  — Nous  avons  annoncé  la  .solution  de  ce  problème  dans  le 
IIP  Cahier;  ij  s’agissait  alors,  en  effet,  de  trouver  les  intersections  d’une 
droite  et  d’une  section  conique  dont  on  a seulement  cinq  points,  mais 
sans  recourir  au  tracé  de  la  courbe,  toujours  long  et  pénible;  question 
résolue  ^*)  piar  M.  Brianchon  à l’aide  de  considérations  fondées  sur  la 
théorie  des  transversales.  Je  me  propose  ici  de  discuter,  de  déterminer 
explicitement  la  courbe  par  son  centre  et  ses  axes  reclangulaires-ou  obli- 


(*)  Voy.  t.  I de  la  Corrapondance  sur  PÉcole  polytrchniijue  (i8o,l  à 1808), 
p.  434,  eu  le  prolïlème  est  r.amené,  à celui  de  constntfrr  uvec  lu  règle  et  le  co/ri- 
puSy  l'intersection  d'une  droite  donnée  et  d'une' sttrfuce  gnuche  du  deuxième  degré. 
Ici  au  contraire,  il  s'agissait,  eu  général,  de  discuter  la  courha  et  d’en  deter- 
, miner,  de  la  manière  la  plus  simple  possible,  les  principaux  élémenls  pour  en 
‘ appliquer  les  résultats  au  problème  de  l’inscription  des  polygones  aux  courbes  du 
deuxième  degré^  etc.,  comme  j’en  ai  déjà  fait  la  remarque  dans  une  note  de  la 
page  i5o.  Or  le  but  de  semblables  recherches  n’est  point  aussi  élémentaire  qu’il 
parait  l’ètre,  quand  on  se  propose  d’en  réduire  les  solutions  au  plus  petit  nom- 
bre possible  de  .tracés  ou  de  calculs:  but  non  encore  atteint  à mon  sens,  d'une 
manière  satisfaisante  aujourd’hui  (iSGj),  ni  par  la  géométrie,  ni  par  l’analyse 
algébrique,  a cause  du  trop  grand  nombre  d’opérations  auxquelles,  pratique- 
ment, il  enlraine. 
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qiies,  CO  qui  permettra  ensuite  de  résoudre,  par  les  moyens  ordinaires, 
les  divers  problèmes  relatifs  à cette  courbe.  ' 

Soient  A,  B,  C,  U et  IC  (fg.  i54  ) les  cinq  points  par  lesquels  on  veut 
faire  passer  une  section  conique.  On  commencera  par  examiner  si  ces 
points  appartiennent  à une  seule  branche  ou  à deux  branches  distinctes  de 
courbe,  comme  cela  pourrait  arriver  si  cotte  courbe  devait  être  une  hyper- 
bole. A cet  effet,  on  imaginera  une  droite  passant  par  l'un  des  points  donnes 
et  laissant  en  dehors  tous  les  autres.  Supposons  que  A soit  le  point  choisi 
en  particulier;  on  imaginera  que  cette  droite,  laissant  tous  les  autres  points 
d’un  même  côté  de  sa  direction , vienne  à tourner  autour  do  A comme 
pôle  et  dans  un  i^tbme  sens,  jusqu’à  ce  qu’elle  atteigne  un  second.  B,  des 
points  donnés,  en  laissant  toujours  les  derniei’S  au-dessus  de  sa  direction. 


Fi[;.  i5/|. 


(Jn  imaginera  pareillement  qu’une  droite  passant  par  le  point  B cl  laissant 
tous  les  autres  en  dessus  de  sa  direction,  vienne  à pivoter,  toujours  dans 
le  même  sens  et  de  la  même  manière,  autour  de  ce  point  comme  pôle  jus- 
<iu’à  rencontrer  un  nouveau  point  C;  en  continuant  ainsi,  on  finira  par 
former  un  pentagone  ABCDE,  dont  les  cinq  points  donnés  seront  les  som- 
mets respectifs. 

Cela  posé,  si  le  pentagone  ainsi  obtenu  est  co«w.rf , les  points  donnés 
appartiendront  à une  môme  branche  de  courbe;  dans  le  cas  contraire,  ces 
points  seront  situés  sur  deux  branches  distinctes,  et  la  conique  cherchée 
sera  par  conséquent  une  hyperbole  (*).  Dans  le  cas  actuel  do  la  fig.  1 54,  le 
pentagone  est  convexe:  ainsi  il  est  impossible  de  reconnaître  à priori, 
res()èce  de  la  conique  qui  lui  est  circonscrite. 

Recherche  d’un  sixième  /mni  (luelcnnque  delà  conique. — .Maintenant 
si  l’on  se  rappelle  (Art.  h'  et  FJl  du  lll'  Cah.)  que,  dans  un  hexagone  quel- 
conque inscrit  à une  courbe  du  second  degré,  les  trois  points  où  sc  ren- 


v’)  V<y.,  i>  1.1  suite  etc  ce  vuliime,  une  Note  an.tlytiqiie  relative  ii  ce  snjel. 


Digilized  bÿ  Googl 


DES  SYSTÈMES  DE  CONIQUES,  ETC.,  SUR  UN  PLAN.  36g 

contrent  les  côtés  rcs^K-ctivoment  opposés  sont  situés  sur  la  même  ligne 
droite,  il  sera  facile  de  déterminer  un  si.vième  pioint  d’une  toile  courbe 
au  moyen  dos  cinq  autres.  Les  cinq  points  de  \a  ftg.  i5,j  étant  donmis  à 
priori,  on  considérera  le.s  quatre  côtés  AB,  IIC,  Cl),  DE  du  peu  lagune, déjà 
défini  ci-dessus,  comme  les  tpiatre  premiers  côtés  do  riiexagone  inscrit  à 
la  courbé  cliercliée;  pour  trouver  les  deux  derniers,  l'un  adjacent  à AB  et 
l'autro  à ED,  on  prolongera  les  côtés  opposés  .\B  et  DE  jusfpi'à  leur  ren- 
contre en  1,  et  indéfiniment  les  deux  autres  côtés  BC  et  CD  ; ensuite  par 
le  point  1,  on  mènera  une  droite  arbitraire  KL,  coupant  les  côtés  BC  et  CD 
prolon.gés,  aux  points  K et  L;  enfin,  on  joindra  le  point  K au  point  A par 
la  droite  KAX  aussi  prolongée,  et  joignant  de  même,  L et  E par  la  droite 
LKX  qui  rencontre  la  première  an  point  X,  on  formera  av»'  ces  deux 
nouvelles  droites,  l'hexagone  ABCDEX,  dont  les  côtés  opposés  se  couperont 
respectivement  aux  trois  points  K,  1 et  L situés  en  ligne  droite,  et  qui 
par  conséquent  sera  inscrit  à la  courbe  cherchée.  Donc  le  (joint  .X  obloiui 
do  cotte  manière,  est  un  sixième  [loint  de  cette  eourhe. 

I.a  construction  (irécédenle  donnerait  successivement  autant  de  (Joints 
qn'on  voudrait  de  la  eoni((ue  qui  contient  les  cinq  (loints  .V,  B,  C,  D et  E; 
si  donc  on  no  so  proposait  que  de  décrire  cette  courbe  par  [joints  et  d’en 
trouver  les  intersections  (lar  une  droite  donnée,  le  (iroblémc  serait  par- 
faitement résolu;  mais  s'il  fallait  [jréalablement  en  déterminer  le  centre 
elles  axes,  sans  la  décrire,  voici  comment  on  pourrait  s'y  prendre. 

Recherdu:  du  centre  de  la  cnnique. — Observant  que  toute  droite  pas- 
sant par  le  milieu  de  deux  cordes  paraltèles  de  la  courbe  cherchée,  est  né- 
cessairement un  de  ses  diamètres  et  contient  son  centre,  il  suffira  de 
déterminer  deux  semblables  droites  pour  obtenir  ce  centre  par  leur  mu- 
tuelle intersection  ; or  cela  est  très-facile. 

En  effet,  si,  au  lieu  de  prendre  la  génératrice  LEX  arbitrairement,  ainçi 
que  nous  l'avons  fait  ci-dessus,  on. la  mène  parallèlement  à la  corde  BC 
l’un  des  côtés  du  pentagone  ABCDE,  la  corde  EX  terminée  aux  points  E 
et  X de  la  conique  étant  parallèle  à BC,  la  droite  indéfinie  qui  passe  par 
lesmilieux  respectifs  de  ces  deux  cordes  sera  l’un  des  diamètres  cherchés. 
En  considérant  pareillement  l'autre  génératrice  AX,  dans  la  (losition  où 
elle  est  parallèle  à la  corde  CD,  il  en  résultera  une  nouvelle  corde  AX 
de  la  conique,  parallèle  à celte  dernière,  et  par  conséquent  la  direction 
indéfinie  d’un  nouveau  diamètre  de  la  conique. 

L'intersection  des  deux  diamètres  ainsi  obtenus  donnant  le  centre  de 
cette  courbe,  sa  position  permettra  de  juger  quelle  en  est  l’espèce  par- 
ticulière: les  cinq  points  donnés  A,  B,  C,  D et  E suffisant  en. effet,  (>our 
faire  connaître  do  quel  côté  est  tournée  la  convexité  ou  la  concavité  de  la 
conique  qui  y passe;  on  pourra  affirmer  à priori,  que  celte  courbe  est  une 
ellipse  si  le  centre  obtenu  est  situé  dans  sa  concavité,  ou  une  hyperbole 
dans  le  cas  contraire.  Quant  au  cas  de  la  parabole,  il  se  reconnaîtra  de 

I ?4 


Digitized  by  Googic 


'^7«>  ' I'  ('.AIIIHU.  - l-Uol'mfiTfiS  DESCRIPTIVES 

suite,  en  ce.  que  ce  cenlre  se  Iroiiverii  situé  i\  l’infini,  c’esl-ii-dire  que  les 
(liamélres  iléterminés  ci-dessus,  seront  alors  parallèles,  etc.  ('.et  examen 
(l’aillenrs  n’est  indispensable  <|nc  pour  le  cas  ou  les  cinq  points  donnés  Se 
trouvent  sur  une  même  branche  de  courbe;  car,  dans  le  cas  contraire, 
ainsi  que  je  l’ai  déjà  fait  remarquer,  l’espèce  do  la  courbe  est  compléle- 
mont  déterminée  à priori. 

IXvflu’rcUc  d’un  \ystèim.-  ili;  diamètres  conjugues.  — Connaissant  ainsi 
l’espèce  do  lu  courbe  et  la  position  do  son  centre  dans  les  cas  de  l’ellipse  ou 
de  l’hyperbole,  on  pourra  aisément  obtenir  un  de  ses  systèmes  de  dia- 
mètres conjugués.- On  commencera  par  déterminer  le  diamètre  qui  passe 
par  le  point  E ou  A,  en  direction  et  en  grandeur,  en  considérant  la  géné- 
ratrice LEX  dans  la  position  où  elle  passe  par  le  cenlre  déjà  trouvé;  car 
le  point  T,  ainsi  obtenu  sur  la  courbe,  sera  l’une  des  extrémités  du  dia- 
mètre correspondant,  dont  le  point  E est  naturellement  l’extrémité  oppo- 
sée. Ee  diamètre  conjugué  au  précédent  étant  parallèle  à la  tangente  relative 
à l’extrémité  E.  on  construira  celte  dernière  tangente  par  le  |)rocédé  du 
n°  f il,  p.  i38  (lir  Cahier);  ce  qui  déterminera  la  direction  de  ce  dia- 
mètre, et  suffira  pour  en  trouver  la  longueur. 

A cet  effet,  on  imaginera  que  la  courbe  soit  rapportée  aux  diamètres 
conjugués  ainsi  obtenus,  son  équation  étant 

a’ h’ 

si  c’est  une  ellipse,  et 

si  c’est  une  hyperbole,  les  coordonnées  .r  et  r étant  obliques  et  parallèles 
aux  diamètres  conjugués  en  question. 

Cola  posé,  si  l’on  imagine  que  « représente  le  demi-diamètre  connu, 
qui  passe  par  E,  et  que  x'  et  f repré.scntcnt  les  coordonnées  également 
connues  de  l’un  des  quatre  points  donnés  A,  B,  C et  D,  on  aura  respec- 
tivement, pour  déterminer  la  grandeur  b du  demi-diamètre  conjugué  au 
premier,  d’après  les  équations  ci-dessus, 

b=-Æ=  ou  b=-jg=. 
ya’  — je”  yn~-\-.r‘ 

Ces  expressions  peuvent  se  construire  facilement  au  moyen  d’une  qua- 
trième proportionnelle,  telle  que,  par  exemple,  , 

— r”  ; y'  W a \h. 

Iæs  diamètres  conjugués  do  la  courbe  inconnue  étant  ainsi  déterminés 
en  grandeur  et  en  direction , ses  axes  rectangidaires  le  seront  eux-mêmes 
d'après  la  construction  donnée  dans  les  Éléments.  Ainsi  la  première  par- 
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. tie  (lu  problème  proposé  pourrait  être  censée  résolue  pour  lc«s  cas  de  l’el- 
li|)se  el  de  l’hyperbole;  de  plus,  je  ferai  remarquer  en  |>assant  que,  dans 
ce  dernier  cas,  la  connaissance  des  diamètres  conjugués  de  la  conique 
(5her(diée  entraîne,  par  une  conslniclion  lr(>s-siniple,  c(>lle  do  ses  asymp- 
totes, de  ses  axes  [trincipaux,  etc. 

Cas  de  la  parabole.  — Quand  la  courbe  (pii  [lasse  jiar  les  citui  points 
donnés  A,  B,  C,  I)  et  E,  est  une  parabole,  il  n’existe  plus  de  centre  ni 
de  diamètres  conjugués,  mais  il  n’oo  résulte  aucune  difficulté. 

On  mènera,  comme  précédemment,  par  le  point  E de  la  courbe,  une 
droite  qui  lui  soit  tangente,  puis  une  autre  droite  diamikrale  Et)  { pg.  1 55), 
parallèle  à celles  construites  d’abord.  On  considérera,  de  plus,  la  généra- 
trice LEX  {fig.  i54)  dails  la  position  {Jig.  i55)  où  elle  se  trouve  perpen- 
diculaire à la  direction  de  ces  diamétrales;  ce  qui  donnera  un  point  X 
d’intersection  de  cette  perpendiculaire  avec  la  parabole. 

Cela  posé,  soient  MET  la  tangente  dont  il  vient  d’être  parlé,  EO  la 
droite  diamétrale  correspondante;  EX  la  corde  perpendiculaire  à EO,dont 
l’extrémité  X est  également  censée  déjà  construite;  cette  corde  E.X  étant, 
par  hypothèse,  perpendiculaire  à l’axe  de  symétrie  MN  de  la  parabole,  se 


Fijj.  i55. 


trouve  divisée  etf  parties  égales  au  point  I par  cet  axe  ; donc  si  l’on  mène 
par  1 une  parallèle  à EO , ce  sera  l’axe  même  dont  il  s’agit.  Pour  trouver 
le  foyer  F do  la  parabole  sur  la  direction  de  l’a.xe  MN,  on  mènera  par  le 
point  E,  la  droite  EF  faisant  avec  la  tangente  MET  un  angle  aigu  MEF 
égal  à l’angle  OET  ou  O'EM,  et  cotte  droite  viendra  couper  l’axe  MN  au 
foyer  F,  demandé.  Pour  obtenir  la  directrice  PQ  de  la  parabole,  on  por- 
tera le  rayon  vecteur  EF  do  E en  / sur  EO'  prolongement  do  OE,  et,  du 
point/,  on  abaissera  la  perpendiculaire  indéhnie  P/ Q sur  Taxe  JfN  ; ce 
qui  donnera  la  directrice  cherchée;  la  parabole  se  trouvera  donc  aussi  par- 
faitement déterminée  dans  ses  éléments  principaux. 

Recherche  en  général,  des  intersections  de  la  conique,  non  déerite,  avec 
une  droite  déjà  tracée,  ete.  — Si,  étant  donné’s  cinq  points  d’une  courbe 

24. 
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(lu  seront!  tlojiré,  on  so  proposait  soit  d’en  trouver  les  intersections  avec, 
line  droite  donnée,  soit  de  lui  mener  une  tangente  par  un  point  pris  ar- 
hilrairement,  il  no  serait  pas  nécessaire,  dans  les  cas  de  l’ellipse  et  de 
l'hyperliole,  d’en  construire  les  axes  rectangulaires;  il  sullirait,  en  vertu 
des  considérations  suivantes,  très-simples,  d’en  déterminer,  comme  nous 
l’avons  fait  ci-dessus,  deux  diamètres  conjugués. 

Puistpie  l’équation  d’une  courbe  du  secontl  degré,  rapportée  à son  cen- 
tre et  à ses  diamètres  conjugués  obbques,  est  absolument  de  même  forme, 
que  celle  de  celte  courbe  rapportée  à son  centre  et  à ses  axes  rectangu- 
laires, il  s’ensuit  que  si,  laissant  fixe  l’un  des  deux  diamètres  conjugués 
auxquels  elle  est  rapportée  dans  le  premier  cas,  on  redresse,  perpendi- 
culairement à ce  diamètre,  celui  qui  lui  est  conjugué  ainsi  que  toutes  les 
ordonnées  qui  lui  sont  parallèles,  en  leur  conservant  leurs  grandeurs 
respectives,  la  courbe  formée  par  les  extrémités  des  ordonnées  ainsi  re- 
dressées, sera  de  même  espèce  que  la  première , aura  pour  l’ùn  de  ses 
axes  rectangulaires  le  diamètre  même  resté  fixe,  et  pour  l’autre,  celui 
qui  lui  est  conjugué,  redressé  comme  je  l’ai  dit.  De  plus^  s’il  se  trouve 
sur  le  plan  de  la  courbe  primitive  è ordonnées  obliq\ies,  une  droite  tan- 
gente ou  non  à celte  courbe,  et  si  l’on  en  redresse  de  même  les  ordonnées 
obliques,  parallèles  aux  précédentes  comptées  du  diamètre  fixe,  leurs 
extrémités  supérieures  appartiendront  à une  autre  droite'  tangente  ou  sé- 
cante de  la  nouvelle  courbe,  en  des  points  correspondants  aux  points 
communs  à la  conique  et  à la  droite  primitives,  mais  redressés  toujours 
suivant  la  même  loi. 

D'après  ce  système  de  transformation , il  sera  donc,  facile,  une  courbe 
du  second  degré  étant  donnée  par  ses  diamètres  conjugués,  si  l’on  vent  en 
trouver  l’intersection  avec  une  droite  donnée,  ou  lui  mener  une  tangente 
par  un  point  donné,  de  ramener  la  question  aux  questions  plus  simples 
déjà  résolues  (Prob.  XIV,  t’jih.  1,  Lemnws  de  géométrie^  où  les  axes 
rectangulaires  de  la  conique  sont  donnés  en  grandeur  et  de  position.  Pour 
y parvenir,  il  suffira,  en  effet,  de  redresser  suivant  le  procédé  ci-dessus, 
la  droite  ou  le  point  donné  ainsi  quo  le  diamètre  oblique  de  la  conique 
appartenant  aux  cinq  points  primitivement  donnés , de  manière  que  la 
nouvelle  courbe  étant  rapportée  à son  contre  et  à ses  axes,  on  en  puisse 
facilement  déterminer  l’un  des  foyers,  la  directrice,  etc. 

Tout  ceci  me  paraît  assez  évident  au  premier  aperçu,  pour  qu’il  soit 
inutile  d’en  donner  une  plus  ample  explication  en  recourant  au  tracé  tout 
élémentaire  d’une  troisième  figure. 


Dii.i 
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SEPTIÈME  ET  DERNIER  CAHIER. 

EXTRAIT  RÊ8U51É  DES  PRÉCÉDENTS  CAHIERS, 

OU  MÉMOIRE  sua  UNE  CLASSE  INTÉRESSANTE  DE  PROPRIÉTÉS 
DESCRIPTIVES  DES  FIGURES  {*). 


Nous  nous  proposons  d’éludier,  de  démonlrer  dans  ce  Mé- 
moire, cette  classe  de  propriétés  des  ligures  dont  les  parties 
sont  liées  entre  elles  par  des  conditions  générales  de  position, 
indépendantes  de  toute  grandeurou  mesure  déterminée.  Telle 
serait,  par  exemple,  une  propriété  relative  aux  points  de  con- 
cours  de  certaines  lignes  droites  passant  par  des  points  de  posi-  ' . t 

tion  assignée  ou  touchant  des  lignes  données  du  second  degré. 

Telle  serait  encore  la  propriété  dont  jouirait  un  certain  point 
mobilerelativementà  la  nature  de  lacourbequ’il  engendre  dans 
son  mouvement,  lorsqu’il  ne  varie  pas  d’après  une  condition 
dépendante  d’une  grandeur  constante  ou  déterminée.  Ainsi  les 
propriétés  qui  tiendraient  à l’ouverture  d’un  certain  angle,  à la 
longueur  d’un  paramètre  ou  à la  direction  des  normales  d’une 
courbe,  seront  entièrement  exclues  de  la  classe  de  propriétés 
dont  il  s’agit.  Il  est  indispensable  de  se  rappeler  cette  re- 
marque dans  tout  le  cours  de  ce  Mémoire,  sans  quoi  il  serait 
souvent  inintelligible. 

Nous  nous  dispenserons  de  la  rappeler;  mais,  quand  il  sera 
question  de  propriétés  d’une  autre  nature,  nous  aurons  tou- 


(*)  Ce  Mémoire,  en  quelque  sorte  récapitulatif,  doit  être  considéré 
comme  une  première  tentative  de  rédaction  du  Traité  (les  Propriétés 
projectives  des  figures  : l’auteur  se  proposait  do  l'adresser  à l’Académie 
des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  dans  l’espoir  qu’accueilli  par  elle,  il 
lui  ferait  obtenir  du  gouvernement  impérial,  la  faveur  d’être  appelé  et  de 
résider  dans  la  capitale  jusqu’à  l’époque  de  la  paix,  qui  pouvait  se  faire 
attendre  bien  des  années  encore  et  prolonger  les  angoisses  d’une  pénible 
ejjptivité.  Les  événements  de  1814  vinrent  interrompre  brusquement 
l'o.xécution  de  ce  projet.  ' ' 
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jours  soin  d’en  prévenir.  Les  propriétés  descriptives  dont  il 
s’agit  seront  appelées  du  nom  générique  de  propriétés  de  po- 
sition, alin  d’abréger. 

Nous  diviserons  ce  Mémoire  en  trois  Parties.  La  première 
renferment  les  principes  à l’aide  desquels  on  peut  parvenir  à 
simplifier  la  démonstration  des  propriétés  de  position  dont 
jouissent  certaines  ligures.  La  seconde  concernera  l’applica- 
tion de  ces  principes  à la  démonstration  de  plusieurs  proprié- 
tés descriptives  déjà  connues,  et  préparera  ainsi  à en  découvrir 
de  nouvelles.  La  troisième,  enfin,  comprendra  toutes  les  pro- 
priétés de  cette  espèce,  que  nous  avons  pu  découvrir. 


PKEMIKRE  PAKTIE. 

l’HINCIPES  ro  N U A. MENT  AUX. 

1.. 

J’adopterai  en  principe,  dans  ce  Mémoire  de  géométrie',  que 
si.  une  ligure  quelconque  jouit  d’une  de  ces  propriétés  que 
nous  avons  appelées  de  position,  quand  les  parties  dont  elle 
SC  compose  ont  une  disposition  particulière,  celte  figure  jouit 
encore  de  la  même  propriété  quelle  (pie  soit  la  manière  gé- 
nérale dont  on  ait  interverti  l’ordre  ou  la  disposition  respec- 
tive de  ces  parties. 

Celte  généralisation  ou  extension  n’est  autre  que  celle  que  - 
l'analyse  algébrique  porte  avec  elle  dans  toutes  les  questions 
où  il  ne  s’agit  ([ue  de  propriétés  de  position.  En  effet,  quand 
on  met  un  problème  (ou  théorème)  de  cette  nature  en  équa- 
tion, on  iiart  d’une  situation  particulière  de  la  ligure,  cl  les 
résultats  auxtiuels  on  arrive  sont  vrais  pour  loules  les  disposi- 
tions possibles  qui  remplissent  la  même  condition,  parce  (jiie 
les  résultats  auxquels  on  est  parvenu  ne  laissent  aucune  trace 
de  la  situation  particulière  d’oii  l’tin  est  parti  ; les  signes  .et 
les  lettres  s’élanl  disposés  d’une  manière  générale  et  inva- 
riable. C’est  celle  grande  extension  île  l’analyse,  extension 
qu’on  doit  pouvoir  donner  dans  les  mêmes  circonstances  aux 
démonstrations  géomélri(|ues,  ipii  a justifié  l’expression  de 
puissanee  de  /’nnalyse. . . . Il  semble  qu’on  n’a  pas  assez 
prouvé  cette  puissance;  on  y croit:  mais  cola  suffil-ir?  Peut- 
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•Hro  celle  projiiiélé  qui  lui  vienl  de  la  conveiilion  iiièine  éia- 
blie  sur  les  signes  algébriques,  esl-elle  irès-dil'licile  à démon- 
irer  en  loule  rigueur;  aussi  les  premiers  géomèlres  ((ui  s’en 
sonl  servis  ei  Newlon  lui-inèine,  onl-ils  loujours  eu  soin  de 
l'aire  suivre  chaque  démonlralion  anal^lique  d’une  démons- 
iraiion  syiuhélique.  Celle  preuve  répétée  souvent  donne  loule 
"•  conüanoe  imaginable;  mais  esl-elle  d’une  cerlilude  mathé- 
matique’/ Dans  le  cours  d’un  calcul,  il  arrive  souvent,  (|ue  cer- 
taines expressions  <|ui  y enlrenl  inqdicilement  sont  nnlles, 
imaginaires  on  prennent  loule  autre  forme  : on  conlinue  le 
calcul  sans  s’en  douter,  et  l’on  arrive  à une  éiiualion  finale 
qui  n’en  laisse  aucune  trace;  la  suite  des  opérations,  (pii  n’est 
qu’un  raisunnemenl  tacite,  est  donc  appuyée  sur  des  considé- 
rations d’infinis,  d’imaginaires,  etc.,  et  cependant  les  consé- 
quences sonl  vraies.  Il  n’en  est  pas  de  même  de  la  géométrie, 
telle  qu’on  la  considère  ordinairement  ; comme  tous  les  rai- 
sonnements, toutes  les  conséquetices  ne  peuvent  être  appré- 
ciés par  l’esprit  qu’aulanl  qu’ils  se  peignent  à l’imagination  par 
des  objets  sensibles,  dès  que  ces  objets  manquent,  le  raison- 
nement s’arrête. 

Ces  réllexions  sonl  nalurellenient  nées  du  sujet  qui  nous 
occupe,  et  ii’oiil  pas  dû  être  passées  sons  silence,  puisque 
toutes  les  consétpiences  tpie  nous  allons  développer  sont  fon- 
dées sur  la  vérité  des  résultats  de  l’analyse;  mais  <pi’il  soit  on 
qu’il  ne  soit  pas  démontré,  en  toute  rigueur,  que  ces  résultats 
de  l’analyse  sonl  loujours  vrais,  peu  nous  importe,  puisque 
celle  vérité  est  tellement  reconnue  des  géomètres  qu’elle  est 
mise  au  rang  des  axiomes.  Il  est  donc  iirouvé  d’après  le  rai- 
sonnement (pie  nous  avons  fait  plus  haut,  (pie  toutes  les  fois 
(pi’on  aura  démontré  (pi’une  propriété  existe  pour  une  dispo- 
sition générale  des  parties  d’une  ligure,  celle  propriété  exis- 
tera loujours  quelle  ipie  soit  la  manière  dont  on  intervertisse 
l’ordre  ou  la  disposition  de  ces  parties,  |)ourvii  toutefois  (pie 
les  éléments  de  la  iiremière  ligure  ne  soient  pas  liés  par  des 
conditions  de  grandeur  déterminée. 

V oici,  à l’appui  de  ce  qui  précède,  un  exemple  très-connu  et 
(pii  fera  voir  et  apprécier  l’avantagé  de  pouvoir  étendre  les 
(lémonslralions  de  la  géométrie.  Soit  une  droite  et  une  surface 
du  second  degré  ipii  ne  se  coupent  pas;  par  la  droite  imagi- 
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nous  (leux  plans  langenls  à la  surface,  ils  toucheronl  chacun, 
la  surface  en  un  point;  imaginons  en  outre,  un  etme  (|ui  soit 
tangent  à cette  surface  et  dont  le  sommet  soit  situé  sur  la 
droite  en  (piestion,  il  dcHcrminera,  comme  on  sait,  sur  la  sur- 
face une  courbe  de  contact  i)lane  et  cette  courbe  passera  évi- 
demment par  les  deux  points  déterminés  d’abord;  donc  l<^ 
plan  de  cette  courbe  passe  par  la  corde  qui  joint  ces  deut 
points,  et  il  en  est  de  même  du  plan  de  contact  de  toute  autre 
surface  conique  pareille. 

Cela  posé,  imaginons  que,  par  la  droite  donnée,  non  sécante, 
on  mène  un  plan  sécant  dans  la  surface;  ce  plan  coupera  : cette 
surface  suivant  une  section  coni(|ue  i56;  la  corde  des 

points  de  contact  au  point  ( ( ; cbaiiue  surface  conique  suivant  un 
couple  de  tangentes  pt  ou  p' l',  qui  se  couperont  sur  la  droite 
donnée  ML,  et  enlin  les  plans  de  contact  de  ces  surfaces  coni- 


(|ues  suivant  des  cordes  de  contact  tt,  t't'.  De  là  donc  cette  pro- 
priété bien  connue  : Si  des  points  d’une  droite  ML  située  au 
dehors  d’une  section  conique  C,  on  mène  deux  à deux,  des  tan- 
gentes telles  que  ptc\.  p't',  les  cordes  de  contact  </,,  etc., 
passeront  toutes  par  un  même  point  O. 

Tant  que  la  droite  ML  est  située  au  dehors  de  là  courbe  (C), 
cette  proposition  est  une  conséquence  du  raisonnement  pré- 
cédent ; mais  cela  n’aura  plus  lieu  quand  elle  traversera  la 
courbe,  car  alors  il  scu’a  impossible  de  mener  par  cette  droite 
deux  plans  tangents  à la  surface  en  question.  Devrait-on  con- 
clure de- là  que  la  propriété  n’a  plus  lieu  dans  ce  cas?  Non  sans 
doute,  et  l’analyse  dont  les  résultats  sont  indépendants  de  la 
position  relative  de  la  courbe  cl  de  la  droite,  fournit  la  même 
conséquence  dans  un  cas  (jue  dans  l’aulrç. 


fig.  |j(i. 


r 
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Qu’on  se  donne,  en  effet,  les  équations  de  la  droite  et  de  la 
conique,  il  est  clair  que,  quelle  (]ue  soit  leur  position  relative, 
les  coefficients,  quoiqueayani  implicitement  des  valeurs  diffé- 
rentes selon  la  position  particulière  que  l’on  choisit,  y entrent 
malgré  cela,  de  la  même  manière  et  sous  la  même  forme;  en 
sorte  que  la  question  pour  le  cas  où  la  droite  rencontre  la 
courbe,  et  celle  pour  le  cas  où  elle  ne  la  rencontre  pas,  ne 
peuvent  pas  être  distinguées  l’une  de  l’autre.  Cela  n’aurait  plus 
lieu  si  la  position'de  la  droite  était  liée  à celle  de  la  courbe  par 
une  condition  de  grandeur  : la  forme  des  coefficients  pourrait 
changer  alors,  et  la  conséquence  (|ue  l’on  en  tirerait  serait  bien 
un  cas  particulier  de  la  conséquence  générale,  mais  ne  la  ren- 
fermerait pas.  Ainsi,  ayant  trouvé  dans  ce  cas,  cjue  les  cordes  tt, 
t' t'  se  rencontrent  en  un  même  point,  on  n’en  pourrait  pas 
conclure,  avec  certitude,  que  cela  soit  vrai  en  général. 

Par  la  suite,  des  exemples  réitérés  éclairciront  encore  plus 
ce  qui  précède.  Quant  à présent,  nous  allons  en  déduire  un 
moyen  général  de  simplifier  les  démonstrations  des  propriétés 
de  position  dont  jouissent  les  figures. 

11. 

Considérons  une  figure  quelconque  composée  de  points,  de 
lignes  droites  et  de  sections  coniques,  et  supposons  toujours 
que  ces  différentes  parties  soient  liées  entre  elles  par  une 
condition  générale  de  position,  indépendante  d’aucune  gran- 
deur déterminée;  il  est  évident  que,  si  on  la  projette  sur  un 
plan  arbitraire,  par  de  nouvelles  lignes  droites,  des  plans  et 
des  cônes  partant  tous  d’un  même  point  également  arbitraire 
(qu’on  peut  nommer  poinl  de  vue  ou  point  projetant),  il  est 
évident,  dis-je,  que,  sur  ce  nouveau  plan  de  projection,  une 
droite  sera  projetée  suivant  une  autre  droite,  une  section  co- 
nique suivant  une  autre  section  conique,  etc.,  et  que  toute 
ligne  droite  ou  section  conique  qui  touchera  une  ou  plusieurs 
autres  courbes  de  cette  espèce  dans  la  première  figure,  étant 
mise  en , projection,  touchera  également  la  projection  de  ces 
courbes  aux  points  qui  correspondent,  respectivement  à ceux 
où  elle  les  touchait  d’abord. 

Cela  posé,  il  est  pern>is  de  conclure,  en  général,  que,  si  la 
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lifînrc  donnée  jouit  d’iinc  certaine  propriété  de  jiostlion,  la 
projection  de  cette  figure  doit  jouir  de  la  inènic  propriété;  et 
réciproqueinent,  s’il  est  démontré  (pie  cette  projection  jouit 
d’une  propriété  de  cette  espèce,  on  en  peut  conclure  aussi  que 
la  ligure  d’où  elle  provient  jouit  delà  même  propriété. 

Voici  maintenant  la  conséquence  que  l’on  peut  tirer  de  cette 
remaripie  très-facile  à faire  : 

« Une  figure  étant  donnée,  si  l’on  veut  reclierclier  (juclles 
» sont  les  propriétés  de  |)osition  dont  elle  jouit,  on  examinera 
» si  elle  ]ieut  être  proji'tée  suivant  une  figure  plus  simple; 
» si  cela  a lieu,  on  cessera  de  s’occuper  de  la  première  figure 
» et  on  recliercliera  seulement,  sur  sa  projection  plus  simple, 
» les  [iropriétés  tpie  l’on  avait  particulièrement  en  vue;  car, 
•>  d’après  ce  ipii  précède,  ces  propriétés  appartiendront  aussi 
')  à la  figure  considérée  d’abord.  » 

Ceci  cependant  présente  une  difficulté;  car  les  propriétés 
de  la  projection  ne  seront  généralement  applicables  à la  figure 
jirimitive  (|u’autant  (|ue  celle  projection  sera  elle-même  tou- 
jours possible,  i|uel  (|ue  soit  l’arrangement  général  des  parties 
dont  elle  se  compose.  Maison  peut  résoudre  facilement  celle 
difficulté  au  moyen  du  principe  invoqué  à l’art.  1. 

En  effet,  supposons  (pi’une  ligure  étant  donnée,  il  soit  dé- 
montré qu’elle  puisse  être  projetée  suivant  une  figure  plus 
simple  pour  une  certaine  disjiosition  générale  des  parliesqui  la 
composent,  et  <|ue,  pour  une  autre  disposition  générale  de  ces 
mêmes  parties,  celle  projection  devienne  impossible  ou  ima- 
ginaire : il  est  évident  i|ue,  si  la  projection  en  (piestion  jmiit 
d’une  certaine  propriété  de  jiosilion,  la  figure  d’où  elle  pro- 
vient en  jouira  aussi,  pour  toutes  les  dispositions  des  parties 
où  celle  projection  sera  possible  et  réelle  (cela  est  une  consé- 
(|uencedela  remanpic  précédente  ).  Or  nous  avons  démontré 
art.  1,  i|ue  s’il  était  prouvé  (|u’une  figure  jouit  d’une  propriété 
de  position  pour  une  certaine  dis|)osilion  générale  de  ses 
parties,  elle  jouira  toujours  de  la  même  propriété  (juclle  (jue 
soit  la  manière  générale  dont  on  ail  interverti  l’ordre  ou  la 
disposition  de  ces  mêmes  parties. 

Donc,  quoi(|ue  la  projection  d’une  figure  donnée  puisse  de- 
venir imaginaire  pour  certaines  dispositions  de  celle  ligure,  il 
U <'u  est  pas  moins  vrai  de  dire  (|iie,  loiilf  propriélt'  de  position 
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dont  jouit  sa  projection  quand  elle  est  possible,  est  toujours 
une  propriété  de  cette  figure,  même  quand  la  projection  de- 
vient imaginaire. 

D’après  ces  différentes  remarques,  on  sent  combien,  il  sera 
souvent  possible  de  siinplilier  les  recherches  qui  auront  pour 
objet  les  propriétés  générales  de  position.  Voici,  en  résumant, 
cominent  il  faudra  s’y  prendre  : 

« Quand  on  se  proposera  de  découvrir  quelque  propriété 
» générale  de  position  d’une  figure,  on  pourra  imaginer  que 
» cette  figure  soit  projetée  sur  un  nouveau  plan  (d’après  la 
» manière  indiquée  ci-après),  de  telle  sorte  qu’une  ou  plu- 
» sieurs  parties  de  cette  figure  soient  réduites  à des  circon- 
» stances  plus  simples;  on  aura  ainsi  une  nouvelle  figure  qui 
» pourra  remplacer  la  première,  sinon  pour  toutes  les  disposi- 
» lions  possibles  au  moins  en  général  ; on  raisonnera  sur  cette 
» figure  comme  tenant  lieu  de  la  première  d’où  l’on  est  parti, 
» et  les  propriétés,  les  consé(|ucnces  générales  qu’on  en  dé- 
» duira  seront  également  applicables  à cette  figure,  quoiqu’il 
» arrive  des  cas  où  la  projection  soit  imaginaire.  » 

On  voit  aussi,  d'après  cela,  combien  il  serait  avantageux  de 
connaître  à l’avance  les  différentes  ligures  et  propositions  que 
l’on  pourrait  s'implilier  au  moyen  de  la  projection;  c’est  ce  que 
nous,  nous  proposons  maintenant  de  rechercher. 

Pour  y parvenir,  commençons  par  remarquer  : (jue 

l’équation  du  plan  inconnu  de  projection  renfermant  trois  ind<> 
terminées  ainsi  que  celles  du  point  projetant,  on  pourra,  en 
général,  satisfaire  à six  conditions  distinctes;  mais  qu’il  faudra 
avoir  soin  de  les  choisir  parmi  celles  qui  sont  compatibles 
entre  elles;  2°  ([ue  certaines  conditions  peuvent  en  renfermer 
deux  ou  plusieurs  auues  explicitement  ou  implicitement,  ce 
qu’il  faudra  bien  examiner;  3”  que  si  le  système  se  trouvait 
déjà  soit  par  sa  nature,  soit  par  une  réduction  partielle,  rem- 
plir une  ou  plusieurs  conditions,  ce  serait  autant  d’indéter- 
minées de  moins  dont  on  pourrait  disposer. 

III. 

Nous  (roininenccrons  ces  recherches  .sur  la  réduction  des  fi- 
gures, en  faisant  connaître  d’abord  celles  de  ces  réductions  qui 


Digitized  by  Google 


38o  VU'  ET  ÜEHMEK  CAHIER.  — RÉSUMÉ 

peuvent  être  établies  par  le  secours  seul  de  la  géométrie,  et  dont 
la  plupart  même  sont  déjà  tellement  connues,  que  nous  nous 
ilispenserons  d’en  donner  la  démonstration  ici.  Nous  ferons 
eonnaître  ensuite  les  réductions  qui,  étant  moins  simples  que 
les  premières  et  n'étant  point  encore  colmues,  exigent,  par 
là,  (]ue  l’on  en  donne  une  démonstration  complète. 

Comme  les  réductions  dont  il  s’agit  seront  souvent  em- 
ployées et  doivent  former  la  base  de  ce  Mémoire,  nous  leur 
donnerons  le  nom  de  Principes.  Il  faudra  se  rappeler  que  ce 
(|ue  nous  appelons  projection  d’une  ligure  ou  système  de  li- 
gures, n’est  autre  chose  que  la  perspective  de  cette  ligure 
prise  d’un  point  nommé  central  ou  point  projetant. 

I"  PmsciPK.  — Un  système  de  droites  concourant  au  même 
point  peut  être  considéré  connue  la  projection  d’un  système 
do  droites  parallèles,  et  réciproquement  un  système  de  droites 
parallèles  peut  être  considéré  comme  la  projection  d’un  égal 
nombre  de  droites  concourant  en  un  même  point. 

J 

11'  Principe.  — Deux  ou  plusieurs  systèmes  de  droites  con- 
courant dans  chaque  système  en  un  même  point,  peuvent 
être  considérés,  quand  tous  ces  points  de  concours  sont  si- 
tués sur  une  même  ligne  droite,  comme  la  projection  d’un 
égal  nombre  de  systèmes  de  droites  parallèles,  mais  ayant  une 
inclinaison  distincte  selon  le  système  auquel  elles  appartien- 
nent. Réciproquement,  deux  ou' un  plus  grand  nombre  de 
systèmes  de  «Imites  parallèles  peuvent  être  regardés  comme 
la  projection  d’un  égal  nombre  de  systèmes  différents  de  droi- 
tes concourant,  dans  chacun  en  particulier,  en  un  même  point 
et  tous  les  points  de  concours  ainsi  obtenus,  sont  situés  sur 
une  seule  ligne  droite. 

111“  Principe. — Une  courbe  quelconque  du  second  degré 
peut  toujours  être  considérée  comme  ayant  pour  projection 
centrale  ou  perspective,  etc.,  une  circonférence  de  cercle, 
et  vice  versâ.  Cependant  le  système  de  deux  lignes  droites 
quelconques  qui  se  coupent  sur  un  plan,  quoique  représen- 
tant une  véritable  section  conique,  ne  devra  pas  être  regardé 
généralement  comme  pouvant  être  projeté  suivant  une  circon- 
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férenoe  de  cercle,  du  moins  quant  à l’objet  que  nous  nous 
proposons.  La  réciproque  est  également  vraie  et  la  raison  en 
est  très-évidente;  car  toutes  les  parties  de  la  figure,  à l’excep- 
tion des  deux  droites  en  question,  se  trouveraient  être  pro- 
jetées suivant  un  point  unique  ou  des  lignes  droites  passant 
par  ce  point,  puisque  le  plan  de  projection  passerait  nécessai- 
rement aussi  par  le  centre  projetant. 

Néanmoins,  le  système  de  deux  droites  n’étant  qu’un  cas 
particulier  de  la  section  conique,  toute  propriété  de  position 
de  celle-ci  sera  applicable  à l’autre,  modifiée  d’une  manière 
convenable  : ainsi  des  propriétés  générales  de  la  courbe  du 
deuxième  degré  on  pourra  bien  déduire  celles  du  système 
de  deux  lignes  droites,  mais  l’inverse  ne  sera  pas  vrai. 

IV“  I’rixcipe.  — Toute  figure  composée  d’un  cercle  et  d'une 
droite  peut,  en  général,  être  regardée  comme  la  projection 
d’une  autre  figure  composée  aussi  d’un  cercle  et  d’une  droite 
située  à l'infini;  de  sorte  que  (Il“  Princ.),  si  la  première  figure 
renferme,  entre  autres,  un  système  de  lignes  droites  concou- 
rant en  un  même  point  situé  sur  la  droite  en  question,  ce 
système  dans  la  projection,  sera  un  système^de  lignes  droites 
parallèles. 

Ce  principe  a besoin  d’èlre  démontré,  et  c’est  ce  que  nous 
allons  faire  en  reprenant  la  chose  d’un  peu  plus  haut. 

IV. 

Un  cône  oblique  dont  la  base  est  une  section  conique  peut 
être  coupé  par  un  plan  suivant  un  cercle,  et  il  existe  deux 
positions  du  plan,  non  parallèles,  pour  lesquelles  cela  a lieu  : 
c’est  ce  qu’on  appelle  sections  sous-contraires  (*);  cette  pro- 
priété est  générale  pour  les  surfaces  du  second  degré  et  se 


(*)  Autrement  dites  sections  anti-paraltrles.  D’après  l’antique  définition 
des  ronkjues  par  Apollonius,  rcxistcnce  des  sections  circulaires  obliques 
au  cercle  do  base  du  cône,  se  démontre  élémentairement  par  la  géomé- 
trie, comme  on  l'a  vu  déjà  aux  p.  ii8et  siiiv.  du  texte;  cette  démonstra- 
tion est  reproduite  ici,  à quelques  difiérences  près  dues  à la  substitution 
des  figures  de  cet  endroit  à celtes  du  texte  ci-dessus. 
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trouve  démontrée  dans  la  plupart  des  Éléments  d’Analysc  ap- 
pliquée à la  Géométrie. 

Soit  (c),  t57,  la  base  circulaire  d’un  cône  oblique,  s le 

sommet  du  cône,  sp  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  sommet 
sur  le  plan  de  base.  Par  le  centre  du  cercle  (c)  et  par  le  pied  p 
de  la  perpendiculaire  sp,  soit  menée  une  diamétrale  nb  ou 

Fig.  157. 


droite  indéfinie  MN  regardée  ici  comme  ligne  de  terre;  la  base 
du  cône  étant  prise  pour  plan  horizontal  de  projection , le 
plan  élevé  perpendiculairement  sur  cette  base  par  la  trace  MN 
sera  le  plan  vertical  de  projection  ijui  passera  évidemment  par 
le  sommet  s;  ce  plan  coupera  la  surface  conique  suivant  les 
deux  arêtes  extrêmes  sa  et  sb.  Cela  posé,  je  dis  que  la  section 
sous-contraire  à la  section  (c)  est  un  plan  perpendiculaire  au 
plan  vertical  sab  de  projection,  dont  la  trace  mn  sur  ce  plan 
fait,  avec  l’arête  sb,  l’angle  smn  égal  à l’angle  sab. 

En  effet,  pour  qu’un  plan  tel  que  celui  qui  a mn  et  od  pour 
traces  sur  les  deux  plans  de  projection,  coupe  la  surface  co- 
nique suivant  une  circonférence  de  cercle,  il  faut  que  l’or- 
donnée od,  qui  appartient  à la  fois  à cette  section  et  à la 
base  (c),  soit  une  moyenne  proportionnelle  entre  les  seg- 
ments no  et  mo  du  diamètre  mn  de  cette  même  section,  en 
sorte  qu’on  doit  avoir 

î 

do  = no  X om  ; 

mais  l’ordonnée  ori  appartenant  aussi  au  cercle  (c),  on  a on 
même  temps, 

î t 

do  ao  y<.  ob  •, 
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(Julie,  pour  (|iie  la  section  mn  soit  circulaire,  il  faut  que 


ou  bien 


no  X oni  = aoX.  oh, 
mo  ‘.oh  ::  (10  : no; 


donc  enfin,  les  deux  triangles  aon  et  bmo,  ayant  un  angle  égal 
compris  entre  des  côtés  proportionnels,  sont  semblables,  et 
par  conséquent  l’angle  smn,  supplément  de  omb,  doit  être  égal 
à l’angle  sab,  supplément  de  oan. 

Toutes  les  sections  parallèles  à inn  étant  des  cercles,  les 
centres  de  ces  cercles  seront  situés  sur  une  ligne  droite  pas- 
sant par  le  sommet  s,  ceux  des  sections  parallèles  au  cercle  (c) 
seront  également  situés  sur  une  droite  passant  par  le  som- 
met s ; ces  deux  droites  ne  sont  pas  les  mômes,  elles  ne  se 
confondent  que  quand  le  cône  est  droit. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  est  indispensable  pour 
bien  entendre  la  démonstration  suivante. 

Soit  toujours  mn(fig.  i58),  une  section  sous-contraire  au 
cercle  (c)  dans  la  surface  conique  sab;  par  le  sommet  s soit 
mené  un  plan  parallèle  à cette  section,  il  aura  évidemment  pour 
trace  sur  le  plan  vertical  sab  de  projection,  la  droite  sk  parallèle 


Fin-  i.w. 

♦ 


n 


.à  mn,  et  sur  le  plan  borîzontal  une  droite  /i  L parallèle  à od  et 
jiar  conséquent  perpendiculaire  àMN  ; soit,  de  plus  menée,  par 
l’extrémité  n du  diamètre  ab,  la  parallèle  ng  à mn.  Cela  posé, 
les  triangles  abq  et  kbs  étant  semblables,  on  aura  la  proportion 

iiq  : sk  : : ab  ; kh  ; 


Digitized  by  Google 


384  VII*  ET  DERNIER  CAHIER.  — RÉSU.MÉ 

pareillement,  aq  étant  parallèle  à mn,  le  triangle  saq  se  trouve 
être  semblable  au  triangle  sab,  et  par  conséquent  on  aura  en- 
core la  proportion  suivante 

sa  : aq  sb  : ab. 


Maintenant,  si  l’on  observe  que  l’angle  ash  est  égal  à l’angle 
snm  comme  aliernes-intcrnes,  et  par  conséquent  égal  aussi  à 
l’angle  abs,  on  en  conclura  que  les  triangles  sak  et  sab  qui  ont 
un  angle  égal  sont  entre  eux  comme  les  rectangles  sk  X as 
et  ab  X bs  des  côtés  qui  comprennent  ces  angles.  Mais  ces 
triangles  ayant  même  hauteur  au-dessus  de  leurs  bases  ak 
et  ab,  on  en  conclura  aussi  qu’ils  sont  entre  eux  comme  ces 
bases;  donc,  à cause  du  rapport  commun,  il  en  résultera  cotte 
nouvelle  proportion. 


ou  bien 


ab  X bs  : sk  'X.  as  ::  ab  : ak, 
bs  ; sk  X ; I : ak. 


En  multipliant  par  ordre  les  trois  proportions  que  nous  ve- 
nons de  trouver,  et  supprimant  ensuite  les  facteurs  qui  se 
détruisent,  il  viendra  le  résultat  suivant, 

3 3 

i ks  ::  i : ka  X kb,  d’où  ks  = ka  X kb; 


c’est-à-dire  que  ks  est  une  moyenne  proportionnelle  entre 
les  segments  ka  et  kb.  Donc  si  par  le  point  k on  mène  une 
tangente  kl  au  cercle  C,  cette  tangente  sera  égale  à KS.  Voici 
la  conséquence  qu’on  peut  tirer  de  là. 

Supposons  que  la  droite  kl  et  le  cercle  (c)  soient  donnés, 
et  qu’il  s’agisse  de  trouver  un  plan  de  projection  tel,  que(C) 
soit  projeté  suivant  un  nouveau  cercle,  tandis  que  la  droite  kl 
soit  projetée  à l’infini;  on  abaissera  du  centre  (c)  une  perpen- 
diculaire c/l'  sur  celte  droite,  du  point  k où  elle  la  rencontre 
on  mènera  une  tangente  kl  au  cercle  (c),  puis  on  portera  la 
distance  kl  de  k en  s sur  une  droite  ks  de  direction  arbitraire. 
Cela  posé,  si  l’on  considère  le  point  s comme  le  sommet  de 
la  surface  conique  projetante  du  cercle  (c)  et  qu’on  prenne 
pour  plan  de  projection  un  plan  quelconque  mod  parallèle  au 
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plan  ski,  ce  plan  sera  le  plan  demandé,  c’est-à-dire  que  la 
droite  kl  sera  projetée  à l’infini  sur  ce  plan  et  que  le  cercle  (c), 
y sera  projeté  suivant  un  autre  cercle  : cela  est  évident  d’après 
ce  qui  précède. 

On  peut  conclure  de  là,  (|u’il  y a une  infinité  de  points  pro- 
jetants qui  jouissent  de  la  même  propriété  (|ue  le  point  s, 
puisque  la  dir(‘Ction  de  hs  est  arbitraire;  et  puisqu’il  est  dé- 
montré d’ailleurs,  que  ce  point  projetant  doit  être  à une  dis- 
tance constante  ks=  kl  du  point  k,  il  s’ensuit  que  si  du  point  k 
comme  centre  avec  kl  pour  rayon,  on  décrit,  dans  le  plan  ver- 
tical mené  par  kc  ou  MN,  perpendiculairement  au  plan  donné 
de  la  section  circulaire  {c),  tine  circonférence  de  cercle,  les 
points  de  celle  circonférence  jouiront  tous  et  seront  les  seuls 
qui  jouiront  de  la  propriété  en  question. 

Avant  de  (luiiter  ce  sujet,  nous  ferons  connaître  une  pro- 
priété qui  mérite  d’être  remarquée  en  passant. 

Soit  s {Jig.  i5g),  un  point  projetant  qui  remplisse  les  con- 
ditions précédentes,  inn  une  section  sous-contraire,  parallèle 
au  plan  skL.  Le  centre  c'  de  celte  section,  sera  situé  au  mi- 
lieu de  la  droite  nm,  et,  si  l’on  mène  la  droite  sc',  elle  cou- 

Fifi.  iSg. 


S 


pera  le  plan  horizontal  au  point  k qui  sera  la  projection  du 
centre  c',  aussi  bien  que  celle  du  centre  c”  de  toute  autre  sec- 
tion parallèle,  aq.  Cela  posé,  je  dis  que  le  point  i ne  changera 
pas  quand  on  prendra  un  autre  sommet  que  s,  remplissant 
la  même  condition,  et  que  ce  point  sera  précisément  celui 
qu’on  obtiendrait  en  cherchant  l’intersection  du  diamètre  ab 

I.  a5 
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du  cercle  de  base  avec  la  corde  de  contact  tt'  des  tangentes 

issues  du  point  k. 

En  effet,  les  triangles  semblables  ac"i  et  ksi  donnent  la 
proportion 

sk:-aq  ; : ki  : ai  ou  : : ki  : ki  — ka. 

2 ’ 


Multipliant  cette  proportion  par  ordre  avec  la  suivante  déjà 
trouvée  ci-dessus. 


il  viendra 


aq  : sk  : : ab:  kb. 


i :-'.‘.ab  "X.  ki  : kb {ki  — ka] , 
2 

f 

OU,  ce  qui  revicni  au  meme, 


- «6  X ki  kb  X ki  — kb  X ka. 
1 


Mettant  dans  cette  équation  pour  kb  sa  valeur  kc->r^  ab,  on 

en  tirera  kcX  ki  = kaX  kb;  d’où  l’on  peut  conclure  d’abord, 
que  la  distance  ki  est  constante  ; ensuite,  si  l’on  observe  que, 

d’après  la  figure,  kb  X ka—  kt  , ce  qui  donne  kt  = kc  x ki, 
on  conclura,  en  second  lieu,  que  le  point  i se  confond  avec  le 
pied  de  l’ordonnée  abaissée  du  point  de  contact  l de  la  tan- 
gente A-/,, sur  le  diamètre  ab;  car,  en  appelant  ce  dernier 
point  i',  le  triangle  rectangle  ktc  donnerait  précisément 

kt  = kc  X ki'  = kb  X ka . 

Revenons  à l’objet  de  cet  article,  dont  je  me  suis  écarté  un 
instant. 

Puisqu’il  existe  une  infinité  de  points  projetants  s et,  par 
suite,  une  infinité  de  plans  mn  de  projection,  qui  remplis- 
sent la  condition  exigée,  il  s’ensuit  qu’on  pourrait  assujettir 
ce  point  ou  ce  plan  à une  nouvelle  condition,  pourvu  qu’elle 
fût  compatible  avec  les  premières.  ^ 

D’autre  part,  la  vérité  du  Principe  qui  vient  d’être  dé- 
montré n’étant  relative  qu’à  une  certaine  disposition  géné- 
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raie  de  la  droite  donnée  PL  et  du  cercle  de  base  (c),  il  eri 
résulte  qu’elle  n’a  pas  une  existence  absolue.  En  effet,  il  est 
visiblè  que  la  détermination  précédente  du  point  projetant  t 
et  du  plan  de  projection  mn,  ne  sera  possible  que  quand  la 
droite  PL  ne  rencontrera  pas  le  cercle  (c);  car,  dans  le  cas 
contraire,  le  point  h se  trouvant  dans  l’intérieur  de  ce  cercle, 
il  serait  impossible  de  mener  à celui-ci  une  tangente  par  ce 
point  même. 

Cependant  la  projection  i du  centre  du  cercle  cherché  n’a 
pas  cessé  d’exister,  quoique  ce  cercle  ou  son  rayon  soit  de- 
venu imaginaire.  La  raison  en  est  que  le  point  i est  lié  au 
point  k par  une  propriété  générale  de  position,  comme  nous 
l’avons  prouvé  ci-dessus;  or  cette  propriété  ayant  été  démon- 
trée pour  le  cas  où  la  droite  PL  ne  rencontre  pas  le  cercle, 
elle  doit  être  vraie  aussi  ( n®  II  ) quand  cette  droite  rencontre 
le  même  cercle. 

Le  Principe  IV'  que  je  viens  de  démontrer  élémenlairement 
peut  être  considéré  comme  un  cas  particulier  du  suivant; 
j’ai  préféré  l’énoncer  séparément,  parce  qu’il  est,  comme  on  le. 
voit,  susceptible  d’être  établi  d’une  manière  assez  simple  par 
le  secours  seul  de  la  géométrie,  et  qu’il  peu^  d’ailleurs  le  rem- 
placer dans  tous  les  cas,  à l’aide  de  ce  raisonnement. 

Soient  sur  un  plan,  une  section  conique  et  une  ligne  droite  ; 
il  est  évident,  d’après  le  IIP  Principe,  que  ce  système  peut  être 
considéré  comme  la  projection  d’un  autre  formé  d’une  ligne 
dr’oite  et  d’un  cercle  dont  les  propriétés  de  position  seront 
applicables  au  premier.  Lors  donc  qu’on  voudra  rechercher 
les  propriétés  de  ce  premier  système,  on  pourra  ne  s’occuper 
que  du  dernier  ; ce  que  l’on  fera  en  le  simplifiant  encore 
au  moyen  du  IV'  Principe.  Ainsi  la  première  figure  peut  être  / 
immédiatement  remplacée  par  un  cercle  et  une  droite  située  à 
l’infini,  de  sorte  que  tout  système  de  lignes  droites  concou- 
rant en  un  point  de  la  droite  en  question  sur  la  première  fi- 
gure, devra  être  considéré  comme  un  système  de  droites  pa- 
rallèles dans  la  nouvelle. 

V'  Pbincipe.  — Une  conique  et  une  droite  étant  données 
sur  un  plan,  pn  peut  généralement  les  considérer,  la  première 
comme  la  projection  d’un  cercle  et  la  seconde  comme  celle 

25. 
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(l’une  droite  située  à l’infini,  de  sorte  que  tout  système  de 
lignes  droites  ayant  un  même  point  de  concours  sur  la  droite 
de  la  première  figure,  peut  être  considéré  comme  un  système 
de  parallèles  dans  la  projection  de  cette  figure. 

Ce  principe  sera  entièrement  démontré  par  l’analyse,  et 
comme  nous  aurons  lieu  de  nous  servir  des  formules  géné- 
rales de  la  transformation  des  coordonnées  rectangles  dans 
l’espace,  il  est  à propos  de  commencer  par  faire  la  recherche 
de  ces  formules,  par  une  voie  que  nous  rendrons  aussi  courte 
que  possible. 

V. 

Soient  Ax,  Ay  ci  A z [Jig.  i6o)  les  axes  primitifs  des  coor- 
données; Ax',  Aj'  et  Az'  les  nouveaux  axes  rectangulaires; 
enfin  AB  la  trace  du  plan  des  x'y'  sur  le  plan  des  xjr;  il  est 
évident  que  la  position  de  ces  derniers  axes  sera  déterminée 


Fig.  i6o. 


si  l’on  connaît  ; i“  l’angle  BAy^cïS  que  forme  la  trace  AB 
avec  l’axe  Ay;  2°  l’angle  f que  forment  entre  eux  les  plans 
x'y'  et  xy;  3“  enfin  l’angle  BA/'  = 'li  que  forme  la  même 
trace  AB  avec  l’axe  Ay'.  Les  trois  données  0,  ç et  'J/  étant  né- 
cessaires et  suffisantes  pour  déterminer  la  position  relative 
des  axes  x',  y'  ejl  z',  il  s’agit  de  déterminer,  par  leur  moyen, 
les  valeurs  des  coordonnées  anciennes  x,  y cl  z d’un  point 
quelconque  mde  l’espace,  fixe  avec  Ax,  Ay,  Az,  en  fonction 
des  nouvelles  coordonnées  x',  y'  et  z'. 
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Voici  comment  on  peut  s’y  prendre  pour  y parvenir  avec 
quelque  simplicité. 

Supposons  d’abord  qu’on  laisse  l’axe  des  z fixe,  et  qu’on 
fasse  tourner  seulement  autour  de  cet  axe,  les  plans  des  coor- 
données et  xz,  de  manière  que  l’axe  des  j fasse  un  angle  9 
avec  A }-  et  se  confonde  par  conséquent  avec  AB;  il  est  évi- 
dent que  les  nouvelles  ordonnées  z conserveront  leur  an- 
cienne longueur,  et  (|ue  les  ordonnées  x et  x auront  seules 
chaiifié  de  valeurs.  Soient  donc  x",  y"  et  z"  ces  nouvelles 
coordonnées,  il  résultera,  des  théorèmes  connus,  ces  trois  for- 
mules • 

= cosôj"— sin  8x",  j;  = sin  ô/"-f- cosQx",  z~z", 

qui  donneront  les  valeurs  des  coordonnées  x,  y,  z du  point 
quelconque  m au  moyen  des  coordonnées  .r",  y"  et  3"  de  ce 
même  point  rapporté  aux  nouveaux  axes. 

Les  axes  x,  y et  3 étant  changés  en  ceux  des  x",  y"  et  z" , 
supposons  de  nouveau  que,  laissant  l’axe  A y"  ou  AB  fixe  dans 
le  second  système,  on  fasse  tourner  les  plans  des  x"y"  et  des 
y''z"  autour  de  cet  axe  ou,  si  l’on  veut,  les  axes  x"  et  de 
façon  que  le  nouveau  plan  x"'y'"  se  confonde  avec  le  plan  des 
x'y'  déterminé  précédemment,  et  par  conséquent  que  ce  plan 
fasse  un  angle  f avec  le  plan  x"y" . Alors  il  est  évident  que  le 
nouvel  axe  des  x'"  formera  le  même  angle  ? avec  l’axe  des  x" , 
de  sorte  que  l’ordonnée  y*'”  du  point  m rapporté  aux  nouveaux 
axes,  restant  égale  à l’ancienne  ordonnée  y",  on  aura  pour 
déterminer  les  valeurs  des  coordonnées  x",  y"  et  3"  de  ce 
point  m resté  immobile,  les  formules  suivantes 

x" —co'A’sjx'" — sin^z",  y"z=y"’,  3"==  sin  cos  <p3". 

Il  est  très-clair,  d’après  ce  qui  précède,  que  les  axes  Ax", 
Ay”  et  A3'"  ont  une  position  telle,  que  l’axe  A3'"  se  con- 
fond avec  l’axe  Az'  dont  il  a été  question  d'abord,  que  l’axe 
Ay'"  se  trouve  confondu  avec  la  trace  AB,  et  qu’enfin  l’axe 
Aa:'"a  une  position  perpendiculaire  à cette  trace  dans  le  plan 
des  x'y'. 

En  conséquence,  il  sera  bien  facile  de  passer  des  axes  x"', 
y'"  et  3'"  aux  ^xes  x',  y'  et  z'  du  système  que  nous  avions 
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d'abord  en  vue  ; il  suffira  pour  cela,  de  laisser  l’axe  A^'"  ou  Az' 
fixe,  et  de  faire  tourner  les  axes  Kx'"  et  A j'"  autour  de  l’ori- 
gine A dans  le  plan  x'y',  de  façon  que  l’axe  A j"  ou  AB  se 
confonde  avec  A j',  c’est-à-dire  qu’il  fasse  un  angle  ^ avec  son 
ancienne  position.  L’on  aura  donc  pour  déterminer  les  valeurs 
des  coordonnées  x",  y"  et  z"  du  point  m au  moyen  des  lon- 
gueurs x’ , y'  et  z'  des  coordonnées  de  ce  même  point,  les 
trois  formules  suivantes, 

j"=  cosi{</' — sin'lx',  37'"=  sin  cos z*=z'. 

• 

Maintenant  supposons  que  les  longueurs  des  coordonnées 
x' , y'  et  z’  du  point  m soient  données,  il  est  évident  qu’en 
les  substituant  dans  les  trois  dernières  formules  trouvées,  on 
obtiendra  les  longueurs  des  coordonnées  x'" , y'"  et  z'"  de  ce 
point,  prises  relativement  aux  axes  kx"',  ky”  et  Az'".  Pareille- 
ment, si  l’on  connaît,  à priori,  les  valeurs  de  x”,  y"  et  z'",  et 
qu’on  les  substitue  dans  les  trois  avant  dernières  formules  trou-, 
vées,  on  obtiendra  la  longueur  des  coordonnées  x",  y",  z"  du 
point  m,  prises  par  rapport  aux  axes  kx”,...  Enfin,  si  l’on 
substitue  ces  valeurs  de  x",  y"  et  z"  dans  les  premières  for- 
mules, on  obtiendra  celles  des  coordonnées  x,  y,  z du  point  m 
par  rapport  au  système  kx,  ky,  kz. 

Ainsi  les  neuf  formules  qui  ont  été  précédemment  obtenues, 
peuvent  servir  à déterminer  les  valeurs  des  coordonnées  x, 
y,  z de  l’ancien  système,  au  moyen  des  coordonnées  x',  y',  z' 
du  nouveau;  donc  si  l’on  exécute  successivement  les  substi- 
tutions indiquées,  sans  supposer  aucune  valeur  particulière  à 
X.  , y'  et  z',  on  obtiendra,  pour  la  transformation  des  coordon- 
nées, les  formules 

( cos  9 cos  y cos  ^|(  ^ siii  0 sin  | ) x' 

-f-  (cos9  coS()>  sin>}i  -t-sin  9 cosDj'  — cos 9 sin  <p  z', 

— ( sin  6 cos  f cos  rj; cos9sin^)a:' 

— ( sin  9 cos  f sin  ^(l  ^ cos  9 cos  i|i  ) j'  -f-  sin  9 sin  «p  z', 
sinipeosi)(  37'-hsin  y sin^|/ j'-i-  cosiy  z'. 

S’il  s’agissait  de  repasser  du  système  x’y'z’  au  système  xyz. 
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on  pourrait  le  faire  en  tirant,  par  l’élimination,  les  valeurs  (Je 
x' , y'  et  z'  des  équations  (i)  que  nous  venons  de  trouver. 

Par  exemple,  s’il  s’agit  d’avoir  la  valeur  de  z',  on  multipliera 
la  première  de  ces  trois  équations  et  successivement  chacune 
des  deux  suivantes,  par  le  coefficient  de  z'  qui  y entre,  après 
quoi  on  ajoutera  ces  trois  nouvelles  équations  entre  elles, 
par  ordre,  c’est-à-dire  terme  à terme,  membre  à membre,  et 
l’on  en  déduira  une  dernière  dans  laquelle  les  coefficients  de 
x'  et  de  j'  seront  nuis  et  celui  de  z'  égal  à l’unité;  équation 
à laquelle  on  pourra  donner  cette  forme 

• 

z'=  — cos9  sinya:-l-sin9sinf/-|-  cos^z. 

On  obtiendrait  d’une  manière  tout  à fait  semblable,  les  valeurs 
de  x' et  de  j'. 

Si  l’on  se  proposait  de  trouver  l’équation  du  plan  des  x' y' 
rapportée  aux  axes  x,  r,  z,  cela  serait  très-facile.  En  effet, 
z'  étant  nul  pour  tous  les  points  du  plan  x' y,  si  l’on  fait 
z'—o  dans  l’équation  qui  vient  d’être  obtenue  en  dernier  lieu, 
celle  qui  en  résultera  exprimera  la  relation  existant  entre  les 
coordonnées  x,y  et  z de  tous  les  points  pour  lesquels  z'  est 
nul,  c’est-à-dire  de  tous  les  points  situés  sur  le  ‘plan  desx'j'; 
par  conséquent  cette  équation  sera  celle  de  ce  plan  même,  qui 
devient  ainsi,  en  la  divisant  par  cosf, 

z = tangycos94^ — tangf  sin9y. 

Venons-en  maintenant  à la  recherche  qui  fait  l’objet  de  cet 
article,  et  commençons  d’abord,  afin  de  procéder  avec  ordre, 
par  résoudre  cette  question  générale  : o un  cône  quelconque 
» étant  donné  par  sa  base  et  son  sommet,  déterminer  la  direc- 
» tion  du  plan  qui  donne,  dans  ce  cône,  une  section  circu- 
» laire.  » 

Soit  ay’ -h  bxy  + ex'' dy -i- ex -h  I — O l’équation  de  la 
base  du  cône  dont  il  s'agit,  située  sur  le  plan  des  xy,  et 
soient  «,  p et  7 les  coordonnées  arbitraires  du  sommet  ; l’équa- 
lion  de  sa  surface  sera  évidemment  de  la  forme 

rt(pz  — 7j)’-f-ô(az  — 7x)(pz  — 7j)--l-c{az  — 7Æ-)> 
-(-(/{pz  — 7/){z— 7)-t-e(«z  — 7x)(z  — 7)-i-(z  — 7)’=o, 
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ou,  (Ml  ordonnant  par  rapport  aux  variables  z,  jr  et  x, 


( = ) 


(«p’-H  ft  ap  fa’+  (/  P + ea  -i-  I J ->r  X'+C'/' 

— ( 2 rtp-t-/(  a -|-(/  ) 7 >-z — ( 2 (,■  a 4-6  p4-  e)  7 ;r  24-6  7’xf  4— . • • 


O. 


Imaginons  maintenant  une  section  circulaire  dans  la  surface 
conique,  il  est  (évident  que  tout  plan  qui  lui  sera  parallèle 
coupera  aussi  la  surface  suivant  un  cercle;  donc  on  peut  assu- 
jettir le  plan  de  la  section  circulaire  cherchée  à passer  par 
l’origine  des  coordonnées,  sans  que  la  généralité  de  la  solu- 
tion en  soit  diminuée.  Imaginons,  en  outre,  que  l’on  prenne  ce 
plan  inconnu  pour  nouveau  plan  des  x’y,  et  qu’on  rapporte  la 
surface  conique  aux  nouvelles  coordonnées  x',  y'  et  2',  en 
conservant  toutefois  la  même  origine.  Si  l’on  se  sert  dans  ce 
but,  des  formules  (i)  trouvées  ci-dessus,  on  aura  pour  la  sur- 
face du  cône  une  nouvelle  équation  en  x',  y'  et  2',  de  sorte 
que  pour  avoir  celle  de  son  intersection  avec  le  plan  des  x'y', 
il  suffira  d’y  faire  2'==o. 

D’après  cela,  il  est  évident  que  l’on  obtiendra  immédiate- 
ment cette  dernière  équation,  en  substituant  dans  l’équa- 
tion {2)  les  valeurs  (i)  des  coordonnées  x,y  et  2 où  l’on  aura 
supposé  2'=  o;  mais  rien  n’empêche  d’y  supposer  en  même 
temps  ij/  = O,  et  les  formules  ( i ) deviennent  alors 


X — cosOcostfx'  + sinOy', 

' y= — sin0cos7.i'4- cosO)  ',  2 = siii7x'. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  {2),  il  viendra,  après 
avoir  ordonné  par  rapport  à x'  et  y', 

P sin’y  (rtji’4- 6a,^ 4- ra’4-//p4-ca4-  i)4-«7’siii’6i:üs’7 
I 4-('7-cos“0cos’y4-sln!)sinycosy(2«^4-63;4-f/)7 
|_  — cosOsinycosyl'^ra  -f-  6 ^4^ <7)7  — èy’cosOsinOcos’y 
y’  cos’  0 4-  r 7’  si  ti’  5 4-  6 7’  si  11  0 cos  O ) 

2 ( c — « ) 7’  si  II  & cos  6 cos  y — cos  6 sin  y ( 2-n  P 4-  6 a 4-  r/  ) 7 1 ^ 

, — sin0siny{2ra4-6S4-c)74-67’cosy(cos’0  — sin’O)  J 

Telle  est  l’équation  de  la  section  du  cône  par  le  plan  arbi- 
traire des  x'y'.  Maintenant  si  l’ou  veut  déterminer  les  deux 
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arbitraires  y et  9 qui  fixent  la  position  de  ce  plan,  de  manière 
(jue  l’équation  précédente  représente  un  cercle,  il  faut  évi- 
demment qu’elles  satisfassent  aux  deux  équations  suivantes: 

sin’ç(rt  P’-f-  f/p  -I-  ea  I ) + a7’siiP6cos’î. 

4-C7’cos’9cos*f-f-sin0sin(j>cos7(2ap-)-  baL-\-d]y 

— cosOsinycosyfacï  b^-\-e)f — 67’cos6sin9cos’y 

= a7^cos’9  -+■  C7’sin’  9 -|-  />7’sin  9cos9, 

2{c  — rt)7sin9cos9cos7  — cos9sin7(?.ap-t-  l)3.-\-d) 

— sin9sinif  (2Ca4-  ip-f-  e)-)-67CoSf(cos’9  — sin’9)=:o. 

Ces  équations  étant  en  môme  nombre  que  les  inconnues  7 et  9, 
elles  pourront  servir  à en  déterminer  les  valeurs  par  l’élimi- 
nation. 

Supposons,  pour  simplifier,  que  la  base  du  cône  située  dans 
le  plan  des  xr,  soit  rapportée  à son  centre  et  à ses  axes;  alors 
son  équation  deviendra  de  la  forme  av’-t-  1 = 0,  et  par 
conséquent  les  coefficients  b,  d et  e devront  être  nuis  dans 
les  deux  équations  de  condition  précédentes,  qui  prendront 
ainsi  la  forme  plus  simple, 

!sin’7(«p’-l-ca’-|-i)-+-a7’sin’9cos^(()-i-C7’cos’9cos^7 
2rtP7sin9sin?cos7  — 2ca7COs9sin7COS7 
=:  fl7’cos’G  4-  C7^sin’9, 

(4)  — rt)sin9cos9cos7  — «psin^cosG — casin9siii7  = o. 

Représentant  tang9  par  « et  coty  par  on  aura  évidemment 

' X 

Sin  y = cos 7 = ' - - t 

V'-t-X’ 

siriO=  ^ - , cos9  = 

V l y I “h  0)*^ 

et  substituant  les  valeurs  de  siny  et  cosç  dans  les  équations 
précédentes  (3)  et  (4),  elles  deviennent 

rtp’4-  Ca’-I-  I — 7’(acos’9-|-  csin’9) 

4-7’{c  — rt)(cos’9  — sin’ 9)  27  (a  psi  n 9 — caeos9)  y — o, 

y(v  — «)sin9cüs9’;^  — rtpCÜSÛ  — fxSillG  = O. 
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On  lire  de  la  dernière  de  ces  équations 

aBcosS  + câsinfl 

y ~ — . , , — - I.  , , • 

7(c — a)sin6cos9 

Substituant  celte  valeur  de  x la  première  et  remplaçant 
ensuite  sinô  et  cos 9 par  leurs  valeurs  ci-dessus,  elle  prend 
celte  autre  forme 

ca’-l- 1 — C7’ — 7*(a  — c)  — — -J 

{ I — w’)  {a^  c atùY  a(a^u  — ca)(ap-f-caM) 

{c  — a)oj’  (c — a)u 

chassant  enfin  les  dénominateurs  de  celte  dernière  équation 

(«P’-f-ca’ — C7*-|-  i)(c — a)(u’-H  w‘)-l-7’(c — 

4-  ( I — w')  (rt  P caw)*-f-  2{rtpw  — Ca)  («p  4-  eau)  (w  4-  = o, 

cffecluanl  les  calculs,  il  viendra,  toutes  réductions  faites, 

I c’a’ft)*  — [c — rt4-ac(p’— a’4-7’)  — c’(«’4-7’)]w‘ 

I — [c — a 4- ac  (P’ — a’ — 7’) 4-  «’  (P’ "H  7’)]  — a’p’  = o. 

Cette  équation  étant  du  6'  degré  en  w,  il  semblerait  qu’il  y 
eût  en  général  six  positions  du  plan  x'y  pour  lesquelles  la 
surface  conique  serait  coupée  suivant  une  circonférence  de 
cercle;  on  voit,  en  outre,  que  trois  de  ces  positions  sont  sy- 
métriques aux  trois  autres;  mais  si  l’on  observe  que  les  or- 
données a,  P et  7 du  sommet  du  cône  n’entrent  qu’au  carré 
dans  l’équation  précédente,  on  verra  facilement  qu’il  n’y  a 
que  trois  des  valeurs  de  9 données  par  cette  équation  qui  cor- 
respondent à la  position  actuelle  du  sommet  du  cône. 

En  effet,  supposons  ce  sommet  placé  symétriquement  par 
rapport  au  plan  des  yz,  c’est-à-dire  que  a soit  négatif;  il  est 
clair  qu’alors  le  plan  des  x'y  qui  donnait  une  section  circu- 
laire dans  le  premier  cône,  aura  pris  une  position  symétrique 
par  rapport  au  plan  des  yz  comme  l’a  fait  le  cône  lui-même, 
en  sorte  que  sa  traCe  sur  le  plan  xy,  qui  faisait  un  angle  9 dans 
la  première  position  avec  l’axe  des  y,  fait  maintenant  un  angle 
— 0 avec  ce  même  axe.  Or  l’équation  (5)  restant  la  même, 
que  a soit  positif  ou  négatif,  il  est  évident  qu’elle  doit  donner 
en  même  temps,  les  valeurs  de  tang&  et  — tang9,  ou  4-«  et 


- ( 
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— w;  re  f|ui  arrive  en  effet,  puisque  tangS  ou  w n’entre  qu’à 
des  puissances  paires  dans  cette  équation. 

Maintenant  si  l’on  observe  que  le  sommet  du  cône  peut 
avoir  huit  positions  symétriques  par  rapport  aux  trois  plans 
coordonnés,  et  correspondantes  à chacune  des  huit  régions 
formées  par  les  axes , ainsi  qu’aux  huit  combinaisons  de 
signes  dont  peuvent 'être  affectées  les  ordonnées  a,  p,  w,  y. 
Observant,  de  plus,  que,  pour  ces  huit  positions,  la  trace  du 
plan  des  x' y ne  prend  absolument  que  des  positions  paral- 
lèles aux  deux  premières  9 et  — 9 précédemment  considérées, 
(ce  dont  on  se  rendrait  raison  par  des  ligures),  on  pourra  en 
conclure  que,  s’il  n’existait  qu’une  position  possible  de  la  trace 
du  plan  des  x'y'  pour  le  cas  où  a,  p et  y sont  positifs,  il  n’y  en 
aurait  que  deux  pour  les  huit  positions  symétriques  du  cône 
en  question.  Par  conséquent,  l’équation  (5)  qui  doit  donner  à 
la  fois  les  valeurs  de  9 correspondantes  à ces  huit  positions 
(puisqu’elle  reste  la  même  quels  que  soient  les  signes  de  a,  p 
et  y),  ne  devrait  être  nécessairement  (dans' la  supposition  ac- 
tuelle) que  du  second  degré  et  symétrique  en  9.  Donc,  puisque 
cette  équation  est  au  contraire  du  sixième  degré  et  qu’elle  est 
symétrique,  il  faut  qu’il  y ait  nécessairement,  pour  une  position 
donnée  du  sommet  a,  trois  systèmes  de  plans  des  x'  f,  diffé- 
rents entre  eux  et  qui  coupent  la  surface  conique  correspon- 
dante suivant  une  circonférence  de  cercle. 

Concluons  enfin  de  ce  raisonnement,  qu’il  n’y  a que  trois 
racines  de  l’équation  (5)  (]ui  résolvent  la  question  dont  il  s’agit, 
ou  plutôt  qu’il  n’y  a que  trois  positions  distinctes  du  plan  des 
x'y'  qui  puissent  donner  pour  intersection,  une  courbe  dont 
l’équation  soit  de  la  forme 

Aj'--)-  A B )•'-+-  Cx'  -h  D = o. 

Sur  quoi  il  faut  remarquer  que  cette  équation  n’est  pas  néces- 
sairement celle  d’un  cercle;  car  elle  pourrait  prendre  cette 
forme  plus  particulière  encore, 

{my'-hnY-h{mx'-\- pT=o, 

auquel  cas  elle  ne  représenterait  qu’un  point. 

Pour  en  offrir  un  exemple  particulier,  supposons  que  « et  p 
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soient  nuis,  l’équation  (5)  donnera,  pour  déterminer  u,  les  re- 
lations suivantes  très-simples, 

. . 1 . — > 

w’=o,  «’=—  et  u’= ' 

O c-y’ — I 

Or  on  peut  s’assurer  que  les  deux  premières  de  ces  équations 
correspondent  à des  sections  circulaires;  quant  à la  dernière, 
qui  donne,  en  la  substituant  dans  les  équations  (3)  et  (4)  ci-des- 
sus, cosiy  = o et  par  suite  y = loo",  elle  correspond  à la  position 
du  plan  des  x' f dont  l’intersection  avec  la  surface  du  cône, 
a pour  équation  (x' — y)’  = o;  c’est-à-dire  qu’il  coupe  ce 
cône  suivant  un  point  en  son  sommetr  Quoique  celte  troisième 
valeur  de  w semble  appartenir  à une  solution  singulière  du 
problème  dont  il  s’agit,  elle  ne  peut  cependant  en  être  sé- 
parée généralement,  en  sorte  que  ce  problème  est  réellement 
du  sixième  degré  (*). 

Cette  conséquence  nécessaire,  peut  paraître  étonnante  et 
même  contradictoire  au  premier  abord  ; car  on  sait  et  nous 
l’avons  même  déjà  démontré,  qu’il  n’existe,  dans  une  surface 
conique,  que  deux  sections  qui  puissent  donner  des  circonfé- 
rences de  cercle  : mais  si  l’on  observe  que  trois  des  racines  de 
l’équation  (5)  appartiennent  à d’autres  surfaces  coniques  qui 
sont  nécessairement  liées  à celle  que  l’on  considère  à cause 
de  la  grande  généralité  de  l’analyse  algébrique,  et  que,  parmi 
les  trois  autres,  il  peut  y en  avoir  une  imaginaire  ou  qui 
corresponde  à une  solution  distincte,'  comme  nous  venons 
d’en  offrir  un  exemple,  on  verra  que  ce  qui  nous  paraissait 
d’abord  contradictoire  considéré  géométriquement,  ne  l’est 
réellement  pas  considéré  d’une  manière  algébrique. 

Au  reste,  c’est  celte  généralité  qui  constitue  l’essence  de 
l’analyse  et  fait  que  ses  résultats  ne  sont  jamais  contradictoires; 
car,  si  elle  ne  répondait  qu’aux  seules  questions  qu’on  lui 
pose,  il  en  résulterait  souvent  les  plus  grandes  absurdités. 

Supposons,  en  effet  que,  dans  la  recherche  précédente,  on 
fût  tombé  sur  une  équation  du  second  degré,  au  lieu  de  l’équa- 
tion (5),  il  en  serait  résulté  qu’on  eût  pu  construire  géométri- 


(*)  Voy.,  au  sujet  de  ces  divers  passages,  les  observations  contenues 
‘lans  la  note  de  [a  p.  io5. 
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quement  les  deux  sections  sous-contraires  du  cône  en  ques- 
. . lion;  or  ces  deux  sections  une  fois  connues,  on  en  eût  conclu 

aussitôt,  par  une  seconde  construction  géométrique,  la  posi- 
tion des  trois  plans  principaux  de  ce,  cône,  c'csl-à-dire  des 
trois  plans  (|ui,  passant  par  son  sommet,  le  divisent  chacun  en 
deux  parties  syméiri(]ues;  ce  i|ui  est  évidemment  absurde;  car 
la  recherche  d(>  cos  tiatis  )dans  est  une  (|uestion  cpii  dépend 
généralement  d’une  équation  du  troisième  degré,  et  par  con- 
séquent insoluble  d’uiui  manière  géométrique. 

Tous  les  résultats  de  l’analyse  algébri(pic  sont  ainsi  suscep- 
tibles d’interprétation. 

Nous  avons  supposé  justpi'à  présent,  que  le  cône  lût  connu 
]iar  sa  base  et  son  sommet,  et  il  s’agissait  alors  de  déterminer 
la  direction  du  |dan  ijiii  couperait  ce  cône  suivant  nn  cercle; 
nous  allons  nous  proitoser  maintenant  de  trouver  la  position 
du  sommet  d’un  cône  du  second  degré,  dont  la  base  serait 
donnée,  ainsi  que  la  trace  du  plan  qui,  passant  par  ce  sommet 
(centre  ou  point  projetant),  serait  jiarallèlo  à l’une  quelcon- 
que de  ses  sections  circulaires;  cela  procurera,  comme  on  le 
voit,  en  même  temps,  la  démonstration  du  cinquième  des  prin- 
cipes de  projection  qui  l'ont  l’objet  de  cette  D'  partie  du  Mé- 
moire. 

VT. 

Soient  donc,  ainsi  que  ci-dessus,  a,  p et  7 les  coordonnées 

' inconnues  du  sommet  du  cône; 

I 

j ay' ->r  ex' \ = O 

* l’équation  de  la  base  donnée  de  ce  cône,  rapportée  à son  centre 
et  à ses  axes;  enfin  soit 

1 x = Ty->rK 

I l’équation  de  la  trace  du  plan  qui,  passant  par  le  sommet  a, 

doit  être  parallèle  à l’une  des  sections  circulaires  du  cône. 

^ D’après  ce  qui  a été  démontré  au  commcnpemenl  de  cet  ar- 

^ ticle,  l’équation 

y ü =iang7COsea; — ^^tangysinô/ 

est  celle  du  plan  des  et  si  nous  supposons  aux  angles  9 

* et  <f  les  valeurs  trouvées  précédemment,  cette  équation  repré- 
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senlera  une  section  circulaire  du  cône  dont  le  sommet  inconnu 
est  a;  donc  l’équation  du  plan  qui,  passant  par  le  sommet  a, 
est  parallèle  à cette  section,  sera  de  la  forme 

, Z — 7 = tangij>cosfi{a7 — «)  — tangçsin  8{j — p) 

et,  par  conséquent,  l’équation  de  sa  trace  sur  le  plan  même 
des  xy,  sera 

— y = tang<fCOs  6{x — a)  — tangfsin6(j — p), 


ou  bien,  remplaçant  tang  9 par  sa  valeur  «, 


( 

X=  a — «P  — 


2- 

tang  ip  COS  9 


Cette  trace  devant  se  confondre  avec  la  droite  donnée 
x=:  Ty-i-  K,  on  a nécessairement  les  deux  équations 


« = T, 


7 

tang  y cos  9 


lesquelles  pourrontservir  à déterminer  les  valeurs  de  0,  y,  a,  etc. 

La  valeur  de  u étant,  d’autre  part,  immédiatement  donnée 
par  celle  de  T,  on  pourrait  la  substituer  directement  dans 
les  équations  (4)  et  (5),  ainsi  que  dans  les  dernières  de 
celles  que  nous  venons  de  trouver;  mais,  conune  cela  ferait 
changer  la  forme  de  ces  équations,  nous  n’effectuons  pas  cette 
substitution.  On  ne  devra  pas  oublier,  d’aiileurs,  dans  la  suite 
des  calculs  ci-après,  que  cette  même  quantité  u est  constante  et 
égale  à T. 

On  peut  d’abord  éliminer  tang  y entre  la  dernière  équation 
de  condition  et  l’équation  (4)  qui  donne 


on  obtiendra  ainsi 


7(c  — o)sin  9 

tang  <r  = '-i— T ; 

® ^ ap  + caw 


-«P  — 


«P- 


• COLU 


(c  — a)sin9cos9 


= K. 


Telle  est  la  relatiorl  qui  doit  exister  entre  les  ordonnées  incon- 
nues a et  P du  sommet  du  cône.  On  voit,  par  là,  que  ce  som- 
ipet  est  nécessairement  situé  dans  un  plan  vertical  perpendi- 
culaire au  plan  des  xy. 

Remplaçons  dans  celle  écjuation,  les  indéterminées  a et  p 
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par  les  variables  générales  x etj,  puis  chassons  le  dénomi- 
nateur, elle  deviendra 


X [(c  — a)sin6  cos6 — — j[(g — a)sin9cos9.M-f-g]  _ 
(c — a) sine  cos  9 ~ 

Or  nous  avons,  d’une  part, 

(c — a)sin  9COS9  — c*>  = »[(c — a)  cos’0  — c] 

= » [(c  — a)  cos’6  — c(cos’9-i-  sin’9)]  = — w(a  -f-c»’)  cos’9 

et,  djune  autre,  par  de  simples  réductions, 

(c  — a) sin9cos9.M-+-a  = (c  — rt)sin’0-t-a(cos’9  -+-  sin’9) 
= (a-t-C*i’)  cos’ 9; 


donc,  substituant,  il  viendra 

(c  — a)«  ~ 

d’où  l’on  tire  immédiatement,  . 


(6) 


X 


I K(c — a) 

— y' — ■ ' ' • 

C»* 


Cette  équation  prouve  que  le  plan  dans  lequel  est  situé  le 
sommet  du  cône  o,  est  perpendiculaire  à la  droite  donnée 
x = Tj-f-K  ou  X = ajr-JrK. 

Supposons  maintenant  que  u ait  la  valeur  constante  T,  dans 
l’équation  (5)  trouvée  ci-dessus,  on  aura  alors  une  équation 
de  condition  à laquelle  devront  naturellement  satisfaire  les 
coordonnées  inconnues  a,  p et  7 du  sommet  du  cône,  et  qui 
sera  par  conséquent,  en  a,  p et  7 l’équation  d’une  surface  sur 
laquelle  ce  sommet  est  nécessairement  situé  d’après  les  con- 
ditions du  problème.  En  l’ordonnant  par  rapport  aux  indéter- 
minées a,  P et  7,  elle  devient 

(a  — c)(a  c«’)w’7’-(-  a(i-i-  «’){a  -(-cm’)P’ 

— c ( i-(-  *»’)(«  -+-  eu’)  u’ot’  -|-{e  — a)(  i-t-u’)u’=  O, 

ou,  remplaçant  les  indéterminées  particulières  a,  p et  7 du 
sommet  du  cône  par  les  variables  générales  x,  y et  z, 

l {a  — c)(a-l-cu’)u’z’-|-a(i  -f-u’)(a-Heu’)j’ 

( — c( !-(- u’) (a  c’u’)u’ar’ -i- (c  — rt){ i-t- u’)  u’  = o. 
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Celte  équation  fait  voir  que  le  .sommet  du  cône  doit  être 
sur  une  surface  du  second  degré;  et,  comme  nous  avons  déjà 
prouvé  qu’il  doit  aussi  être  situé  dans  un  plan  (6J  perpendi- 
culaire à la  droite  donnée  x = il  s’ensuit  que  ce  som- 

met doit  se  trouver  sur  la  courbe,  du  second  degré,  intersec- 
tion de  ce  plan  et  de  celte  surface.  Mais,  il  y a plus  encore, 
je  dis  que  cette  courbe  du  second  degré  est  un  cercle,  ayant 
pour  centre  le  point  même  d’intersection  de  la  trace  (6)  et  de 
la  droite  donnée  K.  ^ 

11  est  d’abord  évident  que  la  surface  (7)  étant  symétrique 
par  rapport  au  plan  des  tout  plan  qui  sera  perpendiculaire 
à ce  dernier,  la  coupera  suivant  une  courbe  symétrique  aussi 
par  rapport  au  plan  des  xy,  courbe  dont  le  centre  sera  par 
conséquent  situé  dans  ce  plan.  De  plus,  on  sait  que.  toutes  les 
sections  parallèles  à celle-là  donneront,  dans  la  même  surface, 
des  courbes  semblables  à la  première,  dont  les  centres  seront 
distribués  sur  une  même  ligne  droite  située  dans  le  plan  des 
xy  et  passant  par  le  centre  de  la  surface  ou  par  l’origine  des 
coordonnées,  puisque  ce  centre  est  en  ce  dernier  point  d’après 
l’équation  (7).  Donc,  pour  reconnaître  la  nature  de  la  courbe 
déterminée  par  le  plan  (6)  dans  la  surface,  il  suffira  de  cher- 
cher l’intersection  de  celte  surface  par  un  autre  plan  qui,  pas- 
sant par  l’origine  des  coordonnées,  serait  parallèle  à celui-là 

et  dont  l’équation  par  conséquent  serait  x — —~y. 

W ^ 

Cela  posé,  puisque  la  trace  x = — —y  de  ce  dernier  plan 

fait  avec  l’axe  des  j,  un  angle  dont  la  tangente  irigonométrique 

est  égale — le  sinus  à cos  9 et  le  cosinus  à — sinO,  c’est- 

à-dire  un  angle  de  100°  -+■  9,  il  est  évident  que  si  l’on  veut  rap- 
porter la  surface  (7)  à ce  plan  pour  nouveau  plan  des  yz,  le 
plan  xy  restant  le  même,  il  faudra  mettre  pour  x et  y dans 
l’équation  (7)  de  celte  surface,  les  valeurs  fournies  par  les  for- 
mules suivantes  : 

y = — cos9ar' — sin9y,  :c  = cos97'' — sin9a:',  z=z'. 

On  peut  vérifier  à poslériori,  l’exactitude  de  ces  trois  équations 
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en  supposant  dans  les  lormiiles  générales  (i),  ^ et  i}<  nuis  et 
remplaçant  0 par  ioo”-f-  0. 

Il  s’agit  donc  de  substituer  pour  x,  y et  z les  valeurs  ci- 
dessus  dans  l’équation  (7).  Pour  simplifier  les  calculs,  je  fais 

(<z  — c)(a-t-  cw’)  o)’=  A,  a(  I + w’)(a  cm^)  = B, 

— c(  I -H  u’)(a  -I-  Cm*)  w’=  C,  (c fl)  ( I -I-  w*)  w*=  II, 

et  alors  cette  équation  prendra  la  forme 

A z*-|- Bj’-I- Cx’-f- D = O. 

Faisant  la  substitution  ci-dessus  indiquée,  elle  devient 

Az'*-f-(Bsin*0  -H  Ccos*0)  t^’-I-(B  cos’  0-1-  Csin*0)a:'* 

-t- 2sin0,cos0(B  — C)a;'r-'-|- I)  = O. 

En  posant  x'=o  dans  cette  écjualion  qui  représente  la  surface 

(7),  rapportée  au  plan  x = — -/comme. plan  des^^-'z',  on  aura 

évidemment  l’équation  de  son  intersection  avec  ce  plan  ; ce  qui 
donne  ainsi 

Az’’-!- (Bsin’0 -|-Cco8’0)/'’-f- D =0, 

ou,  remettant  pour  A,  B,  C et  D leurs  valeurs  et  divisant  par 
le  produit  (fl  — c) 

(fl  -I-  Cm’)z'’-1-  (fl  -I-  Cm’)/'’=  I -I-  m’. 

Donc,  ainsi  que  nous  l’avions  annoncé,  le  plan  x = — - K et, 

M • 

par  suite,  le  plan  (6)  qui  lui  est  parallèle,  coupe  la  surface  (7) 
suivant  une  circonférence  de  cercle. 

En  second  lieu,  nous  avons  vu  que  les  centres  des  sections 
circulaires  parallèles  à celle  dont  il  s’agit,  sont  situés  sur  un 
diamètre  de  la  surface  ( 7 ),  qui  passe  par  l’origine  des  coordon- 
nées, et  se  trouve  situé  dans  le  plan  des  xy;  donc  le  centre  de 
la  section  dont  il  s’agit  doit  se  trouver  à la  rencontre  du  même 
diamètre  et  de  la  trace  du  plan  de  cette  section,  trace  repré- 
sentée par  l’équation  (6)  ou 

I K(c  — fl) 

^ U ^ fl  -I-  c 0’  ' 

I.  2(j 
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Soient  (S),  fiff.  j6i,  la  trace  de  la  surface  (7)  sur  le  plan  d((s 
.rv,  NM  celle  du  plan  (6)  qui  coupe  celte  surface  suivant  un 


Fiij  i6f. 
\z 

M'  ] 


'■'j/ 


cercle  dont  le  centre  est  évidemment  au  milieu  c de  la  corde 
io,  inlcrcei)lée  sur  NM  par  la  conique,  point  situé  à l’inter- 
section de  la  trace  NM  avec  le  diamètre  A t,  conjugué  à la  di- 
rection de  celte  trace  et  qui  contient  les  centres  de  toutes  les 
sections  circulaires  parallèles  à celle  en  question. 

Ce  diamètre,  lieu  des  centres  c des  cordes  parallèles  à io 
passe  par  le  point  t de  la  courbe  (A)  dont  la  tangente  est  paral- 
lèle ^la  trace  NM.  La  question  revient  donc  finalement  à déter- 
miner le  point  de  contact  t. 

Si  l’on  fait  z=o  dans  l’équation  (7),  on  aura  pour  l’équation 
de  la  trace  (A)  sur  le  plan  des  xy 

(8)  a(n  + Cm’)  J* — y (a  -H  c«’)  (c  — a)  w’=  o. 


Or  on  sait  que  la  tangente  irigonomélrique  de  l’angle  qu’une 
tangente  à une  courbe  fait  avec  l’axe  des  y est,  en  général, 
dx  : <//;  donc,  dans  le  cas  actuel,  cette  tangente  sera  exprimée 


par  — mais,  par  hypothèse,  elle  doit  être  égale  à celle  que 

ç<jy  X 

fait,  avec  ce  même  axe,  la  trace  MN  qui  a pour  équation 


K(c  — «)_ 
a-+-  c»’  ’ 


donc  on  doit  avoir  entre  les  coordonnées  x et  y du  point  de 
contact  t,  l’équation  de  condition 


ny  I 

Cu'x  a 


OU  bien  ay-heux—o. 


Digitized  by  Google 


DES  CAHIERS  PUÉCf;r>E.NTS.  4o3 

Si  l’on  combinait  celte  équation  avec  l’équation  (8),  de  la 
courbe  ( A),  on  obtiendrait  les  valeurs  des  coordonnées  du  point 
t ; or  celte  équation  nv-l-  cax  = o,  quand  on  y suppose  x et  r 
variables,  représente  une  droite  qui  passe  par  le  centre  A de  la 
courbe  ; donc  c’est  l’équation  même  du  diamètre  Ac/  : en  la  coin- 

binani  avec  réuuation  x = ~ - y — — — de  la  trace  MN, 

w • « + Cm’ 

on  obtiendra  pour  les  coordonnées  du  centre  cherché  c, 

'j  ^ «K  CM  K 

rt-l-Cw’’  ^ 0-1- Cm’ 

Il  est  aisé  de  démontrer  à posteriori,  que  ces  valeurs  satisfont 
aussi  à l’équation  x = m>-+K  de  la  droite  donnée  en  preniiér 
lieu.  Donc  enfin  le  centre  du  cercle  sur  lequel  est  situé  le 
sommet  a du  cône  projetant,  se  trouve  être  précisément  au 
point  d’intersection  de  la  droite  donnée  et  du  plan  de  ce  cer- 
cle; comme  il  s’agissait  de  le  démomrer. 

Maintenant  soit  (B),  Jif;.  162,  la  base  du  cône  en  question 
dont  a est  le  sommet,  et  qui  a pour  éi|uation  «p’-l-  cx’-t-  i = o; 
soit  de  plus  KT,  la  droite  donnée  dont  l’équation  est  x=t>>r-i-  K 
et  qui  renferme,  comme  nous  venons  de  le  voir,  le  centr(^cdu 
cercle  sur  leipiel  est  situé  le  sommet  a;  soient  /r  et  0 les  deux 
points  où  celle  droite  rencontre  la  courbe  (B),  je  dis  que  le 
centre  c divise  la  corde  /r9  en  deux  parties  égales. 

En  effet,  cela  revient  évidemment  à prouver  que  le  diamè- 
tre B/',  qui  divise  les  cordes  parallèles  à /rfl  en  deux  parties 

Fig.  163- 


égales,  se  confond  avec  celui  (|ui,  dans  la  i6i,  conlenail 

26. 
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le  centre  du  cercle  vertical  en  question  et  dont  l’équation  a été 

trouvée  de  la  forme 

ay-i-cax  — o. 

Pour  déterminer  ici  le  diamètre  B/',  menons  une  tangente  à 
la  courbe  de  base  (B),  parallèlement  à la  droite  KT,  il  est  évi- 

dx  {IX 

dent  que  la  tangente  trigonométrique  ^ ^ l’angle 

formé  par  celte  première  tangente  avec  la  direction  de  l’axe 
des  J,  devant  être  égale  à celle  «,  qui  correspond  à la  droite 
KT,  on  aura  l’équation  de  condition  \ 

— ^ = 0)  ou  bien  ay-+-cax  = o 
ex 

entre  les  coordonnées  æt  et  r du  point  équation  qui  est  celle 
même  du  diamètre  B<,  divisant  la  corde  A 0 en  deux  parties 
égales.  Donc  ce  diamètre  se  confond  avec  celui  qui  passe  par 
le  centre  c du  cercle  qui  contient  le  sommet  du  cône  auxiliaire 
de  j)rojection,  puisqu’il  a la  même  équation;  par  conséquent 
ce  centre  se  confond,  en  réalité,  avec  le  point  milieu  de  la 
corde  /rô  dont  la  direction  est  donnée  à priori. 

D’après  ces  considérations,  la  position  du  plan  et  du  centre 
du  cercle  sur  lequel  doit  être  situé  le  sommet  a du  cône,  se 
trouve  entièrement  déterminée,  et  l’on  voit  qu’elle  pourra  tou- 
jours l’être  géométriquement;  car,  si  la  droite  KT  ou  /rS  est  don- 
née ainsi  que  la  courbe  (B)  qui  sert  de  base  à la  surface  conique, 
il  faudra,  résumant  ce  qui  précède,  commencer  par  déterminer 
la  direction  de  B <'  qui  divise  en  parties  égales  toutes  les  cordes 
parallèles  à /rfl;  le  point  c.où  ce  diamètre  rencontrera  la  droite 
/(•9  sera  le  centre  du  cercle  en  question  : élevant  ensuite,  en  c, 
une  perpendiculaire  à /rS,  elle  sera  la  trace  du  plan  vertical  qui 
doit  renfermer  ce  cercle. 

Voici  enfin  une  dernière  propriété  qui  servira  à en  déter- 
miner la  grandeur  ou  le  rayon. 

« Le  carré  du  diamètre  du  cercle  sur  lequel  est  situé  dans 
» l’espace,  le  sommet  a du  cône  de  projection  est  égal  au  carré 
» de  la  corde  A fl  donnée  [fig-  '62),  mais  pris  avec  un  signe 
» contraire.  » 

Il  est  visible  d’abord  que  le  diamètre  de  ce  cercle  est  égal  à 
la  corde  oj  (fig.  161),  formée  dans  la  conique  (A),  dont  (8)  est 
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l’équalion,  par  la  trace  MN  du  plan  du  cercle,  laquelle  a elle- 
même  pour  équation 

I {(; — «)K 

X =: T ; 

6)  ‘ a Ca>‘ 

il  s’agit  donc  de  calculer  la  longueur  de-  celle  corde  et  celle 
ifig.  162)  de  la  corde  A'fl  ou  or  = «r  -1-  K,  formée  dans  la  base 
du  cône,  que  représente  celle  autre  équation 

«y’-l-  cx'-\-  1 = 0. 

Nous  ferons,  pour  ne  pas  répéter  deux  fois  le  même  calcul,  l’o- 
pération dans  l’hypothèse  d’une  droite  et  d’une  section  coni- 
que quelconques. 

Soient  x = my  -t-  n et  A -t-  D = o les  équations  de 
ces  lignes;  en  les  combinant  entre  elles,  on  obtiendra  pour 
les  coordonnées  de  leurs  intersections 

— w«C  ± — ( I)  -I-  C/t*)(  A -h  Cm') 

\ + Cm'  ' 

rt  A ± \/n'\' — ( D w^-(-  Ah’)(  A-t-  Cm’) 

A -f-  Cm’ 


Donc  le  carré  (.r' — x,)'-‘r{y' — j,)’  de  la  distance  entre  ces 
deux  points  x'y'  et  x,j\  d’intersection  sera,  en  l’appelant  A’, 


, [I)(A-t-Cm’)-|- AC«’)] 
^ (A-l-Cm’)’ 


(i-t-m’). 


Considérons  d’abord  la  corde  h 6 (fig.  162),  son  équation  et 
celle  de  la  base  (B.)  du  cône  étant  respectivement  æ = w/-1- K, 
ay'  ex'  + 1 = O,  on  aura,  dans  ce  cas, 

m = u,  «=K,  k = a,  C = t,  D = i, 


cl,  par  conséquent. 


[fl-t-  coi'-y  «cK’] 
(a-l-  cw’)’ 


Maintenant,  si  l’on  considère  la  conique  (A)  et  la  corde  MN 
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(Jig.  lOt)  (lui  ont  (H)  ei  (9)  puur  éfiuations  respectives 

U {a -h  — c ( a -}-  m’ æ’ -H  { c — «)  = o, 

I k { c — (/  ) 

x = r ; T’ 

w U + c«  , 


on  aura,  en  comparant  ces  (iqualions  avec  les  précédentes. 


,V  =r  fl  { rt -H  cw’ ),  C = — c (fl -4- l)  = {c  — fl)w^. 


I K { f — « ) . 

w fl  + Cw’  ’’ 


substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  de  A%  il  viendra,  en 
nommant  R le  rayon  du  cercle,  lieu  des  centres  auxiliaires  de 
projection. 


4iu=.'f 


[fl-4-  ac 

( a + cw’y 


— 3 —3 

Donc,  enlin,  oi  = 4^^“  = — /' ® j c'est-à-dire  que  le  carré  du 
diamètre  du  cercle  dont  il  s’agit  est  égal  au  carré  de  la  cordc_ 
donnée  /r9,  pris  avec  un  signe  contraire. 

D’après  cela,  si  la  direction  de  /■  S rencontre  la  courbe  (R), 
Jig.  162,  le  rayon  R sera  imaginaire;  car  alors  le  carré  de  la 
corde  /r0  étant  positif,  celui  de  2R,  égal  et  de  signe  contraire 
d’après  ce  qui  précède,  sera  négatif.  Au  contraire,  si  la  direction 
de  h 9 ne  rencontre  pas  la  courbe,  la  corde  h O étant  imaginaire, 
le  rayon  R du  cercle  en  question  sera  réel,  et  par  conséquent, 
dans  ce  cas,  le  problème  qui  nous  occupe  sera  susceptible  de 
solution;  c’est-à-dire  qu’alors  la  conique  (B)  et  la  direction  Ic9 
étant  données,  il  sera  possible  de  trouver  un  sommet  a,  tel 
(pie  le  plan  mené  par  ce  sommet  et  par  la  droite  />  0 soit  paral- 
lèle à une  section  circulaire  du  cône  ()ui  aurait  la  courbe  (B) 
pour  base  ; de  sorte  que  si  l’on  projetait  cette  droite  et  cette 
courbe  du  point  a,  comme  centre,  sur  un  plan  quelconque  pa- 
rallèle au  précédent,  la  projection  de  la  droite  aurait  tous  ses 
points  situés  à l’inlini  et  celle  de  la  section  conique  (B)  serait 
une  circonférence  de  cercle. 

Donc  il  est  démontré  d’uaé  manière  rigoureuse  ()ue  le 
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Princ.  V esl  vrai  en  général,  (luoiqu’il  puisse  cesser  de  l’èlre 
dans  certaines  positions  de,  la  droite  et  de  la  courbe  don- 
nées en  particulier. 

Pour  compléter  la  solution  géométrique  du  problème,  il  est 
nécessaire  d’indiciuer  comment  on  pourra  déterminer  la  lon- 
gueur du  rayon  de  la  circonférence  de  cercle,  lieu  des  centres 
de  projection  a. 

Soient  {\),Jlg.  i()3,  la  courbe,  et  KT  la  droite  données  non 
sécantes,  on  commencera  par  déterminer  le  centre  f,  du  cercle 

Fig.  i63. 


cherché,  comme  il  a été  dit  ci-dessus,  au  moyen  du  diamèlre 
conjugué  à la  dirtiction  de  KT;  puis  élevant  au  point  c de 
leur  rencontre  mutuelle,  la  perpendiculaire  ML  sur  KT,  on 
aura  la  trace  du  plan  vertical  qui  contient  le  cercle  cherché;  il 
ne  s’agit  donc  plus  que  d’en  détertniner  le  diamèlre. 

On  a vu  que  le  carré  de  ce  diamètre  est  égal  au  carré  d(*  la 
corde  interceptét;  sur  la  droite  KT  par  la  courbe  (A),  pris  avec 
un  signe  contraire  ; la  question  revient  donc  délinitivemcnt  à 
déterminer  ce  dernier  carré. 

Imaginons  par  le  centre  .A  un  second  diamètre  \B  parallèle 
à KT;  c’est^-.à-dire  conjugué  à la  direction  de  AL  Soit  \ l = a 
et  AB  = A,  réciuation  de  la  conique  (.V),  rapportée  à ces  di- 
rections sera,  comme  on  sait,  de  la  forme 

a\r^±  h^x^=±n’b\ 

Appelons  x'  l’abscisse  connue  \c  du  point  c,  le  carré  de  la 
corde  interceptée  surKT  sera  le  carré  du  double  de  rordomiée 
y'  correspondante  à Ac  — x'.  Or,  e.n  mettant  .r'  pour  ji- dans 
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l’équation  ci-dessus,  on  en  tire  pour  le  carré  de  l’ordonnée  en 

question 

donc  on  conclura,  de  ce  qui  précède,  en  faisant  abstraction  du 
signe  inférieur  pour  sinipliiier, 

4R^=  — 4 jc'*); 

d’où  l'on  tire 

— — ou  u'.\lx''‘ — a’::  6;  K. 

n . 

Pour  obtenir  cette  quatrième  proportionnelle,  il  faudra 
d’abord  construire  \!x'^ — a’,  au  moyen  du  triangle  rectangle 
\mt,  dans  lequel  l’hypoténuse  A;n  est  égale  à j;'  ou  Ac;  on 
portera  ensuite  AB  ou  b de  A en  n,  et  par  ce  point  on  mènera 
la  parallèle  w/t  à mt,  qui  coupera  Am  en  «,  et  la  distance  A w 
ainsi  trouvée  sera  évidemment  la  longueur  du  rayon  R cherché  ; 
de  sorte  que  si,  du  point  c comme  centre,  avec  Aw  = R pour 
rayon,  on  décrit  une  circonférence  de  cercle  dans  le  plan  ver- 
tical de  ML,  tous  les  points  de  cette  circonférence  satisferont 
à la  condition  du  problème. 

Cette  solution  est  beaucoup  plus  simple  que  je  n’avais  osé 
l’espérer  d’abord. 


Vil. 

VI'  pRiNcii’E.  — Le  système  de  deux  sections  coniques  quel- 
conques, situées  dans  un  même  plan,  peut  être  généralement 
considéré  comme  la  projection  du  système  de  deux  circonfé- 
rences de  cercles  ayant  une  corde  commune  à l’infini. 

Soient  (,\)  et  164,  les  deux  courbes  données;  nom- 

mons toujours  a le  point  projetant  ou  sommet  commun  des 
deux  cônes  qui  ont  ces  courbes  pour  bases,  et  supposons  qu’il 
s’agisse  de  déterminer  ce  sommet  de  façon  que  les  deux  sur- 
faces coniques  correspondantes  soient  susceptibles  d’être  cou- 
pées par  un  même  plan,  chacune  suivant  une  circonférence  de 
cercle.  Imaginons  pour  un  moment,  que  le  problème  soit  ré- 
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solu,  si  en  effet  il  peut  l’ètre,  et  qu‘011  connaisse  par  consé- 
quent, la  position  du  sommet  a et  celle  du  plan  qui  doit  couper 

Fig.  164* 


/ 


les  deux  cônes  correspondants  suivant  des  cercles.  Imaginons, 
de  plus,  qu’on  mène  par  le  sommet  en  question,  un  plan  pa- 
rallèle au  précédent  : ce  plan  viendra  couper  celui  des  deux 
courbes  (A)  et  (A')  suivant  une  certaine  droite,  que  j’appelle 
en  général,  P. 

Cela  posé,  je  dis  : 1°  que  cette  droite  se  confondra  avec  l’une 
des  cordes  kQ  communes  aux  deux  courbes  A et  B;  2®  que  le 
sommet  commun  a ou  le  point  projetant,  se  trouvera  situé  dans 
un  plan  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  cette  corde  et  sur 
une  circonférence  de  cercle  qui  aurait  ce  milieu  C pour  centre, 
mais  dont  le  carré  du  diamètre  serait  égal  à celui  de  la  corde  A 0 
pris  avec  un  signe  contraire. 

En  effet,  d’après  ce  qui  a été  démontré  dans  l’article  précé- 
dent, la  trace  P du  plan  mené  par  le  sommet  a parallèlement 
à la  section  circulaire  du  cône  de  base  (A),  est  telle,  qu’en  la 
considérant  comme  corde  de(A),  et  que  si,  par  son  milieu  C on 
lui  élève  un  plan  perpendiculaire,  ce  plan  passera  par  le  som- 
met a;  même  chose  a lieu  à l’égard  de  cette  trace  P,  consi- 
dérée comme  corde  de  la  courbe  (A').  Or,  comme  par  le  som- 
met a,  on  ne  peut  abaisser  qu’un  seul  plan  perpendiculaire  à 
une  droite,  il  s’ensuit  que  le  milieu  de  la  trace  P,  considérée 
comme  corde  de  la  courbe  (A),  et  son  milieu  en  la  considérant 
comme  corde  de  la  courbe  (A'),  se  confondent  tous  les  deux  en 
un  seul  et  même  point. 

De  plus,  il  a été  démontré  dans  le  même  article,  que  si  l’on 
joint  ce  point  milieu  avec  le  sommet  a par  une  ligne  droite,  le 
quadruple  du  carré  de  cette  droite  que  nous  nommions  rayon 
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était  égal  nu  carré  de  la  partie  de  la  trace  D comprise  dans  la 
coni(iue{A),  pris  avec  u»  signe  contraire,  et  par  la  même  raison 
égal  au  carré  de  la  partie  de  cette  même  droite  comprise  dans 
la  courbe  ( A'J,  l'iris  aussi  avec  un  signe  contraire  ; donc  ces  deux 
dernières  parties  sont  égales  entre  elles;  ce  qui  ne  peut  avoir 
évidenmient  lieu,  puisque  ces  deux  parties  sont  divisées  au 
même  point  en  deux  parties  égales,  à moins  que  la  trace  1* 
dont  il  s’agit,  ne  soit  une  corde  commune  aux  courbes  (A)  et 
(.V');  premier  point  qu’il  s’agissait  de  démontrer. 

Il  résulte  aussi,  de  ce  (|ue  nous  venons  île  dire,  que  le  som- 
met a doit  SC  trouver  dans  un  plan  élevé  perpendiculairement 
au  mileu  de  la  corde  /r6  ou  I*,  sur  une  circonférence  de  cercle 
([ui  a pour  centre  le  milieu  C de  cette  corde  et  dont  le  carré 
du  diamètre  doit  être  égal  à celui  de  /rO,  pris  avec  un  signe 
contraire.  Second  point  qu’il  s’agissait  de  démontrer. 

Donc,  puisque  le  sommet  a et  la  trace  l’  du  plan  (|ui  passe 
par  ce  sommet  parallèlement  à la  direction  commune  des  sec- 
tions circulaires  de  l’un  et  l’autre  cône  .V  et  .V',  doivent,  d’a- 
près ce  qui  vient  d’être  démontré,  satisfaire  aux  deux  condi- 
tions énoncées  ci-dessus,  on  pouiTj  en  conclure,  relativement 
au  problème  qu’il  s’agissait  de  résoudre,  que  : 

Deux  sections  coniques  étant  données  dans  un  plan,  si  l’on 
SC  propose  de  les  projeter  sur  un  autre  plan,  de  manière 
iju’elles  y deviennent  des  cercles  et  qu’il  s’agisse  de  trouver 
le  centre  projetant  et  la  direction  du  plan  de  projection,  on 
commeneera  par  déterminer  l’une  des  cordes  imaginaires  com- 
munes à ces  sections  conii|ues,  et  alors  la  question  sera  ra- 
menée à celle  qui  a été  résolue  tout  au  long  dans  l’article 
précédent. 

ün  [lout  remar(|uer  que  deux  sections  coniques  quclcoii(|ues 
se  coupant  en  général  en  quatre  .points,  ces  courbes  peuvent 
avoir  dans  le  iTiême  cas,  six  cordes  communes;  donc  la  quan- 
tité w,  qui  détermine  l’inclinaison  de  ces  cordes,  peut  avoir 
aussi,  en  général,  six  valeurs  différentes. 

Nous  donnerons  par  la  suite,  un  moyen  de  con.struire  gra- 
plntjuemcnt,  dans  de  certains  cas,  les  cordes  communes  à 
deux  sections  coniques  lorsqu’on  les  sujipose  décrites.  Quant 
à présent,  nous  nous  bornerons  à faire  observer,  d’après  ce  qui 
a été  dit  précédemment,  (|ue  le  problème  en  question  ne  sera 
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soluble  geomélriqucmcnl , qu’autant  que  parmi  les  cordes 
communes  aux  deux  sections  coniques  données,  il  y en  ait 
qui  ne  rencontrent  ni  l’une  ni  l’autre  de  ces  courbes;  mais 
qu’il  faut  cependant  qu’elles  ne  cessent  pas  d’exister,  c’est- 
à-dire  qu’elles  soient  de  l’espèce  de  celles  que  nous  avons  ap- 
pelées dans  des  Notes  sur  la  Géométrie,  du  nom  de  cordes, 
de  sécantes  idéales;  les  distinguant  ainsi  de  celles  (jui  sont 
entièrement  illusoires  et  impossibles  à construire,  même  en 
direction. 

Quoi  qu’il  en  soit,  il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  dé- 
montrer, qu'il  est  généralement  possible  de  projeter  deux 
sections  coniques  suivant  le  système  de  deux  cercles,  quoi- 
qu’il y ait  certaines  positions  relatives  de  ces  courbes  pour  les- 
quelles la  projection  soit  impossible,  comme  cela  arriverait, 
par  exemple,  si  ces  courbes  s’entrecoupaient  en  (|uatrc  points 
distincts  ou  confondus.  > 


VIII. 


Nous  venons  de  démontrer  par  des  considérations  de  géo- 
métrie, le  sixième  principe  de  ce  Mémoire,  en  nous  appuyant 
pour  cela,  sur  la  démonstration  algébrique  du  cinquième  prin- 
cipe. On  pourrait  désirer  en  connaître  une  démonstration  di- 
recte et  fondée  sur  la  seule  analyse  algébrique.  C’esl  ce  «pic 
je  me  propose  de  faire  actuellement,  non  afin  de  donner  à la 
première  démonstration  une  plus  grande  certitude  dont  elle 
n’a  pas  besoin,  mais  pour  avoir  occasion  de  démontrer  une 
propriété  nouvelle  et  assez  intéressante  des  courbes  du  se- 
cond degré.  Cependant,  au  lieu  de  considérer  en  général,  le 
systèrqede  deux  sections  coniques  quelconques,  nous  suppo- 
serons, afin  d’abréger  les  calculs,  que  l’une  de  ces  courbes 
soit  une  circonférence  de  cercle,  ce  qui,  évidemment,  ne  di- 
minuera en  rien  la  généralité  de  la  .solution. 

Supposons  donc  pour  sinq)lifier,  (|ue 


(9)  «p’-f- cjr'-l- 1 = o 

S'oit  l’équation  de  la  section  conique,  et 

( I o)  «' jM-  a'  x'-^r  d'f  e'x  -t-  i = o 

celle  du  cercle  dont  il  s’agit.  Soient  toujours  a,  p et  7 les  coor- 
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données  inconnues  du  sommet  commun  aux  deux  cônes  qui 
ont  pour  bases  les  deux  courbes  données  (9)  et  (10);  suppo- 
sons, de  plus,  que  7 et  0 représentent  les  angles  qui  déter- 
minent la  position  du  nouveau  plan  des  x" y',  lequel  doit 
couper  ces  surfaces  coniques  suivant  des  circonférences  de 
cercles,  comme  dans  la  question  précédente.  Il  s’agit  donc  de 
trouver  les  valeurs  des  cinq  inconnues  a,  p,  7,  9 et  7,  de  façon 
que  les  cônes  et  le  plan  des  x'y'  remplissent  la  condition  pré- 
cédemment indiquée. 

Puisque  le  plan  des  x'y'  doit  couper  le  cône  qui  a pour 
base  la  courbe  {9),  suivant  une  circonférence  de  cercle,  on 
doit  avoir  évidemment  les  équations  de  condition  (3)  et  (4) 
trouvées  (p.  3g3,  n®  IV).  Pour  obtenir  les  équations  de  condi- 
tion relatives  à la  seconde  surface  conique,  il  faut  supposer 

a=a',  b=o,  c = a',  d=d'  et  e = e', 

dans  les  équations  générales  de  condition  trouvées  au  même 
endroit,  et  relatives  à la  courbe  du  second  degré  qui  a pour 
équation 

ay'-\-  bxy-\-  cx^-\-dy  ex  i = o; 

cela  donnera  ainsi  les  deux  équations  suivantes,  qu’il  faudra 
joindre  aux  équations  (3)  et  (4)  : 

sin’7  (a'  p’-t-  a'a’-t-  rf'  P -f-  e'  a H- 1 ) -f-  a'y’cos’^ 
-l-sin9sin7COS7(2a'p-|-(/')7 — cos9sinfCOS7(2a'a-t-e')7=«'7% 
— cos0sin7(2fl'p  H-  cf')7  — sin9sin7  (2a'a-f-  e')7  = o. 

Supprimant  les  facteurs  inutiles  dans  ces  dernières  équations 
comme  répondant  à des  solutions  particulières,  savoir  sin  7 
dans  la  première,  7 et  sin 7 dans  la  seconde;  divisant  la  pre- 
mière par  sin 7,  la  seconde  par  cosO,  remplaçant  ensuite  cot7 
par  X et  lang9  paru,  comme  on  l’a  fait  (p.  393),  elles  devien- 
dront 

(11)  ^ a'(p’-t-a>  — 7’)-i-rf'p-Ha'a-|-l 

1 -|-7sin0(2a'p-|-</')x  — 7 cos9(2a'a -f-  e')x  = o, 

(12)  2a'p -t- (aa'a -H  e')u  = O. 

On  a ainsi  quatre  équations  de  condition  (3),  (4),  (nj,  {<’-). 
pour  déterminer  les  cinq  inconnues  a,  p,  7,  x et  «.  Il  semblerait 
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d’après  cela  qu’aucune  de  ces  inconnues  ne  doit  être  con- 
stante; mais  cela  n’est  pas  en  réalité,  comme  nous  allons  le 
voir  en  cherchant  à éliminer  des  quatre  équations  précédentes 
les  inconnues  p,  7 et  x- 

On  peut  d’abord  commencer  par  éliminer  x entre  les  équa- 
tions (3)  et  (4);  cêlte  opération  a déjà  été  exécutée  (p.  394), 
et  a donné  pour  résultat  final  l’équation 

I — c’a’w*-i-[c  — «-|-ac(p’ — a’) — c'a}-\-e{a  — c)'/’]u‘ 

( -i-[c  — fl-|-ac(p’ — «’)•+■«’ P’ -1-  a{a  — c)7’]o>’-|- a’P’=  o. 

On  peut  ensuite  éliminer  la  mcine  quantité  x entre  l’équation 
(4)  et  l’équation  (i  i),  ce  qui  donnera,  en  supprimant  le  facteur 
commun  7, 

rt'(P’-)-a’ — 7’)  4-  rf'p-f- c'a -t- I «P  -H  eau  _ 

2«'a-t-e' — u(2«'p-|-rf')  ~ (e — «)  U ’ 

chassant  les  dénominateurs  de  cette  équation  et  observant  que, 
d’aprè's  l’équation  {12),  on  a 

9.a'  P d'=  — (2.n'a  -f-  e')  u, 

il  viendra,  toutes  réductions  faites, 

I a' {a  — c)u7’=  (an'a  -l-e')  ( i 4-  u’){rt  p4-eau) 

— (e— a)  [a'(P’4-a’)4-r/'p4- e'a-|-i]u. 

On  a maintenant  les  trois  équations  (12),  (5)  et  (i3),  qui  ne 
renferment  plus  x»  et  qui  remplacent  les  quatre  trouvées  d’a- 
bord. On  peut  immédiatement  éliminer  l’inconnue  7 entre  ces 
nouvelles  équations  puisque  l’équation  (12)  en  est  indépen- 
dante; il  suffit  de  mettre  dans  l’équation  (5)  pour  [a  — c)y'  sa 
valeur  tirée  de  l’équation  (i3)  ; elle  devient  ainsi,  réductions 
faites  et  sans  ordonner, 

[(«' — c)  (c  — (7)w-)-2rtrt'ep*oi  — — f’w'p’u 

4-c(2««'ap-f-2Crt'a’o)-t-«e'p4-cc'au)  (i  -l-u’) 

— c{c  — «)(rf'P  -t-c'«)w 

[(fl’ — fl)  (c  — rt)u  — 4-2a'«’p’w-l-rt’rt'a’w~l 

4-fl(  2«fl'ap-4-2Crt'a’w4-cc'P-(-rc'«w)  (i  -f-  u’)  I u-(-rt“«’p“=  o. 

— rt{c  — fl)  (r-/'P -t- e'ïju  J 
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Il  ne  reste  plus  mainlenant  qu’à  éliminer  6 entre  cette  éi|ua- 
tion  et  ré(|uatiun  (12),  (|ui  donne 


( a a'  3.  -i-  — //' 

■2.  a' 


on  obtiendra  ainsi  une  équation  linale  ([ui  devra  être  géné- 
ralement en  w et  a.  En  substituant  donc  dans  l’équation  ci- 
dessus,  pour  P sa  valeur,  il  viendra,  après  avoir  ordonné  et 
simplifié  autant  que -(jossible,  l’ériuation  suivante 


(>4) 


c^  ,_r 

4«'  “ L 

— I (c  —Ut]  («'  — a)  -4- 


c — «){«’ — c) 
acd[' 

2rt' 


tte'n 

—T 

ui'  J 


c’r/'’  en 
4 n'  2 
rt’c'n 


L’inconnue  * ayant  disparu  d’elle-même  de  cette  équation, 
il  s’ensuit  que  la  valeur  de  w est  entièrement  déterminée;  donc 
il  n’y  a en  général  que,  six  positions  du  plan  j^'j'.qui  puissent 
résoudre  la  question. 

Supposons  maintenant  que  l’on  ait  tiré  l’une  quelconque 
des  six  valeurs  de  w Iburnies  par  l’équation  (i4),  et  qu’on  l’ait 
substituée  dans  les  trois  équations  (12),  (5)  et(i3),  oii  n’entre 
plus  X et  qui  sont  telles  que,  en  éliminant  entre  elles  les  in- 
connues P et  7,  on  trouve  pour  résultat  l’équation  (i4),  il  est 
évident  que  la  substitution  de  « faite,  on  obtiendra  trois  équa- 
tions dont^une  sera  la  conséquence  des  deux  autres.  Or  w 
étant  considéré  comme  une  constante  déterminée,  ces  trois 
équations  seront  celles  de  trois  surfaces  sur  lesquelles  le  som-' 
met  a est  nécessairement  situé;  d’oii  l’on  peut  conclure  d’a- 
près ce  qui  précède,  que  les  deux  surfaces  (5)  et  (i3)  du  se- 
cond degré  se  coupent  suivant  une  courbe  aussi  du  second 
degré  et  qui  est  située  dans  un  plan  vertical  représenté  par 
l’équation  ( 12). 

En  remplaçant  dans  cette,  même  équation,  les  indéterminées 
a et  P par  les  variables  générales  x et  y,  on  pourra  lui  donner 
cette  nouvelle  forme 


d'  o'(.i 
2 a'  t.1  ■ 
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Donc  le  plan  vertical  sur  lequel  le  sommet  du  cône  est  situé 
d’après  les  conditions  du  problème,  est  perpendiculaire  à la 
trace  du  plan  x'j'  sur  le  plan  des  xj\  De  plus,  l’équation  (5  j 
de  la  surlitee  sur  laquelle  ce  sommet  doit  être  aussi  situé, 
étant  absolument  de  même  forme  que  l’équation  (■;)  trouvée 
précédemment,  quand  on  y remplace  a,  fl  et  7 par  les  variables 
X,  r et  Z,  et  qu’on  l’ordonne  par  rap|)Ort  à ces  variables,  on 
pourra  en  conclure,  d’après  ce  f|ui  a été  prouvé  alors  (ce  qu’il 
est  inutile  de  démonltaîr  de  nouveau  ici),  que  la  surface  dont 
il  s’agit  est  coupée  suivant  une  circonférence,  de  cercle  par  le 
plan  (i5),  et  par  consé(juenl  que  le  sommet  a est  situé  sur  une 
pareille  courbe. 

On  voit  déjà  les  conséquences  découvertes  dans  l'article 
précédent,  se  reproduire  ici  avec  les  mômes  circonstances; 
mais  poursuivons. 

L’équation  du  plan  des  x'>  ' étant,  en  général  ( p.  Sqi),  de 
la  forme  z = — tang  ysin  9> •+ langç  cos  G.r,  celle  du  plan  qui 
lui  serait  mené  parallèlement  par  le  sommet  x du  cône  sera 


Z — y — — tangy  sin  S { >•  — p ) 4-  lang^  cosG (:r  — a), 

f 


et  par  conséquent,  l’é(iuation  de  la  trace  de  ce  plan  sur  celui 
des  jTj,  sera 


X = a y X — «P 


7 . 

tangip  cosO 


Mettant  dans  celle  équation  pour  col  » ou  y_,  sa  valeur  tirée  de 

O . . «8cos9-t-casin9 

1 équation  (4,  P-  3o3 ',  qui  donne  y=-f r-v — ; et 

et  remplaçant  tang9  par  la  constante  déterminée  w,  elle  de- 
vient 


X = « >•  a — «P  — 


op- 


= «r-+- 


(c  — tf)sih9cos0 

a[(c— rt)sin  OcosO — cw]  — p[(c — </)sin9cosQ.M-4-o] 
(c  — a)siu9cos9 


Or  notis  avons  déjà  trouvé  que 


(c  — rt)  sin  9 cos  9 — cw  = — o»{rt-t-CM=)  cos’ 9, 
■ (v  — ft)  sin  9 cosO.w  + (t  = (a  -j-  fM’)cos’9  ; 
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donc  il  viendra  pour  l’équation  de  la  trace  en  question 

(a -|- Co)^)  (P wa) 


En  mettant  dans  cette  équation,  pour  p,  sa  valeur 

ti  ^ n’ 


P = — wa — ■ 


2 a 


tirée  de  l’équation  (12),  il  viendra 

(n  — |—  c'w*)  (c/  — I”  o!  w) 


(.6) 


xz={üY- 


2 a'(c — fl)w 


Si  nous  posons,  pour  comparer  cette  équation  avec  l’équa- 
tion ar=  wj+ K de  la  question  précédente  (p.  397), 

e'w)  J,  , r/'-i-fl'u  (c— a)K 

— — ■ JV  Q OU  ; ) 

•2a  (6* — «)«  2a  o>  a -f- 

l’équalion  (i5)  du  plan  qui  renferme"  le  lieu  des  sommets  a, 
prendra  la  forme 

I (c  — a)  K 

X — r — ^ ^ — • 

(a"'  Cl  Ca^ 

Cette  équation  ainsi  que  l’équation  (16)  étant  absolument  de 
la  même  forme  que  les  équations  (6)  et  x = o>f  -\-K  de  la 
première  démonstration  (V,  p.  Sgg),  on  en  tirerait  absolument 
les  mêmes  conséquences. 

Mais,  au  lieu  de  suivre  cette  marche,  montrons  directe- 
ment que  l’équation  (16)  ou  x = o>y-\-K,  représente  l’une 
des  six  cordes  communes  au  cercle  et  à la  courbe  donnés,  et 
que  si  on  y met  successivernent  pour  w les  six  valeurs  fournies 
par  l’équation  (i4),  elle  donnera  les  équations  mêmes  des  six 
cordes  correspondantes. 

Appelons  x'  et  les  coordonnées  de  l’un  des  quatre  points 
communs  aux  deux  courbes  (9)  et  (lo)  en  question,  x"  et 
les  coordonnées  d’un  autre  quelconque  de  ces  points;  ces 
♦ coordonnées  devant  satisfaire  aux  équations  de  ces  courbes, 
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on  aura  évidemment  les  quatre  équations  de  condition, 

(rt)  I = O,,  (c)  = 

{b)  1 = 0,  (tl)  rt'r"-+«'-J^’+^/'>'"+c'x"+i=o. 

•Appelons  la  tangente  de  l’angle  <|ue  forme,  avec  l’a\e  des 
r,  la  corde  qui  joint  les  deux  points  x'  et  x",  on  aura 

Il  s’agit  maintenant,  pour  obtenir  la  valeur  de  w,,  d’éliminer 
.r',  y,  x'  et  x"  entre  les  cinq  équations  précédentes. 

Pour, cela,  retranchant  d’abord  l’équation  (c)  de  (</),  il  vient 

"'Ü-" -r’)  {y+r')-ho’{x>'~  (x”+  x')  + ,riy'  -y')  + x’)  = ». 

Mettant  pour  x" — x'  sa  valeur  «,  (r" — ,r')  et  divisant  par 
r" — x'>  l'équation 

rt'{7"rl-j')-l-o'wi(x''-l-  x')-h(l'-X  e'w,  = o, 

qu’on  peut  mettre  sous  cette  forme 

a'(x"  — — x'  ) -X  ‘2’H'x'  -h^  a'  u,x' -X  i/'-i-  a'  <^,=o. 

Mettant  de  nouveau,  pour  x" — x',  sa  valeur  wi(r" — .r’) 
dans  cette  équation,  on  en  tirera 

_ , ^.a'r' -X^d'ux’ -X  <i'-Xe^ioi 

r = ^ 

Traitant  de  même  les  équations  (a)  et  (/>),  on  en  déduira  celle 
autre  cxpres.sion 

„ , 2ax'-X^cu>,x’ 

j.-x= ■ 

Égalant  ces  deux  valeurs  entre  elles,  on  obtient 

?.(7r'-+-2Cw,x' 7.a'x'-X  y.a’io,x'-xd'-X  _ 

a-Xcoi]  «'(i-l-w;)  ’ 

chassant  les  dénominateurs  et  réduisant,  il  vient  enlin 

( l'j  ) •îa'(c  ~ a){x' — Wi  >■'  )w,  — (n  -X(^<^]){d' -Xe'w,)  = o. 

I.  27 
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On  lire  de  là  immédiatemenl 


% 


, 2rt'(c  — a)a,x' — [d' e' a,)(a -\r  ca\) 

y*  — - , , — I.  » 

la' [c  — a)toJ 

Subslituanl  ctUle  valeur  de  dans  les  équations  (a)  el  (c), 
on  aura 

4«'’(r  — «)’(n  '.>f  J?” — 4""’(c  — a)  (c/'-l-  r-'w,  x' 

-|-«(rf'  + c'-6i|)’(n  + rwj)’+  4«’’(c  — = O, 

4n'^(r  — «)’(i  +wiî  )'<•]  x" 

H-[—  4a'’(c  — n)  (f/'  + e'w,)  («  + cw’)W|  + 4f/'«'’(  r — «)’“î  + 4"'’e' 
-t-«'{rf'+c'Mi)’(rt4-c«î)’ — •xa'd'(c  — fl)  (r/'+c'W|)(«+c«î)  taj-|-4fl”{c  — ")’w{  = o. 

Il  ne  s’agit  plus  maintenant  que  d’éliminer  x'  entre  ces  deux 
équations  pour  avoir  l’équation  finale  en  w,.  Pour  cela,  je  mul- 
tiplie la  première  par  «'(i  -t-wj),  la  deuxième  par  rt-+-cwî',  el 
Je  retranche  la  deuxième  de  la  première,  le  terme  x''^  disparaît 
du  résultat  aussi  bien  que  le  terme  en  æt';  on  aura  donc  tout  • 
de  suite  l’équation  finale 

flrt'(rf'-l-c'<>>|)’(«-+-cwî)’(l  +-6>Î)4-4«’'(c  — fl)’(l-|-6lî)6lî 

— «'{rf'-t-c'w,  )?(fl-f-cwî)’(fl-I-ci>iî)-l-2n'^C(c  — n)  ) («4-cwJ) 

— 4"”(c  — fl)’(rt-HCMÎ)wj  = O. 

En  simplifiant  celte  équation,  elle  devient 

[iV-  — c'’wî)(fl-f-c wj)’  — 4"’{«  — d)(c~a)  — 4fl'(f  — fl')(c  — fl)w{=:  o; 

développant  et  ordonnant,  on  obtient  enfin 

— — c)[c  — a)-‘rC-d'^ — 2flce'’]wî 

^-[4«'(a' — n){c — n)  -j--iacd'^ — a'e'’]wj  -|-a’^/'’=o. 

En  comparant  celle  équation  à l’équation  (i4)qui  donne 
la  valeur  de  w,  on  s’assure  qu’elle  lui  devient  identique  quand 
on  la  divise  par  ^a'-,  donc  i°  t),=:o>,  et  par  conséquent, 
l’étjualion  d’une  corde  commune  aux  deux  courbes  en  ques- 
tion est  de  la  forme  x = -+- L ; mais,  puisque  cette  corde 

doit  passer  par  le  point  {x'y'),  on  doit  avoir  la  relation 
x'—  L,  qui  servira  à déterminer  la  valeur  de  L’;  en  com- 
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binant  cello  équation  avec  l’équation  (17)  trouvée  dans  le 
cours  du  calcul,  et  observant  queM,  = M dans  cette  équation, 
y'  disparaîtra,  et  l'on  aura  pour  déterminer  L,  l’équation 

?.«'(c  — rt)wL  — {(V e'  M){a  -y  c a^)—  o, 
d'où  l’on  tire  immédiatement 

I (n -|- c 61- )((/'+ e' o)j 

2«'(c — rt)w 

Donc  l’équation  de  l’une  quelconque  des  cordes  communes 
aux  courbes  données  (9)  et  (10),  est  de  la  forme 

( (I  c 61"  ) ( r/  -t—  c’  61 J ^ 

X = 61  }•  -| — 

■2a  (c  — a)6> 

En  la  comparant  avec  l’équation  (16)  trouvée  ci-dessus,  et 
observant  que  6>  a la  même  valeur  dans  ces  équations,,  on  en 
conclura  qu’elles  représentetit  la  même  droite.  Donc,  si  du 
sommet  a commun  aux  deux  cônes  qui  ont  pour  bases  les 
* courbes  données  {9)  et  (lo),  on  mène  un  plan  parallèle  à celui 
des  Ær'r'  ( qui  est  supposé  donner  à la  fois  une  section  circu- 
laire dans  l’un  et  l’autre  cône),  la  trace  de  ce  plan  sur  celui 
des  deux  courbes  sera  nécessairement  l’une  des  cordes  qui 
leur  sont  communes. 

Ainsi  l’analyse  nous  a conduits,  quoique  par  un  chemin  plus 
long,  aux  mêmes  conséquences  auxquelles  nous  étions  parve- 
nus dans  l’article  précédent.  On  voit  combien  il  est  avanta- 
geux en  certains  cas  de  faire  venir  la  géométrie  au  secours 
de  l’analyse,  et  combien  par  ce  mélange  de  démonstrations, 
il  dévient  facile  d’éviter  la  longueur  des  calculs  algébi  iques, 
trop  souvent  nécessitée  par  les  éliminatioas.  Je  ne  me  ferai 
désormais,  aucun  scrupule  d’employer  ce  genre  mixte  de  rai- 
sonnement, qui  a évidemment  la  même  rigueur  que  les  dé- 
monstrations purement  géométri(|ues  ou  exclusivement  analy- 
tiques, d’autant  qu’il  existe  telles  propriétés,  que  nous  ferons 
connaître  dans  le  cours  de  ce  Mémoire,  qu’il  serait,  sinon  im- 
possible, du  moins  extrêmement  long  et  difücile,  de  démon- 
trer de  cette  dernière  manière. 

D’après  cettç  observation,  on  ne  doit  regarder^ue  comme 

9.7. 
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un  objet  de  pure  curiosité  la  démonstration  analytique  que 
nous  venons  de  donner,  en  dernier  lieu,  du  VI'  Principe 
de  ce  Mémoire.  Quoi  qu’il  en  soit,  voici  une  propriété  assez 
remarquable  que  l’on  peut  déduire  iminédiatement  des  calculs 
précédemment  établis. 

IX. 

Puisque  l’équation  (>4)  a pour  racines  les  valeurs  des  tan- 
gentes trigonomélriquôs  w des  angles  0 formés  par  les  cordes 
communes  au  cercle  et  à la  conique  donnés,  avec  l’axe des. 
coordonnées  (jui  est  l’un  des  axes  rectangulaires  de  cette  sec- 
tion conique,  et,  puisque  celle  équation  ne  renferme  la  quan-  • 
lité  w (ju’à  la  .deuxièine’ puissance,  on  en  peut  conclure  évi- 
demment que,  si  une  certaine  corde  fait  un  angle  0 avec  l’axe 
des  y,  il  en  existe  une  autre  qui  lui  est  conjuguée  et  fait 
nécessairement  un  angle  de  200" — 0 avec  cet  axe;  de  sorte 
que  la  direction  de  ce  dernier  divise  en  deux  parties  égales, 
l’angle  formé  par  ces  deux  cordes. 

Soient  donc{C)  et  (A)  un  cercle  et  une  courbe  du  second 
degré  qui  se  coupent  en  quatre  points  n,  b,  c et  r/;  il  est  aisé 
de  reconnaître,  en  examinant  le  cas  particulier  où  les  centres  C 
et  A se  confondent,  que  deux  cordes  telles  que  ac  et  bd  qui  se 
coupent  ailleurs  que  sur  les  courbes  données,  en  un  point  O, 

Fi(;.  i65.  ’ 


sont  l’une  à l’égard  de  l’autre  dans  le  cas  dont  il  s’agit.  Donc, 
d’après  ce  qui  précède,  si  l’on  divise  l’angle  aob  qu'elles  for- 
ment en  deux  parties  égales  par  la  droite  op,  cette  droite  sera 
parallèle  à l'un  des  axcs'dc  la  courbe  (A),'  et  par  suite,  si  l’on 
divise  aussi*^e  supplément  boc  de  cet  angle  en  deux  parties 


Digitized  by  Google 


DES  CAIUERS  PRÉCÉDENTS.  421 

égales  par  la  droite  op',  cette  droite  sera  parallèle  à l’autre  axe 
de  la  conique,  ün  voit,  d’après  cela,  qu’une  courbe  (A)  du  se- 
cond degré  étant  tracée,  il  est  très-facile  de  déterminer  la 
direction  de  ses  axes  rectangulaires. 

On  peut  remar(]uer  que  les  deux  autres  cordes  ah  et  cd, 
aussi  bien  (jue  les  cordes  ad  et  hr,  sont  dans  le  même  ras  (|ue 
les  deux  premières,  et  qu'ainsi  elles  jouissent  de  la  même  pro- 
priété à l’égard  des  axes  principaux. 

Quand,  au  lieu  d’un  cercle  et  d’une  section  conique,  on  con- 
sidère en  général  le  système  de  deux  courbes  du  second  degré 
qui  se  coupent,  la  propriété  que  nous  venons  d(?  démontrer 
n’a  plus  lieu  alors;  mais  il  existe  pour  ce  système  une  pro- 
priété analogôie  flont  la  démonstration,  qui  ne  serait  pas  à sa 
place  ici,  sera  donnée  dans  la  111'  Partie  de  ce  Mémoire'  ( *). 

Vli'  Phixcipe.  — Le  système  de  plusieurs  coni(]iies  ayant 
une  corde  commune  sur  un  plan,  ])cut  être  considéré,  en  gé- 
néral, comme  la  projection  plane  du  système  d’un  même  nom- 
bre de  cercles  dans  lequel  la  projection  de  la  corde  commune 
est  passée  à l’infini;  de  sorte  (|ue  tout  faisceau  de  droites  qui 
concourent  en  un  même  point  de  la  corde  commune  du  pre- 
mier système,  a pour  projection  ( Princ.  111)  un  faisceau  de 
droites  parallèles  dans  le  second. 

Ce  Principe  est  une  conséquence  immédiate  de  celui  qui 
porte  le  n"  VI.  En  effet,  imaginons  que,  du  milieu  de  la  corde 
commune  aux  sections  coniques  dont  il  s’agit,  on  élève  un 
plan  perpendiculaire  à cette  corde;  que  l’on  décrive  ensuite, 
de  ce  milieu  comme  centre,  une  circonférence  de  cercle  située 
dans  ce  plan  et  satisfaisant  à la  condition  que' le  carré  de  son 
diamètre  soit  égal  au  carré  de  la  longueur  de  la  corde,  pris  avec 
un  signe  contraire  (p.  4o5,  Jig.  162),  il  est  évident  ipie  chacun 
des  points  de  celte  circonférence  sera  tel,  que  si  on  le  consi- 
dère comme  le  point  projetant  de  deux  des  sections  coniques 
considérées,  les  surfaces  coni(|ues  corres[)ondanles  seront 


(*)  C.etto  III''  Partie  n’existe  pas,  mais  on  prendra,  dans  les  Notes  qui 
suivent  ce  volume,  une  idée  des  recherches  analytiques  que  j'avais  entre- 
|irises  à ce  sujet,  et  que  mon  hrusipie  départ  de  SaraloIT,  en  juin  181  j, 
ne  me  pesrnit  pas  de  tenniner  et  de  rétliger  complélemenl. 
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susceptibles  d’èlre  coupées  suivant  des  cercles  par  un  plan 
quelconque  mené  pprallèlement  à celui  qui  passe  par  ce  point 
et  par  la  corde  commune.  Or,  toutes  les  sections  coniques 
données  ayant,  par  hypothèse,  une  même  corde  commune, 
il  est-clair,  quel  que  soit  le  couple  de  celles  que  l’on  consi- 
dère, que  le  cercle  sur  lequel  le  point  projetant  arbitraire  doit 
se  trouver  situé,  aura  même  position  et  même  grandeur  que 
le  cercle  d’abord  mentionné.  Donc,  le  point  choisi  précédem- 
ment sur  ce  cercle,  a la  propriété  de  projeter  à la  fois  toutes 
les  coniques,  suivant  des  circonférences  de  cercles  sur  un  plan 
quelconque,  parallèle  à celui  qui  passe  par  ce  point  et  par  la 
corde  commune  aux  courbes  données; -par  où  l’on  aperçoit, 
en  même  temps,  que  cette  corde  aura  pour  projection  une 
droite  située  à l’infini. 

D’après  ce  qui  a été  démontré  (p.  4»5,  162),  la  construc- 

tion précédente  ne  cessera  d’avoir  lieu  que  quand  les  courbes 
données  auront  en  effet  quatre  points  en  commun.  Dans  tous 
les  cas  où  une  corde  commune  aux  coniques  sera  de  l’espècç  de 
celles  que  nous  avons  nommées  idéales,  cette  construction 
sera  toujours  possible,  et  l’on  voit  même  qu’elle  le  sera  d’une 
inflnité  de  manières. 

On  ne  doit  pas  conclure  de  ce  que  les  cercles  de  projection 
ont  une  même  corde  commune  située  à l’infini,  que  ces 
cercles  aient,  pour  cela,  des  positions  particulières;  car  nous 
prouverons  tout  à l’heure,  qu’un  système  de  cercles  situés 
d’une  manière  quelconque  sur  un  même  plan,  a toujours  une 
ligne  droite  située  à l’infini  qui  peut  être  considérée  comme  la 
corde  commutje  à ces  cercles. 

Il  est  nécessaire  aussi  de  remarquer,  à l’égard  des  trois  der- 
niers principes,  qu’ils  ne  cessent  pas  d’être  vrais  même  quand 
les  sections  coniques  dont  il  est  question,  sont,  en  tout  ou  en 
partie,  des  circonférences  de  cercles.  , 

l 

Vlll“  Pri.ncipe.  — Un  système  de  cercles  quelconque  sur  un 
plan,  peut  toujours  être  projeté  suivant  un  système  de  sections 
coniques  qui  ont  une  même  corde  commune,  et  ces  cercles 
peuvent  toujours  être  considérés  comme  ayant  une  autre  corde 
commune  située  à l'infini. 

Imaginez  que,  d'un  point  quelconque  a,  ou  projettQ  le  sys- 
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léme  de  cercles  en  question  sur  un  . plan  arbitraire  P,  il  est 
clair  par  défiiiilion  que  ce  sxstème  aura  pour  projection  un 
svstèine  de  sections  Coniques  situées  dans  le  plan  P. 

Considérez  maintenant  deux  quelconques  de  ces  conique* 
Puisque  le  point  a a la  pnqirieté  de  les  projeter  suivant  deux 
cercles  sur  l’ancien  plan,  il  est  clair  encore  (pie,  si  par  le 
point  a on  mène  un  [dan  parallèle  à ce  dc-jiiier,  il  cou|K'ra 
le  plan  P,  des  deux  coniipies,  suivant  une  droite  (|ui  sera 
l’une  des  cordes  communes  à ces  detix  com  bes  ( N 1'  Princ.  j. 
Même  chose  aurait  lieu  si  l'on  considérait  deux  autres  si^c- 
lions  coniques:  donc  la  droite  d(.mt  il  s’uf^it  est  une  corde 
commune  à toutes  les  courbrïs  de  projection,  et  par  consé- 
quent (\  11"  Princ.),  le  sjstèine  des  cercles  pro(ios('s  peut  être 
considéré  comme  ayant  une  même  corde  commune,  mais 
entièrement  située  à rinliiii. 

IX*  Principe.  — Le,  système  de  plusieurs  sections  coniques'’ 
assujetties  à avoir  quatre  points  en  commun  { géométrique- 
ment ou  analytiquement  parlant),  peut  être  considéré  dès  lors 
comme  ayant  pour  projection  le  système  d’un  pareil  nombre 
de  cercles,  qui  ont,  outre  leur  corde  commune  idéale,  située 
à l’infini,  une  autre  corde  commune  à distance  donnée,  iden- 
tique à celle  que  l’on  considère  ordinairement. 

En  effet,  puisque  les  courbes  dont  il  s’agit  ont  quatre  points 
communs  analytiquement  parlant,  elles  peuvent  être  considé- 
rées comme  ayant  aussi,  en  général,  six  cordes  communes; 
donc  si  l’on  ne  fait  d’abord  attention  qu’à  l’une  de  ces  cordes, 
on  conclura  (Princ.  Vil*)  que  les  sections  coniques  don- 
nées peuvent  être  projetées  suivant  le  système  d’un  même 
nombre  de  cercles,  dans  lequel  la  corde  eh  question  aura  pour 
projection  une  droite  située  à l’inrini.  De  plus,  si  l’on  consi- 
dère la  corde  commune  aux  coniques  données  conjuguée  a 
la  première  (art.  V),  en  ce  qu’elle  ne  la  rencontre  sur  aucune 
de  ces  courbes,  et,  si  l’on  fait  attention  que  ces  cordes  sont 
tellement  liées  l’une  à l’autre  (n“  IV  ) que,  si  l’une  a une  exis- 
tence géométrique,  l’autre  en  a nécessairement  une  aussi,  ou 
en  pourra  conclure  que  la  corde  conjuguée  aura  pour  projec- 
tion sur  le  plan  des  cercles,  une  droite  située  à une  distance 
finie,  qui  sera  une  corde  commune  à tous  ces  cercles. 
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D’après  les  remarques  déjà  faites,  on  voit  que  pour  que  la 
projortion  soit  possible,  il  faut  que  la  première  des  deux 
cordes  ci-dessus  soit  de  l'espèce  de  celles  que  j’ai  appelées 
sécantes  idéales;  c’esl-à-dire  qu’elle  ne  rencontre  pas  les 
courbes  données  quoiqu’elle  ait  une  existence  géométrique; 
quanta  la  seconde  (|ui  lui  est  conjuguée,  elle  pourra  être 
indistinctement  réelle  ou  idéale.  11  est  évident,  d’après  cela, 
que  les  quatre  autres  cortles  seront,  dans  cette  même  circon- 
stance, tout  à fait  impossibles  à construire,  et  par  conséquent 
illusoires;  car  autrement,  comme  elles  couperaient  nécessai- 
rement la  première,  il  s’ensuivrait  que  celle-ci  aurait  un  ou 
deux  points  eu  commun  avec  les  courbes  en  <iuestion,  ce  qui 
est  contraire  à l’hypothèse.  , 

Tout  ceci  deviendra  très-clair  par  la  suite,  quand  nous  au- 
rons fait  connaître  les  propriétés  dont  jouissent  tes  cordes 
communes  à deux  sections  coniques;  ce  qui  nous  fournira  le 
moyen  de  construire,  dans  certains  cas,  la  corde  ou  sécante 
idéale  commune  à deux  sections  coniques  données  et  la  con- 
juguée à cette  corde. 

Remarque..  — Un  système  quelconque  de  cercles  sur  un 
plan,  devant  toujours  être  censé  avoir  une  corde  commune  à 
l’infini,  si  l’on  suppose,  de  i)lus,  que  ces  cercles  en  aient  une 
commune  à distance  finie,  il  est  évident  que  ces  deux  cordes 
seront  conjuguées  entre  elles,  et  que  les  autres  cordes  que 
ces  cercles  ont  en  commun,  analytiquement  parlant,  sont  tou- 
t(‘s  quatre  illusoires  ou  imaginaires.  Donc,  d’après  ce  qui  pré- 
cède, te  système  de  ces  cercles  peut  être  projeté  suivant  un 
autre  système  composi-  d’un  égal  nombre  de  cercles  ayant  une 
corde  commune  à une  distance  donnée,  projection  de  celle 
qui  est  située  à l’infini  dans  le  premier  système  pour  lequel 
la  projection  de  la  corde  commune  ordinaire  est  réciproque- 
ment située  h une  distance  infini*;. 

. X. 

Avant  de  clore  la  première  Partie  de  ce  Mémoire,  il  est 
nécessaire  de  faire  quelques  remarques  sur  les  Principes 
établis  dans  les  art.  I,  II  et  suivants.  La  démonstration  de 
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ces  Principes  étant  entièrement  (ondée  sur  la  nature  propre 
de  l’analyse  algébrique,  toutes  les  conséquences  qu’on  en 
pourra  tirer  relativement  aux  propriétés  de  position  des  fi- 
gures, seront  vraies,  considérées  d'une  manière  purement 
analytique;  mais,  considérées  d’une  manière  géométrique, 
elles  pourront  n’ètre  que  «l’une  vérité  conditionnelle  (dépen- 
dante de  la  disposition  des  parties  de  la  (igur«‘),  lorsqu’elles 
porteront  sur  (pielque  grandeur  déterminée  susceptible  de 
«levenir  imaginaire;  car  une  grandeur  «|ui  ptml  devenir  ima- 
ginaire a toujours  une  existence  algébrique,  mais  elle  cesse 
d’exister  nu  point  de  vue  purement  géométri«|ue. 

Dans  tous  les  autre  cas,  les  conséquences  géométriques 
(|u’il  sera  possible  de  tirer  de  ces  tnèmes  principes  relative- 
ment aux  propriétés  de  position  des  figures,  seront  toujours 
vraies  d’une  manière  géométri(|ue  et  d’une  manière  analyti- 
que, et  cela  aurait  lieu  même  quand  elles  porteraient  sur  quel- 
que  grandeur  indéU'rminée;  pourvu  «|ue  cette  grandeur  ne 
dépende  d’aucun  radical  «pii  puisse  la  rendre  imaginaire. 

Ces  remanjues  nous 'ronduisent  à distinguer  deux  espèces 
de  propositions,  savoir  ; celles  qui  sont  d’une  vérité  absolue 
ou  géométrique,  et  celles  «|ui  sont  d’une  vérité  conditionnelle, 
c’(‘st-à-dire,  vraies  pour  une  cerUfine  disposition  des  parties 
de  la  figure  et  cessant  de  l’ètre  ])our  d’autres,  «luoique,  dans 
tous  les  cas,  ces  propositions  soient  vraies  d’une  manière  re- 
lative et  analyti(|ue.  Les  Principes  posés  au  commencement 
de  ce  Mémoire,  seront  toujours  applicables  aux  propriétés 
de  la  première  espèce,  mais  ils  pourront  ne  l’ètre  qu’avec 
restriction  à celles  de  la  seconde. 

r.a  première  espèce  comprend  toutes  les  propriétés  de  po- 
sition i|ui  ne  tiennent  explicitement  à aucune  grandeur  déter- 
minée ou  indéterminée  et  celles  «|ui,  tenant  à des  grandeurs 
indéterminées,  ne  renfermant  implicitement  aucun  radical 
dans  leur  expression  algébrique,  ne  peuvent  devenir  imagi- 
naires. Telles  sont  toutes  les  propriétés  relatives  aux  points 
de  concours  des  lignes  droites,  et  celles  dont  jouissent  les 
points  ou  droites  mobiles  relativement  au  degré  de  la  courbe 
qu  elles  engendrent  dans  leur  mouvement,  etc. 

l’otir  en  donner  un  exemple,  supposons  qu’il  soit  prouvé 
que,  pour  une  certaine  disposition  générale  d’nne  ligure,  trois 
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lignes  droites  ou  plus,  concourent  en  un  même  point;  il  est 
évident  que  celte  propriété  sera  toujours  vraie  géométrique- 
ment; car  l'expression  de  l’ordonnée  du  point  d’interseciioa^ 
de  deux  ou  plusieurs  droites  «si  indépendante  de  tout  radi-^ 
cal,  et  par  conséquent,  ne  pouvant  jamais  devenir  imaginaire,, 
elle  correspondra  toujours  à un  point  réel  et  constructible 
géométriquement.  Il  est  de  toute  nécessité  cependant  que 
deux  de  ces  droites  soient  elles-mêmes  constructibles;  car  si 
elles  étaient  toutes  imaginaires,  l’ordonnée  du  point  en  ques- 
tion pourrait  l’clre  aussi;  mais  ce  cas  ne  lait  nullement  excep- 
tion, si  l’on  admet  qu’en  géométrie,  il  n’y  a pas  lieu  d’exa- 
miner, les  propriétés  des  figures  qui  ne  peuvent  être  tracées 
effectivement.  Eài  voici  un  exemple  : 

Soient  (A)  el(lî),  fig.  i66,  deux  coniques  données;  imaginez 
que,  d’un  point  m de  la  première,  on  mène  des  tangentes  à la 
seconde  et  qu’on  joigne  les  points  de  contact  par  une  droite 
tt')  supposez,  de  plus,  que  l’on  fasse  mouvoir  le  point  m sur 

i'ig.  i66.  ^ ' 


sa  courbe,. la  droite  tt’  roulera,  comme  nous  le  verrons  plus 
tard,  sur  une  troisième  ligne  du  second  degré.  Or  il  semble 
évident  que  cette  ligne  cesserfi  d’exister  géométriquement, - 
qua  nd  la  corde  tt'  ne  sera  susceptible  cl’être  construite  pour 
a ucune  des  positions  du  point  m : c’est  ce  qui  arrivera  quand 
la  conique  (A)  sera  entièrement  enveloppée  par  la  conique 
(B);  car  il  n’y  a plus  lieu  alors  d’examiner  quel  est  le  degré 
de  la  conique  engendrée,  etc.- Mais,  si  la  conique  (A)  n’était 
qu’en  partie  comprise  dans  la  courbe  (B),  c’est-à-dire  si  elle 
la  coupait,  la  courbe  décrite  par  la  corde  tt'  aurait  évidem- 
meni  alors,  une  existence  géométrique,  puisqu’une  partie  de 
ces  cordes  seraient  susceptibles  d’être  construites,  et  qu’uiie 
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section  conique  est  déterminée  de  position  quand  on  connait 
A.q  droites  aiix(]iielles  elle  doit  être  tanpente. 

La  seconde  espèce  de  propriétés  de  position  comprend  toutes 
celles  qui  tiennent  à des  prandeurs  indéteriiiinees  pouvant  de- 
venir imaginaires  pour  des  dispositions  générales  de  la  ligure 
mais  qui  sont  réelles  pour  d’autres  : Telles  sont  généralement 
les  propriétés  relatives  à la  position  { et  non  au  degré  ) de  la 
ligne  engendrée  par  le  mouvement  d’un  point  ou  d’une  droite 
mobile  par. rapport  à certaines  lignes  fixes  de  la  ligure;  telles 
sont  encore,  en  général,  les  propriétés  relatives  à la  manière 
dont  la  courbe  décrite  est  liée  aux  parties  fixes  de  la  ligure; 
par  exemple,  si  elle  touebe  une  courbe  ou  droite  fixe,  si  elle 
passe  par  les  points  communs  à deux  courbes,  etc.  (*). 

'foutes  ces  propriétés  ne  sont  évidemment  (]iie  d’une  vérité 
conditionnelle;  car  l’expression  de  l’ordonnée  des  points  de 
contact  ou  d’intersection  de  deux  courbes  renfermant  des 
fonctions  radicales,  cette  ordonnée  et  par  conséquent  le  point 
correspondant  pourront  devenir  imaginaires  pour  certaines 
dispositions  générales  de  la  figure,  et  parlant  cesser  d’exister 
d’une  manière  géométrique. 

t (*)  Les  lecteurs  s’apercevront  avec  moi,  sans  doute,  qu’il  règne  dans 
tout  ce  passage,  à force  de  généralité,  un  vague  et  une  obscurité  qu’on 
s’explique  difficilement  après  les  éludes  géométriques  et  algébriques 
approfon'dies  des  V'  et  VI'  Gibiers  de  cet  ouvrage;  notamment  si  l’on  se 
reporte  aux  pivposilions  récijiroques  des  p.  253  à 2G0,  où  l’existence  des 
courbes  enveloppes  et  de  leurs  cordes  génératrices  est  entièrement  indé- 
jicndante  de  la  position  mémo  du  sommet  conjugué  de  l’angle  circonscrit. 
Cela  prouve  qu’à  l’époque  de  1810,  où  je  quittai  l’Ecole  polytechnique,  on 
était  loin  d'avoir  des.  notions  bien  arrêtées  sur  la  déjiendance  mutuelle 
de  ce  que  l’on  a nommé  depuis,  le  })ôlc  et  la  polmn;  dans  les  courbes  du 
deuxième  degré;  car  l’expression  mémo  de  ftolairc,  aujourd’hui  si  univer- 
sellement adoptée,  ne  l’a  été  qu'à  partir  de  181 3 et  1814  où  MM.  Gergonno 
. et  Servois  s’en  servirent  dans  le  t.  111  des  Anmikx  de  MathcmutUiues 
de  Mont|>ellier,  M.  Brianchon  lui-mème,  dans  scs  Mémoires  do  1806  à 
1810,  n’avait  point  insisté  sur  la  réalité  de  l’existence  simultanée  du  pôle 
et  de  la  |X)laire,  et,  si  je  ne  me  trompe,  ce  ne  fut  fias  avant  l’époque  de 
■ 1817,  où  j’établis  la  réciprocité  complète  de  ces  éléments,  pour  deux  sec- 
tions coniques  quelconques,  que  l’on  acquit  des  notions  un  peu  générales 
à (Mil  égard. 

Néanmoins  je  m’étais  déjà  occupé,  lors  de  mon  séjour  à l’Ecole  poly^jch- 
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Si  donr,  on  avait  trouvé,  pour  uno  position  générale  d'une 
ligure  susceptible  d’une  projection  plus  simple,  qu’un  certaiff 
point  mobile  dans  cette  projection,  décrit  tme  ligne  concen- 
tri(|uoà  uno-courbd  üxe,  ou  plus  généralement,  qui  n’a  aucun 
point  en  commun  avec  cette  dernière,  on  pourrait  bien  eti 
conclure  (]ue,  pour  la  disposition  actuelle  où  la  projection  est 
censée  possible,  le  jtoint  mobile  de  la  ligure  donnée  décrit 
aussi  une  ligne  qui  n’a  aucun  point  eu  commun  avec  la  pro- 
posée; mais  on  ne  saurait  allirmer  que  cela  eût  lieu  pour 
d’autres  dispositions  des  parties  de  la  figure;  car  les  courbes 
considérées  pourraient,  dans  certains  cas,  posséder  des  points 
communs  et  même  être  tangentes  en  ces  points. 

Dans  des  cas  semblables,  il  serait  absolument  impossible  de 
lirononcer  sur  la  manière  dont  les  deux  conii|ues  sont  en  gé- 
néral liées  entre  elles,  et  il  faut  alors  recourir  à un  examen  tout 
particulier  de  la  figure.  Supposons  donc  (|ue,  au  moyen  de  cet 
examen,  on  ait  trouvé  que  ces  coniipies  ont  entre  elles  deux 
points  de  contact  communs  effectifs  : on  en  pourra  conclure 
(|u’elles  sont  toujours  liées  l’une  à l’autre  (analytiquement  par- 
lant) de  la  même  manière,  <)ue  le  contact  soit  imaginaire  ou 
réel  comme  dans  le  premier  cas.  Ainsi  toute  propriété  de  po- 
sition (n“  I)  dont  le  système  de  ces  courl)es  jouit  (|uand  elles  ■> 


nique  à propos  de  l'épure  relative  à rinicrsoclion  des  pilipsoules  de 
révolution  et  dos  élégants  lliéorèmes  de  Monge  sur  les  points,  les  droites 
et  plans  d'intersections  des  cercli-s  ou  des  sphères,  des  cas  de  possibilité 
ou  d'im|)ossibilité  de  ces  intersections  diverses,  ainsi  que  des  singidières 
dillicidtcs  d’interprétation  géométrique  qui  résultent  de  la  discontinuité 
dans  le  tracé  par  points  du  lieu  des  mêmes  intersections.  En  particulier, 
je  m’expliquais  très-bien  comment  le  lieu  du  centre  des  cordes  interceptées 
dans  un  cercle  par  les  sécantes  issues  d’un  point  ou  pôle  fixe  donné,  était 
réellement  continu  dans  toutes  ses  parties,  comme  le  montre  l’analyse  al- 
gébrique, quoique  ce  point  milieu  lui-méim>  no  semble  pas  exister  géomé- 
triquement jKjur  les  sécantes  extérieures  au  cercle  donné.  Il  suHlsait  pour 
cela,  de  remarquer  que  ce  jwint  se  confondait  avec  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  centre  du  cercle  sur  l(>s  st'Tantes. 

Ceci  prouve,  uno  fois  de  plus,  la  lenteur  avec  laquelle  l’esprit  parvient 
h s'ouvrir  uno  route  dans  >m  champ  d'idées  nouvelles  qui  souvent  contra- 
rient des  notions  antérieurement  admises.  Mais  il  resUiit  à interpréter  le 
fait  d’une  manière  générale,  par  la  théorie  géoinélritpie  des  cordes  et  dès 
sécantes  idéales.  • 
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se  louchent  géométriquement,  aura  lieu  même  quand  ces 
courbes  viendront  à ne  plus  se  loucher  réellcmenl,  pourvu  que 
celle  i>ropriélé  soit  de  celles  de  la  première  espèce;  dans  la 
supposition  contraire,  elle  cessera  d’ètre  vraie  si  ce  n’esl  d’une 
manière  analytique. 

Il  ne  serait  pas  difficile  de  multiplier  les  exemples  propres 
à éclaircir  ce  que  je  viens  de,  dire  en  dernier  lieu,  si  je  ne  crai- 
gnais d’anticiper  par  trop  sur  ce  que  je  me  propose  de  faire 
connaître  dans  la  troisième  partie  de  ce  Mémoire,  d’autant  que 
cette  troisième  partie  étant  une  application  presejue  continuelle 
des  principes  ci-dessus,  pourra  servir  elle-même,  d’éclaircis- 
sement à ces  principes. 

Remarque  i^énérale.  — l^es  neuf  principes  que  nous  venons 
de  poser  relativement  à la  projection  des  ligures,  ne  sont  pas 
les  seuls  que  nous  eussions  pu  démontrer.  Il  en  existe  encore 
quelques  autres  on  ne  peut  plus  faciles  à démontrer,  et  qui  sont 
des  conséquences  immédiates  des  précédents.  C’est  pourquoi 
nous  n’en  donnerons  la  démonstration  que  quand  l’occasion 
s’en  présentera,  afin  de  ne  pas  trop  allonger  celle  première 
partie  du  Mémoire. 

,\u  moven  de  ces  principes,  d’ailleurs,  et  des  observations 
déjà  faites  dans  tout  ce  (|ui  précède,  on  pourra  très-souvent 
rendre  la  démonstration  d’une  propriété  de  position  extrême- 
ment simple  et  facile;  mais  il  faudra  avoir  l’attention,  quand 
la  figure  donnée  sera  susceptible  d’être  simplifiée  de  plusieurs 
manières  différentes,  de  choisir  celle  de  ces  simplifications  qui 
conviendra  le  mieux  à la  propriété  qu’on  se  propose  de  dé- 
montrer en  particulier. 

Au  reste,  la  méthode  mixte  que  nous  venons  d’exposer  pour 
simplifier  la  démonstration  des  figures  sur  un  plan,  pourrait 
être  beaucou])  étendue  au  moyen  de  la  géométrie  des  figures 
dans  l’espace,  c’est-à-dire  de  la  géométrie  descriptive;  nous  en 
avons  eu  déjà  un  exemple  à l’art.  II.  Cela  consisterait,  comme 
on  voit,  à regarder  une  ligure  plane  comme  la  projection  (pers- 
pective) ou  comme  rinlerseclion  d’une  figure  dans  l’espace,  et 
à conclure  des  propriétés  de  celle  dernière  celles  de  la  figure 
primitive,  en  se.  servant  pour  cela,  des  principes  généraux  de 
la  g(‘omélrie  de  Monge. 
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Je  ne  me  servirai  pas  de  ce  dernier  moyen,  parce  qu’il  ne 
s’applique,  en  général,  qu’à  très-peu  de  propositions;  ce  (|ui 
provient  de  ce  qu’il  est  encore  plus  difficile  de  découvrir  les 
propriétés  des  figures  de  l’espace  que  celles  des  figures  planes. 
Les  principes  précédents  suffiront  seuls,  pour  démontrer  les 
propositions  que  nous  avons  en  vue. 

DEUXIÈME  P.VRTIE. 

PROPRIÉTÉS  DESCRIPTIVES  ET  LISÉAIRES  LES  PLIS  SIMPLES 
DES  FIGURES  SITUÉES  SUR  UN  PLAN. 

Nous  avons  déjà  dit  que  l’objet  de  cétte  seconde  partie  est 
d’appliquer  les  principes  précédents  à la  démonstration  des 
propriétés  de  position  déjà  connues.  Nous  aurions  pu  nous 
bornera  quelques  exemples  choisis  parmi  les  plus  marquants; 
mais  comme  la  plupart  de  ces  propriétés  sont  dispersées  dans 
plusieurs  ouvrages  différents,  et  que,  par  la  suite,  nous  serons 
obligés  d’y  avoir  recours,  nous  avons  cru  n’en  devoir  omettre 
aucune.  On  pourra  s’apercevoir  que  ces  propriétés  sont,  en 
grande  partie,  des  conséquences  les  unes  des  autres,  et  c’est 
aussi  la  manière  dont  elles  ont  été  démontrées  d’abord  ; mais, 
à l’aide  des  principes  de  projection,  elles  seront  démontrées 
chacune  isolément  et  immédiatement;  ce  qui  est  l’un  des 
grands  avantages  offerts  par  ces  principes. 

I. 

Si  deux  triangles  ABC  et  abc  [ftg.  167)  sont  tels,  que  les 
côtés  respectifs  AB  et  ab,  BC  et  bc,  AC  et  ac  se  coupent  en 

Fig.  167. 

C C' 


trois  points  I,  L,  K situés  en  ligne  droite,  les  droites  Ce,  A« 
et  B 6,  joignant  deux  à deux  les  sommets  opposés  à ces  côtés. 
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passent  par  un  même  point  O,  (pielle  que  soit  d’ailleurs  la  (fis- 
pusition  relative  des  deux  triangles. 

En  effet,  d’après  le  11*  Principe,  la  figure  peut  être  consi- 
dérée comme  la  projection  de  deux  autres  triangles  dont  les 
cotés,  pris  deux  à deux,  concourraient  à l’infini  ou  seraient 
parallèles,  tels  (|ue  les  triangles  A'B'C',  a'h'c' . Or  il  est  visible, 
et  il  n’est  pas  nécessaire  ici  de  démoiurer,  (jue  ces  derniers 
triangles  sont  tels,  que  les  trois  droites  A'«',  H'è'  et  Ce'  vien- 
nent se  couper  en  un  même  point  O',  (luelle  que  soit  la  situa- 
tion de  ces  triangles;  donc  (Art  II,  1”  Partie)  les  deux  triangles 
ABC  et  abc  d’abord  considérés  jouissent  de  la  même  propriété. 

I.a  proposition  réciproque  est  également  vraie  et  pourrait  se 
démontrer  d’une  manière  analogue,  ce  qu’il  est  inutile  de 
faire  puisqu’elle  est  une  conséquenctî  Immédiate  de  la  pre- 
mière. Ainsi  donc,  (juand  deux  triangles  ABC  et  «èc  seront  tels 
que  les  trois  droites  Ce,  \M,  ka,  qui  joignent  deux  à deux 
leurs  sommets  respectifs,  se  couperont  en  un  même  point 
O,  on  pourra  en  conclure  que  les  trois  points  1,  K et  L,  où  se 
coupent  les  côtés  respectivement’  opposés  à ces  sommets,  sont 
situés  sur  une  seule  et  même  ligne  droite  IL. 

11. 

Soit  KCIc  [fig.  i68)  un  quadrilatère  quelconque;  si,  d’un 
point  L de  l’une  de  ses  diagonales  Kl,  on  mène,  dans  ce  qua- 


Fiç.  i68. 


drilatère,  deux  sécantes  arbitraires,  La  et  L.A,  qui  coupent  ses 
côtés,  non  prolongés,  aux  points  respectifs  A,  B,  b et  «;  que 
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’ l’on  joigne  ensuite  les  points  B,  b et  A,  a par  deux  lignes  droi- 
tes B6  et  Aa;  ces  deux  droites,  en  quelque  sorte  réciproques 
des  précédentes  et  conjuguées  entre  elles,  se  couperont  en  un 
point  O situé  sur  la  diagonale  Ce,  réciproque  et  conjuguée- ix 
l’égard  de  la  première  Kl,  puisqu’elles  s’engendrent  l’une  par 
l’autre,  et  qu’il  existe  une  troisième  droite  YX,  nommée  aussi 
diagonale. 

Cette  propriété  est  une  suite  nécessaire  de  celle  du  n“  1, 
Jig.  167,  et  n’en  diffère  que  parce  qu’elle  est  énoncée  d’une 
autre  manière.  En  effet,  si  l’on  considère  les  deux  triangles 
ABC  et  abc  qui  font  partie  de  la  jig.  iü8,  il  est  clair,  d’après 
l’énoncé  (1),  que  leurs  côtés  respectifs  se  coupent  deux  à 
deux  en  trois  points  L,  1,  K situés  en  ligne  droite;  or,  suivant 
ce  qui  précède,  les  trois  droites  Ce,  A«  et  B6,  joignant  les 
sommets  opposés  à ces  côtés,  se  coupent  bien  en  un  seul  et 
même  point  O, 

Si  l’on  réunissait  les  quatre  intersections  a.  B,  A,  b par  les 
droites  «B  et  \ b,  leur  point  de  rencontre  ne  se  trouverait  ni 
sur  l’une  ni  sur  l’autre  des  diagonales  Cf  ou  KL  Mais  si,  au 
lieu  de  prendre  le  point  L sur  la  diagonale  Kl,  on  l’eût  pris 
sur  la  troisième  diagonale  YX,  ce  point  d’intersection  se  Serait 
trouvé  sur  la  diagonale  Ce,  comme  il  est  facile  de  s’en  assurer. 
Ainsi  ces  trois  diagonales  jouissent  des  mêmes  propriétés  réci- 
proques, à l’egard  les  unes  des  autres. 

Enfin  on  peut  remarquer  que  si  l’on  prend  les  points  L et  O 
sur  la  troisième  diagonale  YX,  les  deux  droites  \b  et  B«  se 
couperont  au  centre  même  7,  du  quadrilatère  proposé. 

fil. 

Soient  AO  et  BO  [Jig.  169)  deux  droites  quelconques  qui 
se  coupent  au  point  O;  1,  K et  L trois  points  donnés  sur  une 
autre  ligne  droite;  par  le  point  1 soit  menée,  dans  l’angle  AOB, 
fa  sécante  arbitraire  Ib,  qui  coupe  les  côtés  de  cet  angle  en 
deux  points  a et  6;  soient  menées  ensuite  les  deux  droites  Ka 
et  Lb  SC  coupant  en  un  dernier  point  c;  je  dis  que,  si  l’on  vient 
à faire  varier  la  sécante  la/>  autour  du  point  I,  comme  pôle,  et 
qu’on  fasse  pivoter  en  même  temps,  les  droites  Ka  et  Lb, 
comme  on  l’a  dit  précédemment,  autour  des  deux  autres  points 
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K el  L,  le  point  c décrira  dans  son  mouvement,  une  droite  CO 
qui  passera  par  le  sommet  O de  l’angle  donné  AOB. 

Cette  propriété  est  une  conséquence  très-simple  de  la  pre- 
mière. En  effet,  si  l’on  considère  le  point  mobile  c dans  deux 
quelconques  do  ses  positions  c et  C , il  sera  facile  de  voir, 
d’après  la  Propos.  Il,  que  les  triangles  abc  et  ABC  étant  tels, 

' Fig.  169. 

! 


que  leurs  côtés  homologues,  pris  deux  à deux,  se  coupent  en 
trois  points  I,  K et  L situés  en  ligne  droite,  les  droites  An, 
Ce,  B6  qui  joignent  aussi,  deux  à deux,  les  sommets  opposés 
à ces  côtés,  vont  toutes  passer  par  un  même  point  O,  et  que 
par  conséquent,  comme  il  en  serait  ainsi  également  du  trian- 
gle abc  avec  un  autre  triangle  quelconque  A'B'C'  construit 
d’une  pareille  manière,  tous  les  sommets  C,  C',  etc.,  seront 
situés  sur  la  même  droite  Oc. 

Au  reste,  on  aurait  pu  démontrer  cette  propriété  directe- 
ment ainsi  que  la  première,  à l’aide  du  11*  Principe,  ce  qui  eût 
été  tout  aussi  simple. 

Réciproquement,  si  l’on  assujettissait  toujours  les  côtés  ab 
et«c  du  triangle  mobile  abc  à passer  par  les  pôles  I et  K,  et 
que  l’on  fit,  de  plus,  parcourir  une  droite  donnée  Oc  conte- 
nant le  point  O,  au  sommet  c,  qui  était  libre  précédemment, 
le  troisième  côté  bc  de  ce  triangle  passerait  dans  toutes  ses 
positions  par  le  point  L,  situé  sur  la  même  ligne  droite  que 
les  pôles  donnés  I et  K. 

Cette  dernière  remarque  peut  servir  à mener  d’un  point 
donné  a,  par  exemple,  une  ligne  droite  nO  qui  aille  concourir 

I.  ?8 
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avec  deux  droites  données  CO  et  HO  dont  le  point  de  ren- 
contre O, -serait  très-éloif;né,  et  en  ne  se  servant  que  du  se- 
cours seul  de  la  règle.  Pour  cela  faire,  on  prendra  arbitraire- 
tnenl  deux  points  ou  pôles  I et  K qu’on  joindra  chacun,  avec 
le  point  a,  ce  qui  donnera  deux  droites  Ka  et  la,  dont  Tune 
coupera  cO  au  point  c,  et  l’autre  />0  au  point  A;  on  tracera 
ensuite  bc,  qui  donnera  par  sa  rencontre  avec  la  droite  IR  pro- 
longée, le  troisième  pôle  L.  Ce  pôle  une  fois  trouvé,  on  con- 
struira un  second  triangle  BCA,  dont  le  sommet  A appartiendra 
à la  droite  demandée  aO. 


Soient  ao,  eo  (fig-  170)  deux  droites  quelconques  sç  cou- 
pant au  point  o;  si,  d’un  point  s arbitraire  on  mène  autant  de 
sécantes  sn,  sh,  etc.,  que  l’on  voudra  et  qu’on  joigne,  deux  à 
deux,  leurs  intersections  avec  les  droites  données  ao  et  eo. 


comme  cela  est  indiqué  sur  la  figure,  c’est-à-dire  le  pointa 
avec  le  point  /,  le  point  b avec  le  point  e,  et  ainsi  de  suite 
en  prenant  quatre  à quatre  les  points  donnés  par  chaque  cou- 
ple de  sécantes,  les  points  i,  k,  l,  etc.,  où  se  coupent  respec- 
tivement les  droites  ou  diagonales  ainsi  obtenues,  seront  tous 
situés  sur  une  môme  ligne  droite  passant  par  le  point  de  con- 
cours O des  droites  ao,  eo. 

En  effet,  on  peut  projeter  la  figure  sur  un  nouveau  plan,  de 
laçon  que  les  points  o et  * y soient  situés  à l’inflni,  et  sur 
lequel  par  conséquent,  les  deux  droites  données  ao  et  eo  se- 
ront parallèles  aussi  bien  que  le  système  des  sécantes  qui  pas- 
sent par  le  point  *;  donc  dans  cette  nouvelle  figure,  les  qua- 
drilatères (ibfe,  begf,  eic/,  seront  des  parallélogrammes.  Or  il 


IV. 


Fig.  170. 
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est  visible  que,  dans  celle  nouvelle  fi^jure,  la  droile  qui  divise 
à Ja  fois  lous  les  côtés  parallèles  ne,  hf,  etc.,  en  deux  parties 
égales,  passe  aussi  par  lous  les  points  /,  /r,  /,  etc.,  de  reuT 
contre  des  diagonales,  en  même  temps  qu’elle  est  parallèle 
aux  droites  ao  cl  eo , c’est-à-dire  (pi’elle  concourt  à l’inlini 
avec  ces  droites;  donc  aussi  ( ii"  11,  1"  Partie)  les  points  i,  k, 
/,  eio.^  de  la  ligure  primitive,  sont  lous  situés  sur  une  même, 
ligne  droile  passant  par  le  point  O.  * 

Celle  propriété  peut  être  considérée  comme  une  consé- 
quence de  la  première;  car  on  voit,  d’après  celle-ci  (fig.  170), 
que  les  deux  triangles  aei,  ckg  étant  tels  que  leurs  côtés  oppo- 
sés pris  deux  à deux,  se  coupent  en  trois  points  s,  h,  f situés  en 
ligne  droile,  les  droites  ac,  eg  et  ik  qui  en  joignent  les  som- 
mets opposés,  concourent  toutes  trois  en  un  même  point  o. 

La  propriété  en  question  peut  aussi  servir  à résoudre  le 
problème  dont  nous  avons  parlé  ci-dessus  ; Étant  donnés  un 
point  i et  deux  droites  no  et  eo,  mener  par  ce  point,  en  ne  se 
servant  que  de  la  règle  seule,  une  autre  droite  qui  aille  con- 
courir en  O avec,  les  premières. 


Soient  LM  et  PQ  (Jig.  171)  deux  droites  données,  soient  pris 
sur  la  direction  de  chacune  de  ces  droites,  trois  points  arbi- 


traires tels  que  a,  h,  c et  d,  e,  f;  je  dis  que,  si  l’on  joint  ces 
points  deux  à deux  dans  l’ordre  indiqué  par  la  figure,  les  trois 
points  d’intersection  1,  k et  / seront  situés  sur  une  seule  et 
même  ligne  droile. 

En  effet,  on  peut  projeter  la  figure  de  manière  que  la  droile 
I..M  passe  à l’infini,  de  sorte  (pie,  dans  colle  nouvelle  ligure. 


V. 
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les  <lroilns  qui  avaient  leur  point  de  concours  sur  LM,  seront 
«les  droites  parallèles  dans  la  projection;  ainsi  db  devient  pa- 
rallèle à /h,  ea  a fa,  de  à ec.  Cela  posé,  je  dis  que  les  trois 
nouveaux  points  i,  k,  l sont  en  ligne  droite,  ou,  ce  qui  revient 
évidemment  au  même,  les  deux  triangles  imk  et  kni  sont 
semblables.  Or  ces  deux  triangles  ayant  déjà  en  m et  n 
' if  S-  droite)  un  angle  égal,  il  reste  à démontrer  que  cet 

angle  est  compris  entre  côtés  proportionnels  dans  chacun 
des  deux  triangles. 

Pour  cela  faire,  je  remarque  que  les  deux  autres  triangles 
imd,  nfl,  ayant  leurs  côtés  respectivement  parallèles,  sont 
semblables,  et  que  l’on  a immédiatement. 


que  pareillement,  les  triangles  semblables  dme  et  enf,  don- 
nent tout  de  suite, 

’ \ 


Multipliant  ces  proportions  par  ordre,  effaçant  les  facteurs  qui 
se  détruisent,  il  viendra 


Donc  les  deux  triangles  imk  et  knl  ayant  un  angle  égal  com- 
pris entre  côtés  proportionnels  sont  .semblables,  et  par  consé- 
quent les  trois  points  i,  k,  l sont  situés  en  ligne  droite.  Donc 
enfin  les  points  correspondants  de  la  première  figure  sont 
également  situés  en  ligne  droite. 

D’après  l’observation  du  n“  1 ( I™  Partie),  la  propriété  dont  il 
s’agit  restera  vraie  quel  que  soit  l’ordre  que  l’on  établisse  entre 
les  six  points  donnés  a,  b,  c,  d,  e,  f;  on  doit  seulement  re- 
marquer que  de  ces  six  points,  trois  quelconques  étant  situés 
sur  l’une  des  droites  LM  ou  PQ,  les  trois  autres  doivent  l’être 
sur  l’autre  de  ces  droites. 

Nous  verrons,  par  la  suite,  que  la  propriété  dont  il  s’agit 
n’est,  comme  la  précédente,  qu’un  cas  très-particulier  d’une 
propriété  générale  des  courbes  du  second  degré. 


im  : dm  nf:  ni; 


dm  ; em  = nk  en  = mk  : nf. 


im  ’.nk  y.  mk  ; ni. 
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Étant  donné  un  parallélogramme  ABCD  (fig.  l'ja)  et  une 
droite  indéfinie  L.MI  située  sur  son  plan,  mener  d’un  point 
quelconque  o de  ce  plan,  une  droite  parallèle  à LM,  en  ne  se 
servant  que  de  la  règle  seule. 

I'’  Solution.  — Ce  problème  peut  se  résoudre  d’une  ma- 
nière très-simple  en  le  ramenant  à mener,  par  un  point,  une 
droite  qui  aille  concourir  avec  deux  droites  données;  problème 
déjà  résolu  de  deux  manières  différentes,  dans  les  n“*  ifll  et  IV . 


Fig.  17a. 


Pour  y parvenir,  il  ne  s’agit  que  de  trouver  une  droite 
qui  soit  parallèle  à LM,  et  dont  le  point  de  concours  avec  cette 
droite  soit  par  conséquent  situé  à l’infini  ; or  cela  est  très-fa- 
cile. En  effet,  prolongez  les  côtés  AB  et  BC  du  parallélo- 
gramme jusqu’à  leur  rencontre  en  M et  L avec  la  droite  don- 
née; tracez  la  diagonale  BD;  joignez  un  point  quelconque  u 
de  cette  ligne  avec  les  points  M et  L,  par  les  droites  nM,  nL, 
qui  viendront  couper  les  deux  autres  côtés  prolongés,  du  pa- 
rallélogramme, aux  points  respectifs  m et  /,  lesquels  étant 
joints  par  une  droite  ml  donneront  la  parallèle  demandée.  On 
peut  le  dénmntrer  en  observant  que  les  trois  droites  BI),  »iM, 
/ L qui  joignent  deux  à deux  les  sommets  respectifs  des  trian- 
gles mD/,  MBL,  passant,  d’après  la  construction  précédente, 
par  un  même  point  n,  les  côtés  opposés  à ces  sommets  dans 
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l’un  et  l’autre  triangle,  se  coupent  nécessairement  (n®  1)  en 
trois  points  situés  sur  une  môme  ligne  droite.  Or  les  deux 
côtés  opposés  MB  et  nil)  se  coupent  à rinlini,  ainsi  que  les 
côtés  BL  et  1)/;  donc  tous  les  points  de  la  droite  en  question 
sont  situés  à l’infini,  et  par  conséquent  les  deux  autres  côtés 
LM  et  hn,  qui  doivent  concourir  sur  cette  ligne  droite,  sont 
parallèles  entre  eux. 

II’  Solution. — Prolongez  AB,  BC  et  DC  (Jig.  173)  jusqu’à 
leurs  rencontres  en  M,  L et  M'  avec  la  droite  donnée  LM;  tra- 
cez la  diagonale  BD  jusqu’à  LM  en  K;  menez  les  droites  oM 
cl  oM';  joignez  le  point  E où  la  dernière  rencontre  le  côté 


AD,  avec  le  point  K par  la  droite  EK  qui  coupera  la  première 
droite  oM  au  point  e;  menez  par  ce  point  et  par  le  point  L la 
droite  Le  qui  rencontrera  le  côté  AD  prolongé  en  /;  enfin  par 
ce  point  et  par  le  point  donné  o,  faites  passer  la  droite  ol  qui, 
étant  parallèle  à LM,  sera  la  droite  demandée. 

Pour  prouver  que  la  droite  obtenue  est  effectivement  paral- 
lèle à LM,  il  suffit,  comme  plus  haut,  de  démontrer  que  les 
droites  /L  et  i«M  se  coupent  en  d sur  la  diagonale  BD.  Or,  si 
l’on  considère  les  deux  triangles  Wed  et  M'ED,  on  verra, 
d’après  la  construction  précédente,  que  les  trois  droites  Ee, 
D</  cl  MM'  qui  joignent  deux  à deux  les  sommets  de  ces 
triangles,  se  coupent  en  un  même  point  K.  Donc  (n“l)  les 
points  O,  l et  le  point  m où  la  droite  menée  par  M et  par  d, 
rencontre  CD  prolongé,  sont  tous  trois  situés  sur  une  même 
ligne  droite,  et,  par  suite,  la  droite  qui  passe  par  les  points  o 
et  /,  passant  aussi  par  m,  est  parallèle  à fJW. 

Celle  construction  est  plus  simple  (lue  la  précédente,  en  te 


Fig.  173. 
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(|u’dlc  exige  moins  de  lignes  ù inicer;  mais  elle  esl  moins  ia- 
cile  à saisir  el  à rclenir. 


///•  Solution.  — Ayant  tracé  la  diagonale  Hl)  [Jif;.  174). 
comme  dans  l’exemple  précédent,  menez  oL,  mSl;  par  le 
point  m où  la  première  rencontre  CD  prolongée,  et  par  le 
point  menez  la  droite  Mm  qui  coupera  la  diagonale  BD  au 
point  K ; joignez  ce  point  avec  le  point  E où  o L rencontre  AD, 
cela  donnera  la  droite  EK  (jui,  étant  prolongée,  coupera  la 
droite  Mo  au  point  e;  par  le  point  e et  le  point  L menez  eL  qui 
donnera  par  sa  rencontre  avec  BD  le  point  </;  tracez  M/l  et  pro- 
longcz-Ia,  ainsi  i|ue  Ld,  jusqu'à  leurs  rencontres  respectives 
en  et  / avec  les  côtés  CD  et  AD  ; joignez  enfin  n et  / par  la 
droite  ni,  ce  sera  la  droite  demandée. 

En  effet,  d’après  ce  qui  a été  dit  ci-dessus,  cette  droite  est 
parallèle  à LM  ; je  dis  de  plus,  qu’elle  passe  par  le  point  donné  o. 
Car,  en  examinant  les  deux  triangles  EotD  et  Med,  on  voit, 
par  la  construction  précédente,  que  les  trois  droites  Ee,  Mm 
et  Dd  ou  BD,  qui  en  joignent  deux  à deux  les  sommets  res- 
pectifs, passent  par  un  même  point  K.  Donc  les  points  /t,  / 
eto(n"  I),  où  SC  rencontrent  les  côtés  opposés  à ces  sommets, 
sont  tous  trois  situés  sur  une  même  ligne  droite. 


Soient  LM  et  (A),  //g.  176,  une  droite  et  une  conii(uc  don- 
nées; d’un  point  {]uelconque  m de  LM,  soient  menées  deux 
tangentes  m6  cl  niO'  à la  courbe  (A),  ce  f|ui  détci minora  une 


tic- 


Vil 
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corde  99*  passant  par  les  points  de  contact,  et  que  j’appellerai 

en  général,  corde  de  contact.  Cela  posé,  imaginez  que  l’on  fasse 


Fip,.  170. 


varier  le  point  m sur  la  droite  LM,  les  cordes  de  contact  varie- 
ront aussi,  et  je  dis  qu’elles  passeront  dans  toutes  leurs  posi- 
tions, par  un  même  point  O.  Réciproquement,  si  d’un  point 
quelconque  O on  mène  des  sécantes  09,  OT,  Of,  etc.,  dans 
la  conique  (A),  et  que  l’on  mène,  deux  à deux,  des  tangentes 
à cette  courbe  aux  points  d’intersection  avec  ces  sécantes, 
les  points  m,  m',  etc.,  de  leurs  mutuelles  intersections,  seront 
situés  sur  une  môme  ligne  droite  LM. 

En  effet,  la  courbe  (A)  et  la  droite  LM  peuvent  être  proje- 
tées (V*  Princ.)  suivant  une  nouvelle  figure  dans  laquelle  (A) 
sera  un  cercle  (0')  et  LM  une  ligne  droite  dont  tous  les  points 
m,  m',  etc.,  seront  passés  à l’infini.  Donc  les  tangentes  m9  et 
mft',  m'T  et  m'T',  etc.,  qui  concouraient  sur  la  droite  LM  dans 
la  figure  primitive,  sont  des  parallèles  sur  la  seconde,  et  par 
conséquent  les  nouvelles  cordes  de  contact  99',  TT',  tt',  etc., 
passent  toutes,  par  le  centre  (Y  du  cercle  de  projection.  Donc 
(n“  II),  ces  diverses  cordes  dans  la  figure  primitive,  passent 
aussi  toutes  par  un  même  point  0,  qui  est,  comme  on  le  voit, 
la  représentation  du  centre  0'. 

La  réciproque  est  évidemment  une  suite  nécessaire  de  la 
propriété  elle-même,  et  il  n’est  nullement  besoin  d’en  déve- 
lopper ici  les  raisons. 

On  peut  remarquer  que,  quand  le  point  0 est  au  dedans  de 
la  conique  (A),  la  droite  correspondante  LM,  est  nalurellemeni 
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siluée  au  dehors,  en  sorte  qu’elle  ne  la  rencontre  pas,  et  réci- 
proquement, que  quand  ce  point  (fig.  176)  est  situé  au  dehors 

Fig.  17G. 

’M 


de  la  courbe,  la  droite  LM  la  pénètre  alors  et  la  rencontre  en 
deux  points  T,  T'.  Il  n’est  pas  difficile  de  voir  que,  dans  ce 
dernier  cas,  les  deux  tangentes  menées  aux  points  T et  T'  à 
la  conique  (A),  passent  l’une  et  l’autre  par  le  point  donné  O; 
de  sorte  que  la  droite  LM  peut  alors  se  déduire  du  point  O 
par  une  construction  géométrique  directe.  Donc,  que  le 
point  donné  O,  soit  en  dehors  de  la  courbe  (A)  ou  en  de- 
dans, auquel  cas  on  ne  saurait  lui  mener  de  tangentes  par  ce 
point,  il  sera  toujours  possible  de  déterminer  graphiquement, 
la  droite  indéfinie  LM  qui  appartient  aux  points  de  contact  des 
tangentes  en  question,  quoique  ces  points  soient  devenus 
impossibles  ou  imaginaires. 

Nous  verrons,  plus  loin,  une  manière  très-simple  de  cons- 
truire la  droite  LM  quand  le  point  O étant  donné,  la  courbe 
(A)  est  décrite;  ce  qui  fournira  la  solution  du  problème  de 
mener  par  un  point,  deux  tangentes  à une  conique. 

La  Proposition  suivante,  qui  a rapport  à la  projection  des 
figures,  est  une  conséquence  immédiate  de  celle  qui  vient 
d’être  démontrée  ; elle  pourra  être  considérée  comme  le 
X'  Principe  de  ce  Mémoire.  On  aurait  pu  en  donner  la  dé- 
monstration dans  la  1”  Partie;  mais,  comme  elle  suppose. né- 
cessairement la  connaissance  de  la  Propriété  VII',  on  eût  été 
obligé  d’anticiper  et  de  déranger  l’ordre  d’abord  établi. 

luMrrumpB  Iim»queinent  a Saratoff,  «q  Jaia  lor» 
de  la  ooUncatlun  de  le  peli  générale. 
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Je  réunis  ici,  sous  un  même  titre,  les  écrits  et'fragments 
divers  qui,  par  la  date  autant  que  par  la  contexture  ou  l’éten- 
due, ne  pouvaient  entrer  dans  le  corps  de  l’ouvrage;  je  les 
fais  suivre  de  plusieurs  Additions  par  MM.  Moutard  et  Mann- 
heim, savants  professeurs  ou  répétiteurs  des  sciences  mathé- 
matiques, qui  ont  bien  voulu  me  prêter  leur  constant  et  obli- 
geant concours  pour  la  révision  des  figures  et  des  épreuves 
d’imprimerie  du  manuscrit  de  Saratoff.  Ces  additions  contenant 
des  observations,  des  démonstrations,  des  solutions  même, 
qui  ont  les  relations  les  plus  intimes  avec  les  matières  traitées 
dans  le  texte  et  les  notes  qui  l’accompagnent,  m’ont  paru  sus- 
ceptibles d’intéresser  les  amateurs  de  la  Géométrie  pure  et 
des  applications  de  l’Analyse  algébrique. 


SOUVENIRS  DE  L’ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 
(1809  ET  1810). 


. 1. 

PBOBLÈMES  RELATIFS  AU  CERCLE  TANGENT  A TROIS  AUTRES  SUR  UN  PLAN  ET 
A H SPHÈRE  TANGENTE  A QUATRE  SPHÈRES  DANS  l’eSPACE  (*). 

a Le  premier  problème  peut  se  ramener  à celui-ci  : Mener  pat  un  /toint 
an  cercle  langent  à deux  cercles  donnés,  en  diminuant  ou  en  augmen- 
tant le  rayon  du  cercle  cherclié  du  rayon  du  plus  petit  des  trois  cercles, 


( * ) Ces  solutions  d’un  célèbre  problème  do  {[cométrie  ancienne,  qui,  pendant 
longtemps,  a résisté  aux  elForts  de  l'analyse  algébrique,  sont  extraites  du  t.  Il, 
p.  271,  de  la  Correspondance  sur  l’École  poly tcchnitjue . L’auteur  en  avait  romia, 
dès  1809,  le  manuscrit  à M.  Hachette,  rédacteur  de  cette  Correspondance,  qui, 
Ini-mèmc,  s’était  exercé  sur  ce  genre  de  problèmes,  et  avait  exigé  le  retran- 
chement do  divers  passages,  jugés  par  lui  inutiles  ou  élraiigurs  à la  question. 
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suivant  qu'il  doit  toucher  ce  dernier  cercle  extérieurement  ou  intérieure- 
ment, ce  qui  revient  à augmenter  ou  à diminuer  également  les  rayons  des 
deux  autres  cercles  d’après  la  nature  de  leur  point  de  contact.  » 

« Je  vais  d’abord  démontrer  la  proposition  suivante,  sur  laquelle  se  fonde 
la  solution  du  problème  dont  il  est  question  : Si  par  le  point  O [Jig  i),  où  se 


cou|)ent  les  tangentes  extérieures  communes  aux  cercles  X et  Y,  et  par  le 
t>oint  A où  doit  passer  le  cercle  tangent  à ces  deux  cercles,  on  mène  une 
droite  AO;  que  l’on  fasse  passer  ensuite,  par  le  point  O,  une  sécante  quel- 
conque OT,  qui  vient  couper  les  cercles  X et  Y intérieurement  en  T et  T'  ; 
qu’enfin  par  ces  deux  points  T et  T'  et  par  le  point  A on  fasse  passer  un 
cercle,  cette  circonférence  de  cercle  coupera  AO  en  un  point  B,  qui  sera 
le  môme  quelle  que  soit  la  sécante  OT.  » , 

a En  effet,  OB  et  OT  étant  les  sécantes  d’un  môme  cercle  ABT,  on  a 

AOxOB=OTxOT'. 

» Mais,  si  l’on  mène  une  nouvelle  sécante  Or,  op  a aussi  ( voyez  la  p.  20 
du  I”  vol.  de  la  Correspondance) 


donc 

OTxOT'=OfxOr'; 

(«) 

AOx  0B  = 0/x0r'. 

» Il  est  évident,  d’après  cette  dernière  équation  (i),  que  les  quatre 
points  r,  A et  B sont  placés  sur  une  môme  circonférence  de  cer- 
cle. » 

a 11  est  démontré  aussi,  dans  l’article  cité,  que  tout  cercle  tangent  aux 
cercles  X et  Y,  a ses  deux  points  de  contact  placés  sur  une  droite  qui  passe 
|wir  le  point  O,  dans  les  doux  cas  où  H laisse  entièrement  hors  de  sa  circon- 
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férence,  et  où  il  renferme  i la  fois  les  deux  cercles  X et  Y.  Il  suit  de  là  et 
de  ce  que  j’ai  démontré  plus  haut,  que  le  ccrrie  tancent  aux  cercles  X et 
Y,'  qui  passe  par  le  point  A,  passe  au.«si  par  le  point  B.  Ainsi  le  pro- 
blënte  dont  il  s'agit  se  trouve  ramené  à celui-ci  : Par  deux  points  A et  B, 
mener  un  cercle  xjui  touche  le  cercle  X ou  Y.  » 

« Comme  ce  dernier  problème  est  susceptible  de  deux  solutions,  il  est 
bon  de  faire  voir  que  celle  qui  correspond  au  cas  où  le  cercle  est  touché 
extérieurement,  ap|jartient  aussi  au  cercle  qui,  |>assant  par  le  point  A, 
toucherait  en  les  envelopiwnt  les  cercles  X et  V.  » 

« Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  faire  voir  que  tout  cercle  passant  par  le 
point  A et  par  deux  (wints  p et  //,  où  une  .sécante  quelconque  0/  vient 
couper  extérieurement  les  cercles  X et  Y,  passera  aussi  par  le  même 
point  B;  car  alors  le  cercle  qui  passe  par  le  point  A,  et  qui  touche  exté- 
rieurement les  cercles  X et  Y,  ayant  ses  points  de  contact  dans  la  direc- 
tion du  point  O,  passera  évidemment  par  les  points  A et  B.  Or  on  voit 
sans  peine  (*)  que  OTxOT'=  0/>x0/>';  donc,  d’après  l’équation 

(i)  0/.I X 0/>'=  AO  X OB. 

» Cette  équation  prouve  que  les  points  A,  B,  p,  p\  sont  placés  sur  la 
même  circonférence  de  cercle.  » 

a Voici  maintenant  comment  on  achèvera  la  solution  du  problème  : Ayant 
tracé  le  cercle  ATT',  ainsi  que  je  l’ai  dit,  on  mènera  la  corde  /T  qui  cou- 
pera AO  en  un  point  P.  Par  ce  point  on  mènera  les  tangentes  Pm,  Pwi', 
au  cercle  X;  et  les  points  m et  m'  de  contact  seront  les  points  de  tan- 
gence des  cercles  cherchés,  dont  l’un  touche  intérieurement  et  l’autre  exté- 
rieurement le  cercle  X.  En  effet,  on  a 

P^’=P/xPT, 

or 

P/  X PT  = PB  X PA  ; 

donc 

P;«  = PB  X PA. 

» Cette  dernière  équation  prouve  évidemment  que  le  cercle  qui  passerait 
par  les  trois  points  A,  B et  m,  serait  touché  par  la  droite  P/»  en  in.  On 
conclut  aussi  de  la  môme  équation,  P//i'  étant  égal  à P/»,  que  le  cercle 
AB/n',  touche  le  cercle  X on  m'.  » 

« En  considérant  le  point  0';  où  se  croisent  les  tangentes  intérieures, 
communes  aux  cercles  X et  Y,  on  obtiendrait,  par  une  construction  sem- 


(*)  « Il  suITU  de  comparer  chacun  des  produits  OTxOT',  OpxO/>',  nu 
produit  qu'on  obtiendrait  pour  la  tangente  corainiinc  aux  cercles  X et  V.  » 
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blable , deux  antres  solutions  du  problème  de  mener  par  un  point  un 
cerclo  tangent  à deux  cercles  donnés.  On  peut  voir  facilement,  en  exami- 
nant les  différentes  circonstances  du  contact,  que  ce  dernier  problème  est 
Busceptibic  do  quatre  solutions,  et  que,  par  conséquent,  il  se  trouve  en- 
tièrement résolu  par  ce  que  j'ai  dit.  » 

<t  Voici  une  proposition  analogue  à celle  que  j’ai  démontrée  prérédera- 
ment,  et  qui  donne  une  solution  simple  du  problème  de  mener  une  sphère 
tangente  à quatre  sphères  données.  » 

O Si  par  la  droite  qui  joint  les  sommets  des  trois  cônes  circonscrits  deux 
à deux  à trois  sphères,  et  par  un  point  donné,  on  mène  un  plan  P; 
qu’ensuite  par  la  mémo  droite,  on  mène  un  plan  qui  coupe  les  sphères; 
que  par  le  cercle  tangent  aux  cercles  d'intersection  et  par  le  point  donné 
on  fasse  passer  la  surface  d’une  sphère,  cette  surface  coupera  lo  plan  P 
suivant  un  cercle  qui  restera  le  môme,  quelle  que  soit  la  section  qu'on 
ait  faite  dans  les  sphères.  On  voit  aisément  que  la  sphère  qui  passe  par  le 
point  donné,  et  qui  est  tangente  aux  trois  sphères  dont  il  s’agit,  devra 
passer  aussi  par  ce  cercle  ; car  cette  sphère  doit  avoir  ses  points  de  con- 
tact placés  sur  un  plan  passant  par  la  droite  qui  joint  les  trois  sommets 
des  cônes.  » 


Nota.  — Ces  solutions,  relatives  au  cercle  tangent  à trois  autres  sur  un 
plan  et  à la  sphère  tangente  à quatre  autres  dans  l’espace,  étaient  sui- 
vies, dans  lû  tome  11'  do  la  Correspondance  sur  l'École  polytechnique,  de 
celle  d’un  dernier  problème  : « Par  un  point  donné  dans  le  plan  d’un  paral- 
lélogramme, mener  avec  la  règle  une  parallèle  à une  droite  située  dans 
ce  plan.  Ce  problème,  proposé  par  M.  Brianchon  à la  page  3io  du  tome  I" 
do  la  môme  Corresixmdance,  se  ramène  directement  par  le  tracé  de  quatre 
lignes  droites,  à la  solution  d’un  autre  problème  aussi  proposé  puis  résolu 
par  M.  Poinsot  (/ôrV/.,  p.  3o5),  en  se  fondant  sur  un  théorème  de  géomé- 
trie linéaire  qui  revient  à l’un  de  ceux  exposés  à la  p.  i34  du  111'  Cahier. 
Mais  S’  Gravesande,  dans  ses  OEuvres  philosophiques  (1774).  Lambert, 
[Perspective  affranchie,  1774),  ayant  donné  antérieurement,  du  même  pro- 
blème, des  solutions  très-élégantes  et  plus  directes,  qui  ressemblent  beau- 
coup à celle  des  Jîg.  17a  à 174,  p.  437  et  suiv.  du  Vil'  Cahier,  j’ai  cru 
inutile  de  rapporter  ici  celle  que  j’avais  indiquée,  en  i8og,  pendant  mon 
séjour  à l’École  polytechnique. 
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APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  DE  HOBEHVAL  AIT  TRACÉ  DBS  TANGENTES  ADN 
COURBES  DE  CONTOUR  APPARENT  BT  DE  SÉPARATION  d’oMBRE  ET  DE  LUMIÉRk 
DANS  l'Épure  de  la  ats  a filets  triangulaires. 

/"■  Cas  relatif  à la  courbe  de  contour  apparent.  — Je  ne  m’occuperai  ici 
que  de  déterminer  la  tangente  pour  la  projection  horizontale  de  la  courbe 
dont  il  s’agit,  parce  que  la  tangente  à la  projection  verticale  s’en  déduit 
très-facilement,  au  moyen  du  plan  tangent  au  point  correspondant  de.  la 
surface  du  filet  de  la  vis.  Commençons  par  rappeler  la  construction  gra- 
phique de  cette  projection. 

Soient  AB  et  AP(y?jg'.  3]  deux  droites  indéfinies  perpendiculaires  entre 
elles;  P un  [loint  fixe  situé  sur  AP,  ou  pôle  autour  duquel  tourne  la  droite 


ou  rayon  vecteur  PB,  rencontrant  l'axe  AB  en  B ; si  l'on  porto  la  distance 
variable  AB,  do  P en  X sur  PB,  le  point  X sera  un  point  de  la  courlie  à 
considérer. 

On  voit  d’abord  que  le  point  générateur  X de  la  courbe  peut  être  censé 
simultanément  animé  de  deux  mouvements  : l’un  angulaire,  autour  du  |>éle 
P,  et  se  mesurant  sur  la  perpendiculaire  en  X,  au  rayon  vecteur  PB;  l’autre 
do  translation,  en  vertu  duquel  il  s’avance,  sur  le  rayon  vecleur,  vers  le 
point  extérieur  B.  D’après  les  principes  exposés  par  Roberval,  la  résul- 
tante de  ces  deux  mouvements  aura  précisément  pour  direction  celle  de  la 
tangente  à la  courbe  au  même  point  X;  c’est  donc  à la  détermination  des 
vitesses  composantes  des  mouvements  ci-dessus  quo  se  réduit  la  solution 
du  problème. 

On  ajierçoit  sans  peine,  en  comparant  le  mouvement  du  point  X à celui 
du  point  B qui  chemine  le  long  de  la  directrice  AB  : 

1“  Que  la  vitesse  do  translation  du  premier  X,  le  long  du  rayon  voc- 


Fig.  1. 
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leur  PX,  est  précisément  la  même  que  celle  du  point  B le  long  de  AB  ; car 
leurs  accroissements  sont  sans  cesse  égaux  entre  eux  ; or  ce  que  l’on 
appelle  ici  viicxse  (ou  Jluxinn),  n'est  autre  chose  que  le  rapport  des 
accroissements  infiniment  petits  et  simultanés  de  deux  quantités  variables, 
c’est-à-dire  le  rapport  de  leurs  différentielles.  Prenant  donc  Bb  pour 
représenter  sur  le  prolongement  de  PB  la  vitesse  de  B,  celle  de  X sera 
représentée  sur  celui  de  PX,  par  Xx,  = B6. 

2"  Que  la  vitesse  angulaire  âi.  point  X est  aussi  la  même  que  celle  du 
point  B,  car  ces  deux  points  se  trouvent  sur  le  même  rayon  vecteur  PB; 
les  arcs  de  cercle  infiniment  petits  que  ces  points  parcourent  seront  donc 
proportionnels  à leurs  distances  PX  et  PB  au  Centre  de  rotation  P.  Donc 
il  suffira  de  trouver  la  vitesse  de  rotation  du  point  B pour  en  conclure  de 
suite  celle  de  X. 

Or,  concevant  la  vitesse  de  translation  totale  B A de  B,  suivant  .AB,  dé- 
composée en  deux  autres,  l’une  BA,  dirigée  suivant  le  prolongement  de  PB, 
l’autre  suivant  la  perpendiculaire  Bb'  élevée  à l’extrémité  du  rayon  vecteur 
PB,  cette  dernière  sera  évidemment  la  vitesse  de  rotation  du  point  B 
autour  de  P.  Formant  donc  le  parallélogramme  Bb'bb^  sur  la  diagonale  Bb, 
B b'  sera  la  vitesse  en  question,  c’est-à-dire  représentera  l’espace  élémen- 
taire ou  tangentiel  décrit  par  B sur  Bb'. 

On  concevra  ceci  plus  facilement  peut-être,  en  considérant  que,  b étant 
censé  infiniment  voisin  de  B,  bb'  peut  aussi  être  censé  la  direction  paral- 
lèle au  fh^on  vecteur  PB,  et  B b'  un  arc  de  cercle  infiniment  petit  décrit 
du  centré  P.  Or  évidemment,  Bb  représentant  l’accroissement  même  AB, 
bb'  — B b,  représente  celui  du  rayon  vecteur  correspondant,  et  B à'  l’arc 
de  cercle  infiniment  petit  décrit  par  le  point  B,  à une  distance  inva- 
riable de  P,  ou  l’accroissement  élémentaire  de  l’arc  de  cercle  total  BC,  qui 
mesure  l’angle  APB.  D’autre  part,  l’arc  circulaire  décrit  dans  le  même 
mouvement  par  X,  devant  être  proportionnel  à celui  qui  correspond  à 
Bb',  il  suffira,  pour  en  obtenir  la  mesure  dans  les  mêmes  hypothèses  géo- 
métriques, de  tracer  la  droite  PA'  qui  coupera  la  perpendiculaire  Xx' 
élevée  en  X sur  PB  au  point  x',  et  Xx'  représentera  cet  arc  ou,  si  l’on 
veut,  la  vitesse  de  rotation  du  point  X,  autour  du  pôle  fixe  P. 

Ayant  actuellement  la  vitesse  de  translation  Xx,  = B A et  celle  de  rota- 
tion Xx'  du  point  X,  on  aura  la  vitesse  de  son  mouvement  résultant  ou 
effectif,  en  achevant  le  parallélogramme  Xx,xx',  dont  la  diagonale  Xx 
représentera  l'élément  de  la  courbe  qu’il  décrit,  et  par  conséquent  la  direc- 
tion de  la  tangente  à cette  courbe  en  X. 

On  peut  objecter  contre  ce  qui  précède,  que  les  vitesses  ou  accroisse- 
ments de  chemin  que  l’on  considère  sont  censés  infiniment  jwtits,  tandis 
que  la  construction  ne  peut  s’effectuer  que  sur  des  longueurs  finies;  on 
lève  facilemfttt  cette  difficulté  en  observant  que,  en  réalité  et  au  fond, 
on  ne  considère  ici  que  les  rapports  des  accroissements  des  diverses  va- 
riables, et  qu’àlors  on  reste  libre  de  représenter  l’un  quelconque  d’entre 
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eux  par  tello  longueur  que  l'un  veut.  Il  est  visible,  en  eflet,  que  la  lon- 
gueur, du  b b,  par  exemple,  qui  représente  l'accroissement  de  AB,  peut 
être  choisie  d’une  façon  entièrement  arbitraire;  car  la  direction  de  Xx  ne 
dépendant  que  du  rapport  de  Xx'  àXx,,  restera  toujour.s  la  même;  l'ac- 
croissement  représentatif,  élémentaire  ou  langentiel  de  l’arc,  de  la  courbe 
suivant  Xx,  aura  changé,  il  est  vrai,  de  longueur,  mais  son  rapport  avec 
raccruissemcnl  simultané  lib,  sera  demeuré  invariable. 

Je  me  suis  arrêté  quelque  temps  à la  solution  du  problème  qui  précède, 
afin  de  faite  mieux  sentir  la  nature  et  l’exactitude  du  princi()e  proposé 
par  Roberval,  et  de  faire  voir  son  analogie  avec  ceux  du  calcul  diflérenliel 
ou  des  infiniment  petits.  On  voit  que  la  considération  du  mouvement  et 
desvites.sesqui  en  résultent  n’est  pas  à la  rigueur  indispensable,  le  paral- 
lélogramme des  vitesses  ne  sert  ici,  en-  effet,  qu'à  faire  trouver  en  direc- 
tion et  grandeur  proiHtrtionnclle  l’accroissement  infiniment  |>etit  do  l’arc 
de  la  courbe,  ati  moyen  des  accroissements  pareils  des  coordonnées  qui 
lui  correspondent. 

La  construction  géométrique  ci-dessus  suflil,  à coup  sùr,  |K)ur  détermi- 
ner la  bmgente  au  point  quelconque  X de  la  courbe;  mais  elle  peut  se 
simplifier  en  remplaçant  les  auxiliaires  Bé,  etc.,  par  des  longueurs  dé- 
pendantes de  la  figure  elle-même.  Ainsi,  par  exemple,  au  lieu  de  prendre 
B^  arbitraire  et  dans  le  sens  opposé  à BA,  on  peut  le  supposer  précisé- 
ment égal  à AB  et  dirigé  de  B vers  A;  puis  tracer  le  |)arallélugramme‘ 
rectangle  AB'BB,  {/îg.'S),  dont  la  diagonale,  BA  XI*.  représentera  la  vi- 


p 


tesse  de  l’extrémité  B de  PB,  comme  XP  représente  la  vitesse  même  de  X 
le  long  de  son  rayon  vecteur,  rétrogradant  de  PB  vers  PA.  Quant  à la  vi- 
tesse de  rotation  XX',  on  l’obtiendra  en  tirant  B'X'P  et,  achevant  le  paral- 
lélogramme rectangle  PXX'x,  X.c  sera  en  direction  la  tangente  demandée. 

La  construction  se  simplifie  encore  en  remarquant  qu’on  peut  obtenir 
immédiatement  le  point  K où  le  côté  X'.r  de  .ee  parallélogramme  rencontre 
I.  . ■ 29 
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la  perpendiculaire  PÀ  à AB  : qu'on  |,raco,  en  effet,  la  parallèle  XK  à AB  par 
le  point  X,  elle  viendra  couper  AP  en  K,  car  les  triangles  ABB'  et  KXX' 
sont  semblables,  ayant  leurs  côtés  homologues  parallèles.  Voici  donc,  en 
dernière  analyse,  à quoi  se  réduit  la  construction  de  la  tangente  cherchée 
au  point  générateur  X. 

Par  le  point  donné  X {fig.  4)  de  la  courbe,  auquel  on  veut  mener  une 
tangente,  conduist'7.  la  parallèle  XK  à AB  qui  coupera  PA  en  K;  par  ce 


Fig.  4. 


i|)oiiit  tracez  l'autre  parallèle  Kx  à PX,  elle  viendra  couper  la  perpendi- 
culaire élevée  en  P sur  le  rayon  vecteur  PX,  en  un  point  .r  qui  appar- 
tiendra à la  tangente  demandée  ; joignant  donc  x et  X par  une  ligne  droite, 
Xx  sera  cette  tangente  (*). 

Cette  construction  fait  voir  tout  do  suite  que  la  droite  AB  est  une  asymp- 
tote de  la  courbe,  c’est-à-dire  une  tangente  en  un  point  situé  à l'infini; 
elle  apprend  encore  que  la  courbe  touche  la  droite  AP  en  P. 

IV  Cas,  relatif  h la  courbe  de  séparation  cV ombre  cl  de  lumière.  — 
Commençons  par  rapptdcr  la  génération  de  la  courbé  dont  il  s’agit. 

Autour  du  centre  C [Jîg.  5)  d’un  cercle  BDE,  on  fait  tourner  un  angle 
droit  BCD,  dont  le  sommet  est  à ce  centre;  l’un  des  côtés  CX  de  cet 
angle  est  prolongé  indéfiniment,  l’autre  BC  au  contraire,  terminé  à la  cir- 
conférence du  cercle,  est  égal  à. son  rayon;  une  troisième  droite  PX  indé- 


(*)  Celte  dernière  construction  conduit  à la  suivante,  encore  plus  ra- 
pide sinon  plus  simple:  Sur  AP  {JU(.  /|)  comme  diamètre,  décrivez  une  fois 
pour  toutes  la  circonférence  de  cercle  AQP;  par  le  point  A menez  la  corde  AQ, 
parallèle  au  rayon  vecteur  PX  prolongé  jusqu’à  sa  rencontre  R avec  la  directrice 
indéfinie  AB;  menez  BQ  vers  l’extrémité  Q de  la  corde  ci-dessus,  et  BQ  sera  une 
parallèle  à la  tangente  Xar  en  X.  Cela  paraîtra  évident  si  l’on  observe  que,  d’a- 
près la  construction,  la  figure  PQAB  est  semblable  à colle  Px  KX,  et  qu’ainsi 
IMirs  diagonales  BQ,  Xx  sont  respectivement  parallèles. 
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finie  est  assujettie,  pendant  le  mouvement  de  T,angle  C,  à pivoter  autour 
d’un  point  donné  P comme  |>éle,  et  à passer  constamment  par  l’extrémité 

Fi|;  5 . 


V 


B du  rayon  mobile  CB;  le  point  X,  où  cette  dernière  droite  rencontre  le 
côté  CD  de  l’angle  droit,  indéfiniment  prolongé,  engendre  la  courbe  cherchée. 

On  aperçoit,  à l’instant,  que  le  point  générateur  X eet  animé  de  deux 
mouvements  relatifs,  Tun  de  rotation  autour  du  centre  C,  et  l’autre  de 
môme  nature  autour  du  pôle  P : il  s’agit  d’obtenir  séparément  les  vitesses 
de  ces  deux_ mouvements. 

Comparons  d’abord  la  vitesse  circulaire  ou  de  rotation  du  point  X,  autour 
de  P,  à celle  de  B autour  du  même  point;  ces  deux  vitesses  sont  respec- 
tivement proportionnelles  aux  rayons  vecteurs  PX  et  PB;  mais  le  point  B 
est  animé,  suivant  la  tangente  Bô  au  cercle  C,  d’une  vitesse  absolue  qui 
peut  se-décomposor  en  deux,  l une  de  translation  suivant  Bô,,  et  l’autre 
circulaire  ou  de  rotation  autour  de  P,  suivant  la  perpendiculaire  Bb'  au 
rayon  vecteur  PB.  Prenant  donc  arbitrairement  B ô pour  la  vitesse  clîective 
ou  résultante  de  B,  et  formant  le  parallélogramme  Bô'Aô,,  lacôté  Bb'  repré- 
sentera la  vitesse  de  rotation  du  point  B relativement  au  pôle  P.  On  obtien- 
dra la  vitesse  correspondante  X.r'  de  rotation  du  point  générateur  X,  en  éle- 
vant Xx'  perpendiculaire  à PX  et  traçant  Pô'  rencontrant  Xx'  en  x'. 

Reste  à trouver  la  vitesse  de  rotation  de  X autour  du  centre  C ; on 
pourra  la  déduire  facilement  do  celle  du  point  D,  par  la  môme  méthode 
qu’il  est  inutile  do  rappeler.  Or  la  vitesse  circulaire  ou  de  rotation  du 
point  D autour  do  C est  précisément  égale  à celle  de  B autour  du  même 
point;  cette  dernière  vitesse  est  représentée  par  Bb  : portant  donc  sur  la 
jrerpendiculaire  à l’extrémité  de  CD  la  distance  De/  = B ô,  ce  sera  la  vitesse 
rotatoire  de  D;  traçant  ensuite  la  droite  indéfinie  Cd,  on  en  déduira, 
comme  ci-dessus,  la  vitesse  de  rotation  Xx,  du  point  générateur  X,  autour 
(lu  rentre  C. 

29. 
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Avant  (l’aller  plus  loin,  il  ost  nécessaire  de  remarquer  que  les  vitesses 
de  roliilion  X.r'  et  Xx,  que  nous  venons  de  construire  ne  sont  pas  réelle- 
ment les  vitesses  enm/iosantes  de  la  vitesse  absolue  du  point  générateur  X. 
En  effet,  si  l’on  considère  la  vitesse  de  rotation  Xx',  par  eiemple,  il  paraî- 
tra évident  que,  en  la  combinant  avec  la  vitesse  de  translation  du  |x)inl  X 
suivant  le  rayon  vecteur  PX.  on  obtiendrait  la  vitesse  absolue  de  ce  |>oint 
sur  la  courbe;  cette  vitesse  X.c'  n’est  donc  autre  chose  qu’une  des  com- 
posantes de  celle  Xx  par  rapport  aux  directions  particulières  PX  et  Xx^ 
La  même  remar(]ueesl  applicable  évidemment  à la  vitesse  de  rotation  Xx,  ; 
donc  la  résultante  totale  de  ces  vitesses  partielles  ne  donnera  pas  la 
vitesse  effective  du  i>oint  X,  et  par  conséquent  le  principe  du  parallélo- 
gramme n’est  pas  applicable  au  cas  présent. 

Cependant,  comme  la  résultante  Xx  cherchée,  si  elle  était  connue, 
donnerait,  par  décomposition,  l’une  et  l’autre  des  vitesses  Xx'  et  Xx, , 
réciproquement,  ces  dernières  pourront  servir  à la  retrouver.  Il  est  vi- 
sible en  effet,  d’après  ce  qui  précède,  que,  Xx  étant  connue,  on  obtien- 
drait X.r'  et  X.r,  en  abaissant  de  son  extrémité  x les  per|)endiculaires 
xx„  xx'  .sur  Xx'  et  .Xx,.  Dune  enfin,  et  réciproquement,  si  l’on  élève 
en  x'  et  x,  les  (>er|>endiculaircs  x'x  et  x,x  sur  Xx'  et  Xx,  elles  vien- 
dront se  couper  au  point  x de  la  résultante  cherchée  Xx;  la  droite  Xx 
sera  donc  la  tangente  elle-niènie  au  point  X de  la  courbe  (*). 

On  se  rendra  facilement  raison  encore  de  ce  qui  précède,  en  considé- 
rant, comme  nous  l'avons  déjà  fait  ci-dessus,  ([ue  les  vitesses  Xx'  et  Xx, 
sont  simplement  des  longueurs  proportionnelles  aux  arcs  circulaires  infi- 
niment petits  (pie  le  point  X tend  à décrire  simultanément'  autour  des 
pôles  respectifs  1*  et  C;  de  sorte  que  les  positions  nouvelles  et  corres- 
pondantes des  rayèns  vecteurs  sont  précisément  représentées  par  les 


(”)  Ceci  prouve  que  les  graves  reproches  adressés,  en  1839  et  i83o,  par  de 
savants  professeurs,  à la  manière  erronée  dont  on  avait  interprété  et  appliqué  la 
célèbre  méthode  de  Roberval  pour  le  tracé  des  tangentes  aux  courbes  conti- 
nues, reproches  «n  quelque  sorte  autorisés  par  un  passage  des  leçons  orales  de 
Monge  à l’ancienne  hcole  Normale  sur  la  Géométrie  descriptive,  ne  sont  point 
applicables  à tons  les  disciples  de  cet  illustre  professeur,  et  que,  en  1810  déjà, 
nn  savait  parfaitement  à (pioi  s’en  tenir  à cet  égard,  bien  qu’on  eiU  jugé  inutile 
de  reclifier  publiquement  une  faute  échappée,  sans  aucun  doute,  à la  rapidité 
de  la  diction. 

J’insiste,  parce  que  cette  inadvertance, cette  faute  déjà  anciennement  commise 
j)ar  Moutucla  et  d’autres,  dans  le  tracé  des  coniques  par  rayons  vecteurs  éma- 
nant des  foyers,  se  retrouve  dans  la  lithographie  de  met  Leçons  de  Mécanique  in- 
dustrielle (1827  à i83n)  aux  ouvriers  de  la  ville  do  Metz;  leçons  en  quelque  sorte 
improvisées  et  recueillies  par  les  soins  de  M.  Gosselin,  dans  l’intervalle  fort 
court  d’une  séance  à la  suivante,  mais  dont  les  imperfections  s’expliquent  en- 
core par  la  nécessité  d’éviter  de  longues  et  délicates  explications  devant  un  au- 
ditoire mal  préparé. 
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droites  x'x  et  x^x  censées  elles-mêmes  infiniment  voisines  et  parailëies 
an\  premiers  PX  et  CX,  leur  intersection  commune  au  point  x repré- 
sentant aussi  la  nouvelle  position  du  point  X.  Si  les  quanlités  X.r'  et  Xj:, 
étaient  réellement  infiniment  petites,  X.r  serait  un  véritable  élément  do 
la  courbe  commun  à la  tangente  en  X;  mais  ayant  augmenté  ces  quan- 
tités proportionnellement,  Xx  ne  représente  plus  l'élément  même  de  la 
courbe,  mais  son  prolongement,  c’est-à-dire  la  tangente  cherchée. 

Comme  la  longueur  de  \M>  est  entièrement  arbitraire,  on  peut,  pour 
simplifier  la  construction,  la  prendre  égale  à la  tangente  même  Dr/ 
{Jîg.  6),  terminée  à l’axe  fixe  des  pôles  PC,  prolongé  convenablement. 
Alors  i si  l'on  prolonge  pareillement  b' b,  parallèle  à PB,  jusqu’à  sa  ren- 

Fig.  6. 

V 


contre  en  0 avec  l'autre  rayon  vecteur  CX,  il  arrivera  que  le  quadrila- 
tère CBA'Q  aura  ses  côtés  parallèles  et  proportionnels  à ceux  du  qua- 
drilatère ci-dessus  x,Xx'x  { fig.  5)  dont  la  diagonale  Xx  représente  en 
direction  la  tangente  cherchée  ; de  sorte  que  sa  diagonale  BQ  sera  aussi 
parallèle  à cette  tangente.  La  construction  se  réduira  donc  à cette  autre 
beaucoup  plus  simple  ; 

« Tracez  les  deux  tangentes  Dr/,  B5  aux  extrémités  des  rayons  CD  et 
» CB,  portez  Dr/  terminée  au  prolongement  de  PC,  de  B en  b sur  B 5;  par 
» le  point  b ainsi  obtenu,  menez  la  parallèle  ôQ  au  rayon  vecteur  PBX, 
« elle  viendra  couper  l'autre  rayon  vecteur  en  Q,  BQ«eera  une  parallèle 
» à la  tangente  au  point  X do  la  courbe;  on  menant  donc  par  ce  point 
» Xx  parallèle  à BQ,  on  aura  la  tangente  demandée.  » 

Comme  d’autre  part,  Bé  est  parallèle  à la  direction  de  COX,  il  s’ensuit 
que  BôQXestun  parallélogramme,  et  par  cons'érjuent  que  QX.=  Bè  Dr/. 


1 V Coogif 
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On  pourra  donc,  si  i’on  veut,  se  contenter  de  porter  Dr/  sur  CX  pro- 
longée de  X en  Q,  ce  qui  est  plus  simple  encore. 

Enfin,  on  peut  également  se  dispenser  de  construire  la  diagonale  BQ 
parallèle  à la  tangente  cherchée,  en  traçant  { fîg.  7)  la  tangente  au 


Fig.  7. 

/ 


cercle  directeur  en  B,  puis  portant  sur  cette  tangente,  dans  une  direction 
contraire  à CX,  BQ'  = QX  = Dr/;  car  le  point  Q'  ainsi  trouvé  sera  néces- 
sairement un  point  de  la  tangente  h la  courbe  en  X. 

La  discussion  de  cette  courbe  nous  apprend  d’ailleurs  qu’elle  a deux 


Fig.  8. 


branches  infinies;  en  cherchant  à déterminer  les  tangentes  pour  les 
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puinl»  do  ces  branches  situés  à l'infini,  on  trouvera  par  la  méthode  précé- 
dente, que  ces  tangentes  ou  asymptotes  sont  au  nombre  de  deux  seule- 
ment { fig.  8);  qu’elles  passent  par  le  pôle  fixe  P des  rayons  vecteurs  et 
louchent  le  cercle  directeur  C en  des  points  T et  T'.  Celle  méthode  ap- 
prend aussi  que  la  tangente  au  centre  C,  qui  appartient  à la  courbe,  est 
perpendiculaire  à CP,  axe  fixe  des  pôles  (ce  qui  est  évident  à cause  de 
Fà  symétrie)  et  que  les  tangentes  au  point  double  P de  la  courbe  passent 
par  les  extrémités  respectives  B et  B'  du  diamètre  BB'  du  cercle  direc- 
teur perpendiculaire  à CP,  etc. 

Kemarque.  — Quand  le  point  P est  situé  sur  la  circonférence  du  cercle 
directeur  {Z),  fig.  9,  la  courbe  des  lors  ne  conserve  plus  que  la  branche 


Pii:  9- 


K “ b U 


à point  multiple  P,  l’autre  s’étant  confondue  avec  leur  tangente  commune 
relative  au  point  C : celle  branche  a une  seule  asymptote  FG,  jierpendi- 
culaire  à ITI,  parallèle  à la  tangente  PT'  au  cercle  directeur  en  P,  et 


Fig.  10. 


située  à la  distance  PR  = PC  de  cette  tangente.  La  branche  bouclée  dont 
il  s’agit  jouit  de  celle  autre  propriété  fort  curieuse  : si  l’on  meue  CK 
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([(lelconque,  cuupanl  la  tangente  TT'  en  K , et  la  courbe  en  X et  X', 
on  a 

KX  = KX'==  Kl‘; 
ce  qu’il  est  facile  de  démontrer. 

tjuand  le  point  P passe  à l’infini  {fg.  lo),  la  courbe  a deux  branches 
opposées  comprises  entre  des  asymptotes  parallèles;  cette  courbe  se  con- 
fond avec  celle  de  la  projection  horizontale  du  çontour  apparent  de  la 
surface  héliçoïde  de  la  vis,  dont  je  me  suis  déjà  précédemment  occupé. 

Dans  ces  divers  cas,  la  construction  de  la  tangente  reste  toujours  la  ^ 
même,  et  l’on  peut  s’assurer  aisément  que  cette  méthode,  appliquée  au 
contour  apparent,  donne  en  effet,  pour  tangente  en  chaque  point,  la 
droite  à laquelle  on  est  conduit  en  appliquant  la  méthode  exposée  plus 
haut  pour  ce  cas  particulier. 

Enfin,  quand  le  point  P est  dans  l’intérieur  du  cercle  (C),  la  courbe 
est  fermée  et  affecte  la  forme  indiquée  {fig-  1 1).  Ce  cas  a lieu  toutes  les 


Fig.  II. 


fois  que  le  rayon  de  lumière  fait,  avec  l’axe  de  la  vis,’«n  angle  moindre 
que  celui  de  la  génératrice  avec  ce  même  axe. 

IM. 

Sl'B  I.B  TRACÉ  ET  LE  HODE  DE  GÉNÉRATIOtV  DES  COURBES  DE  SÉPARATION 
d'ombre  et  de  lumière.,  etc.,  DANS  l’ÉPURE  DE  LA  VIS  A FILETS 
TRIANGULAIRES. 

L’article  qui  précède  est  conforme  à des  feuilles  manuscrites  annexées 
au  cahier  d’épures  de  seconde  année  d’études  à l’École  polytechnique 
(i8og-i8io),  laissées  en  France  et  conservées  parmi  mes  autres  livres* 
on  papiers;  les  solutions  qu’elles  concernent  sont  relatives  à des  questions 
de  géométrie  descri ptive.dont  on  se  préoccupait  beaucoup  à cette  époque  ; 
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j'en  ai  donné  connaissance,  dès  1819  ou  i8ao,  à mon  ami  M.  Bardin,  alors 
professeur  à l’Écde  régimentaire  d'Artillerie  de  .MeU,  et  nommé  depuis  chef 
des  travaux  graphiques  à l'École  polytechnique.  Ce  sont  les  mêmes  feuilles 
qui  ont  été,  de  la  (>art  de  feu  Théodore  Olivier,  l’objet  de  citations  et  de 
renwrqucs  critiques  ou  historiques  (|u’il  a consignées  flans  ses  Applica- 
tions de  Géométrie  descriptive,  publiées  en  1847  à Paris  (f'oy.  les  notes 
du  bas  des  p.  p5  et  99)  (*).  Quant  à la  déterminatjun,  au  tracé  même  des 
courbes  de  contour  apparent  et  do  séparation  d’ombre  et  de  lumière  sur 
la  surface  héliço'ide  de  la  vis,  il  ne  m’est  resté,  de  mon  séjour  à l’École 
polytechnique,  qu’une  Note  fort  écourtée,  des  indications  sans  texte  pour 
ainsi  dire,  sur  les  éléments  princi|>aux  de  leur  démonstration,  dont  je  me 
propose  ici  de  donner  un  qperçu  rapide. 

On  peut  voir,  par  la  Note  insérée  p.  1 3 et  suivantes  du  t.  Il(i8i3)  de  la 
Correspondance  sur  l’Ecole  [lolytechniipic , combien  les  méthodes  suivies 
par  .MM.  Hachette  et  Girard,  dans  le  Cours  de  Géométrie  descriptive,  étaient 
longues,  compliquées  et  pénibles.  Cela  suffit  pour  expliquer  comment  les 
élèves  de  la  petite  salle  n°  C,  dite  des  sous-oj(ficiers,  parmi  lesfjuels  on  re- 
marquait M.M.  fielanger,  Coriolis  et  M.Guillebon,  excellent  ami,  esprit  droit 
et  naïf  sous  une  chétive  enveloppe,  avec  lequel  je  piochais,  pendant  les 
héiircs  de  récréation,  le  Calcul  des  fonctions  et  la  Mécaniijue  analytiifue 
de  Lagrange,  etc.,  cela  explique,  dis-je,  commentées  élèves  furent  conduits, 
avant  même  l’apparition  do  la  Note  de  .M.  Hachette  et,  à fortiori,  avant  celle 
du  professeur  Français,  imprimée  un  an  après  (i8iu,  p.  fip,  t.  II  de  la 
Corresponiüaice),  à refaire  leurs  épures  de  la  vis  d’après  des  procédés  où 
M.  Guillebon  et  moi  avions  cherché  à proscrire  la  méthode  des  parabo- 
loïdes  tangentiels  ou  des  paraboles  multiples,  indiquée  par  nos  professeurs, 
pour  leur  en  substituer  d'autres  qui,  permettant  d’exécuter  l’épure  de  la 
vis  en  quelques  heures,  présentaient  à cet  égard,  un  très-grand  avantage 
sur  celle  de  Français. 

La  tardive  apparition  de  cette  dernière  méthode,  réduite  à de  vagues 
indications,  ne  m’aurait  pas  détourné  du  soin  do  rédiger  sur  cet  intéres- 
sant sujet,  un  article  pour  In  Recueil  de  M.  Hachette,  si  le  manque  de  loi- 
sirs à cette  époque  des  études  et  la  lente  succession  des  Cahiers  de  la 
Correspondance  ne  m’en  avaient  tout  à fait  ôté  la  pensée,  et  réduit  le 
résultat  de  cette  étude  à do  simples  communications  verbales  entre  cama- 


(*)  Postérieurement  à la  publication  de  l’ouTragc  de  Th.  Olivier,  M.  de  la 
Goiirnerie,  professeur  de  Géométrie  descriptive  à l'École  polyl^hniqtic,  a in« 
séré  dans  le  XXXIV^  Cahier  du  Journal  de  cette  École  iin  Mémoire  sur  les 

lignes  d'ombre  et  de  perspective  des  hélicoïdes gauches,  d’une  étendue  fort  consi- 
dérable et  principalement  fondé,  selon  Tusage  actuel,  sur  les  données  de  l’ana- 
lyse algébrique  transcendante.  Il  est  regrettable  que  cet  habile  professeur  n'ait 
pas  mis  à profit  sa  position  à notre  mère  École,  pour  élucider  la  partie  hisloriqu  e 
de  celte  intéressante  qucstioui 
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rades  d’une  même  promoliun  : communicatiuns  qui  servirent  à r4l&re 
expéditivement  les  épures  de  la  vis  à filets  triangulaires,  et  dont  U n’^t 
resté,  je  pense,  d’autres  Notes  manuscrites  que  celles  dès  lors  rédigées  ou 
ébauchées  par  moi  à l’École  polytechnique. 

En  ce  qui  concerne,  en  particulier,  la  construction  par  points  de  la  courbe 
de  séparation  d’ombre  et  de  lumière  sur  les  filets  béliçoïdaux  triangu- 
laires de  la  vis,  je  ferji  remarquer  que,  au  point  de  vue  général  et  pure- 
ment géométrique,  la  question  reste  la  même  pour  les  nappes  inférieures 
ou  supérieures,  lorsqu’on  en  suppose  les  génératrices  indéfiniment  pro- 
longées de  part  et  d’autre  de  l’axe  vertical,  aussi  bien  que  les  lignes  de  sé- 
paration d’ombre  et  de  lumière  ; la  différence  des  solutions  graphiques  ne 
pouvant  provenir  que  de  la  différence  même  d'inclinaison  des  génératrices 
sur  cet  axe,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  direction  attribuée  aux  rayons  de 
lumière. 

Soient  (fig.  12),  eu  projection  horizontale  sur  un  plan  perpendiculaire  à 
l’axe  vertical  de  la  vis  au  point  G ; Gr  une  génératrice  rectiligne  quelconque 
de  sa  surface  supérieure;  p l’un  des  points  de  cette  génératrice,  décrivant 
à la  distance  horizontale  G;z  de  cet  axe,  une  hélice  dont  la  projection  est 
un  cercle  concentrique  à G,  et  ut,  perpendiculaire  à l’extrémité  du  rayon 
Gft,  la  projection  horizontale  de  la  tangente  géométrique  à l’hélice;  la 
tangente  d'inclinaison  sur  le  plan  de  ce  cercle  est,  comme  on  sait,  mesu- 
rée par  l’expression  numérique, 

H 

H désignant  le  /ms  commun  à toutes  les  hélices  ainsi  engendrées. 

Soient,  de  plus,  e et  r les  points  respectifs  où  la  tangente  au  point  jz 
et  la  génératrice  rencontrent  le  plan  horizontal  de  projection,  supposé 


Fig.  U. 


abaissé  de  toute  la  hauteur  H du  pas,  au-dessous  du  point  de  rencontre 
de  la  génératrice  avec  l’axe  delà  vis;  rt  sera,  sur  ce  plan,  la  trace  du  plan 
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tangent,  en  f*>  à la  surface  béliçoïdale  ; de  sorte  que,  si  l’on  imagine  en 
ce  point  de  l’espace,  un  rayon  de  lumière  re|)résenlé  par  p.r  en  projection 
*sur  le  même  plan  horizontal,  ce  rayon,  tout  entier,  devra  être  compris 
dans  le  plan  tangent  représenté  en  ust,  si  u représente,  sur  la  génératrice 
Cr,  le  point  qui  appartient  à la  ligne  de  séparation  d’ombre  et  de  lumière; 
chose  toujours  facile  à vérilier  géométriquement  quand  fi  sera  donné  à 
priori.  Mais  il  s’agit  ici  de  trouver  la  position  même  de  ce  point  sur  la 
direction  de  Cr. 

A cet  effet,  continuant  à'substituer  aux  dénominations  île  l'espace  celles 
de  la  projection  horizontale,  et  sup|H>sant  le  plan  langent  en  p prolongé 
jusqu’à  l’axe  de  la  vis  en  C,  concevons  que  par  ce  point  d’intersection, 
l’on  mène  la-  droite  C/-  parallèle  à p/  et  per|«ndiculaire  à Cr,  puis  la 
parallèle  C/j  au  rayon  de  lumière  p.t,  il  faudra  encore  que  celle-ci  tout 
entière,  soit  dans  le  plan  tangent  en  p,  et  que  la  trace  rt  de  ce  plan,  qui 
coupe  en  k la  perpendiculaire  CA  à Cr,  comprenne  aussi  le  point  fixe  /j  où 
le  rayon  de  lumière  C/j  rencontre  le  plan  horizontal  choisi  pour  plan 
de  projection,  comme  on  l’a  expliqué.  Or,  d’après  nos  conventions,  et  si 
l’on  nomme  de  plus  a l’angle  aigu  d’inclinaison  du  rayon  lumineux  sur  la 
..verticale,  on  a évidemment 


ce  qui  donne  entre  autres,  pour  déterminer  la  position  inconnu^  de  p sur 
la  direction  indéfinie  du  rayon  Cr,  constant  ainsi  que  Cp,  la  relation 


où  CA  est  donné  graphiquement  par.  la  position  6xe  de  p et  la  position 
variable  du  point  r sur  le  cercle,  concentrique  à C,  dont  le  rayon  est  dé-  ■ 
terminé  par  cette  autre  relation 


b étant  l’angle  aigu  d’inclinaison,  sur  Taxe  de  la  vis,  de  la  génératrice 
considérée. 

Rien  donc  ne  serait  plus  facile  que  de  construire,  graphiquement  ou 
numériquement,  la  valeur  inconnue  de  Cp.  Mais,  comme  la  variable  CA 
et  l’inconnue  Cp  appartiennent  à des  directions  rectangulaires  distinctes, 
cela  entraînerait  à des  opérations  multiples  qu’il.faut  éviter  autant  que 
faire  se  peut  dans  la  construction  des  épures.  C'est  pourquoi,  après  di- 
verses tentatives  infructueuses  que  je  me  dispense  de  rapporter  ici,  nous 
nous  sommes  arrêtés  au  procédé  qui-  suit  : Imaginant  qu’on  porte  Cp  sur 
CA-,  de  C en  p',  par  un  arc  de  cercle,  d’ailleurs  inutile  à construire,  et 


(>) 


CÂ  = i^’  <^/'=»‘ang«=const.; 


Cr  = Il  tang  b = const.. 
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qu’on  mène  par  u'  une  parallèle  à //>  coupant  Cr  en  z,  on  aura,  par 
la  théorie  des  lignes  proportionnelles,  d’une  part 

I 

C//:C/  = CiJ^::Cp:CA-; 

ce  qui  donne,  d’après  la  relation  (i)  ou  (2), 

„ , „ C/J  U 

f,«'=  — = const., 

‘ Ca  arr 


et  prouve  que  //  est  un  pôle  ou  point  fixe  |K)ur  les  rayons  vecteurs  p'r^ 
comme  /j  lui-môme  l’est  pour  les  sécantes  />r.  . , 

D’autre  t>art, 

C 3 ; Cft'= C « : : Cr  : CX; 


d’où  l’on  tire,  toujours  d’après  les  relations  (i)  et  (2), 
Cz  i 


, C/-  Cr  ,11 

Cp-T7  = — = tango  — ; 

ex  2 TT  2 TT 


ce  qui  montre  que  tous  les  points  * sont  sur  une  circonférence  de  cercle 
concentrique  à C,  de  rayon  constant;  de  sorte  que  C /j'  et  Cz  étant  calculés 
ou  construits  une  fois  pour  toutes,  pour  une  épure  donnée,  il  ne  s’agirait, 
afin  d’obtenir  le  point  u.  de  la  courbe  de  séparation  d’ombre  ef  de  lu- 
mière, relatif  à une  direction  donnée  du  rayon  Cz  ou  Cr,  que  de  prolon- 
ger la  droite  p'z  jusqu’à  sa  rencontre  en  p.',  avec,  la  perpendiculaire  in- 
définie ex  en  C,  puis  de  ramener  par  l’arc  de  cercle  auxiliaire  dont  il  a 
été  parlé,  p'  en  p sur  la  direction  de  Cr. 

Mais,  comme  j’en  ai  prévenu  à l’avance,  cet  arc  de  cercle  devient  à son 
tour  parfaitement  inutile,  si  l’on  suppose  qu’on  fasse  tourner  d’un  qua- 
drant, autour  de  C,  la  droite  du  pôle  fixe,  Cp',  en  entraînant  avec  elle  la 
sécante  f>'zp',  et  l’équerre  ou  angle  droit  p'Cz,  sans  que  z quitte  le  cercle  de 

rayon  tang  ô ^ 1 auquel  il  appartient;  car,  par  cette  rotation,  le  point 

p',  venu  en  p et  obtenu  par  le  même  procédé,  appliqué  au  pôle  P rem- 
plaçant p\  ne  sera  autre  que  le  point  même  de  la  courbe  à tracer  ap- 
partenant à la  direction  indéfinie  de  Cz,  censée  choisie  arbitrairement. 

Cette  construction  si  simple  et  si  rapide  de  la  projection  horizontale 
de  la  courbe  do  séparation  d’ombre  et  de  lumière  dans  la  vis  à filets 
triangulaires  est,  comme  on  voit,  générale,  rigoureuse  et  conforme  à la 
définition  qui  sert  de  point  de  départ  au  second  article  de  la  Note  précé- 
dente, sur  le  tracé  des  tangentes  à cette  courbe  du  quatrième  degré,  que 
nous  avions  baptisée,  dans  la  salle  n“  6,  du  nom  do  capricorne;  courbe 
remarquable  à plus  d’un  titre,  par  sa  forme  symétrique,  élégante  même, 
et  douée  de  nombreuses  propriétés  géométriques  jusqu’ici  encore  pou  étu- 
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diées;  mais  qui,  si  je  ne  me  trompe,  mériteraient  tout  autant  de  l'être  que 
celles  qui  appartiennent  aux  courbes  méc/umii/ues .des  anciens  et  à di- 
verses autres  plus  modernes,  cultivées  avec  une  particulière  ferveur  par 
nos  jeunes  géomètres,  parce  que  leurs  propriétés  sc  rattachent  plus  ou 
moins  intimement,  à certaines  (|uestions  de  physique  mathématique  ou 
d’analyse  infinitésimale. 

Cette  même  construction  et  celle  de  la  courbe  de  contour  apparent  qui 
en  est  un  cas  particulier,  mais  dont  je  crois  inutile  de  rapgwrter  ici  la 
démonstration  directe  fort  simple,  ont  été,  dans  ces  derniers  temps,  vé- 
rifiées par  des  procédés  divers  d'analyse  ou  de^ométrie,  qui  n’ont  que 
fort  |)eu  de  rapport  avec  les  précédents,  dont,  comme  je  l’ai  dit,  la  date 
remonte  à- la  fin  de  l’année  1809. 

À l’égard  de  l’épure  de  la  vis  en  elle-même,  on  sait  qu'elle  se  rattachait 
alors  au  cours  do  machines,  et  servait  d’exercices  ou  d'applications  pour 
les  leçons  de  géométrie  descriptive,  de  dessin  linéaire  et  de  lavis.  Cette 
épure  fut  continuée  jusqu’en  1816,  probablement  avec  la  tradition  de 
1809  ou  i8io;  mais  les  troubles  politiques  de  cette  époque  de  licencie- 
ment, de  destitution  même  des  élèves,  professeurs  ou  examinateurs;  la 
tendance  exagérée  à l’application  de  l’analyse  algébrique  et  des  notions 
métaphysiques  ou  abstraites  qui  s’y  rattachent,  prédomina  de  plus  en  plus 
à l’roole  polytechnique,  à ilater  de  cette  époque,  contre  l’opinion  même 
de  Laplace,  de  Poisson,  d’Arago,  etc.,  qui  semblaient  en  pressentir  les  fâ- 
cheuses conséquences;  toutes  ces  circonstances,  dis-je,  firent  négliger  les 
ap()licaüons  de  la  géométrie  proprement  dite,  et  l’épure  de  la  vis  à filets 
triangulaires  fut  supprimée  avec  beaucoup  d’autres,  malgré  toute  son 
importance  et  son  utilité  dans  les  arts  mécaniques,  dont  elle  est  un  prin- 
cipal et  pour  ainsi  dire  universel  élément. 
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I. 

DÉMONSTRATION  GÉOMÉTRIQUE  ÉLÉMENTAIRE,  DES  PRINCIPALES  PROPRIÉTÉS 

UE  LA  PARABOLE  (vor*  p.  53  et  suiv.  du  texte)  (*). 

On  nomme  pnmhotc  une  courbe  pUme  MBD  i3),  dont  les  dilTé- 
ronts  points  M sont  à des  disUmces  éi;ales  MF  et  MP,  d’un  point  F nommé 

Fig.  i3. 


]Vk 


foyer  et  d’une  droite  AR  appelée  directrice.  Cette  courbe  est  évidemment 
divisée  en  deux  parties  symétriques  par  la  perpendiculaire  indéfinie  AFNX, 

(*)  J’aurais  pu  ranger  au  nombre  de  mes  souvenirs  de  1 École  polytechnique 
cette  courte  Note,  communiquée,  il  y a bien  des  années  déjà,  à mon  ancien  ami 
le  brave  et  excellent  colonel  du  génie  Servier  : extraite  d’un  écrit  plus  considé- 
rable sur  la  géométrie  injïnuésimale,  elle  devait,  dans  mes  intentions,  servir 
4e  point  d’appui  et  de  commenuire  à l’explication  géométrique  des  princi- 
pales eircoDstances  de  la  chute  des  graves  et  du  mouvement  des  projectiles, 
que  j'ai  étéappelé  à donner  dans  des  leçons  de  mécanique  élémentaire,  profes- 
sées à Thé  tel  de  ville  de  Melz  en  i8o*j,  et  à la  SoHmniie  en  i838. 

Cette  démonstration,  fondée  sur  les  propriétés  essentielles  de  la  parabole  et 
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abaissée  du  foyer  K,  sur  la  directrice  .AR,  et  qui  la  rencontre  en  un  seul  ' 
point  B nommé  sommet;  cette  perpendiculaire  elle-même,  s’appelle  Voie 
de  la  parabole;  enfin,  les  drortes  F.M  relatives  aux  difîércnls  points  M de 
la  courlie  se  nomment  les  rtimns  7’ertrnrs. 

Considérant,  «ur  cette  courbe,  un  |K)int  M'  infiniment  prés  de  M,  ses 
distances  M'F  et  M'P'  au  foyer  F et  à la  directrice,  seront  aussi  égales 
entre  elles  d’après  ce  qui  précède,  et  par  consétjuent,  si  du  point  M on 
abaisse  respectivement  sur  les  directions  F.M'  .et  M'P',  les  iierpendicu- 
laires  M /«,  M n ; l’une  prolongement  de  Vonio/inée  ML,  elle-même  perpen- 
diculaire à l’axe  ANX,  l’autre  considérée  comme  un  arc’de  cercle  infini-  , 
ment  petit  concentrique  à F,  ces  perpendiculaires  retrancheront  de  FM' 
et  de  M'P'  les  distances  respectives  wM',  n.M',  nécessairement  égales 
et  fonnant  entre  elles  le  quadrilatère  M///M'«  divisé  en  deux  triangles  rec- 
tangles égaux  par  la  diagonale  .M.M'.  Or  cette  diagonale  peut  être  con- 
sidérée comme  un  élément  rectiligne  de  la  courbe,  dont  la  direction 
indéfinie  divisera  ainsi  en  parties  égales,  l’angle  FM' P'  formé  par  les  dis- 
tances FM'  et  M'P'  qui,  à la  limite  de  petitesse  de  MM',  doivent  être  cen- 
sées confondues,  en  grandeur  et  en  direction,  avec  les  droites  F’M  et  MP 
relatives  au  point  M de  la  parabole. 

De  là  on  conclut,  en  premier  lieu,  que  « la  tangente  MT  en  un  point 
» quelconque  M de  la  parabole  divise  en  parties  égales  l'angle  formé  par 
» le  rayon  vecteur  MF  et  la  perpendiculaire  .MP  à la  directrice  PQ,  qui 
» correspondent  à ce  point,  de  sorte  que  cette  tangente  est  perpondicu- 
» lairo  en  1 sur  le  milieu  de  la  distance  FP.  » 

Et  comme,  d’un  autre  côté,  la  série  des  points  milieux  1 des  droites 


déharrasseo  do  tout  appareil  algébrique,  devait  aussi  servir  do  eumplêinent  ra- 
tionnel à la  description  d'un  appareil  à cylindre  tournant,  destiné  à l'observa- 
tion directe  et  es|>ériinnntalc  do  la  chute  verticale  des  corps  dans  l’air.  J'en 
avais  conçu  l'idee  dés  mes  premières  leçons  sur  la  méennif|uc,  et  je  l’ai  décrit 
en  i8-4o,  avec  quelques  détails,  ainsi  que  beaucoup  d'antres  appareils  à indi- 
cations continuas f dans  celles  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  auKinclles 
assistait  M.  Morin,  mon  ancien  adjoint  à l'École  de  Metz  en  1829,  qui  avait  bien 
voulu  alors  se  charger  de  la  publication  de  ces  mêmes  leçons;  projet  que,  à mon 
grand  regret,  il  a abandonné  au  second  semestre  de  l'exercice  scolaire  de  18.40, 
pour  se  livrer  entièrement  à ses  propres  leçons  et  publications. 

A l’égard  de  l'instrumout  à rotation  uniforme  dont  il  vient  d'étre  parlé,  cet 
habile  professeur  en  a tiré  depuis  un  e.\cellent  parti  <|uant  à rexécution  maté- 
rielle, réalisée  par  l’ingénieux  artiste  M.  Clair,  de  Paris. 

Enfin,  je  crois  utile  de  rappeler  que,  parmi  les  auditeurs  des  premières  leçons 
do  i8.'|0,  se  trouvait  aussi  M.  Saigey,  savant  écrivain  et  artiste  en  instruments 
de  physique,  qui  s’était  proposé  dès  lors,  de  réaliser  ce  même  appareil  pour 
les  élèves  des  Cours  de  Physique  expérimentale;  ce  à quoi  sans  doute,  il  aura 
renoncé  faute  des  encouragements  indispensables  à raccninplisscnient  d’un  tel 
projet. 
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"analogues  à FP  issues  du  foyer  F sont  rangés  sur  une  droite  BI  parallèle 
à la  directrice  PO,  c’est-à-dire  sur  uno  perpendiculaire  à l’axe  AX  qui 
contient  le  sommet  B de  la  courbe,  lui-même  évidemment  situé  au  milieu 
de  la  distance  AF  du  foyer  à la  directrice,  il  en  résulte  en  second  lieu  :■ 

1°  Que  (I  lea'ÿieds  I des  perpendiculaires  abaissées  di|  foyer  F de  la 
» parabole  sur ’àîs  différentes^  tangentes  MT  sont  situés  sur  une  ligne 
» droite,  tangente  elle-même  au  sommet  B de  la  courbe.  » .... 

2°  Que  « la  parabole  est  aussi  l’enveloppe  commune  des  positions  que 
» peut  prendre  l’un  IM  des  côtés  d’un -angle  droit  MIF,  dont  l’autre  côté 
» passe  constamment  par  le  foyer  de  la  courbe,  tandis  que  son  sommet  I 
» est  assujetti  à parcourir  successivement  tous  les  points  de  la  tangente- 
» au  sommet  de  cette  courbe.  » 

De  là  encore  un  conclurait  sans  peine  et  en  troisième  lieu,  que  « tout 
» ^icle  circonscrit  à un  triangle  formé  par  les  intersections  mutuelles 
» w trois  tangentes  quelconques  à une  parabole,  passe  nécessairement 
» par  le  foyer  de  la  courbe,  etc.,  ekj^^ 

Mais  je  ne  m'arrêterai  pas  à la  .tï&QOlonÉtotion  facile  de  ces  corollaires 
qu’on  trouvera,  ainsi  que  beaucoup' dans  la  sect.  IV  du  Traité 
des  Propriétés  projectives  des  Jignn^^'  " -, 

Prolongeons  la  perpendiculaire  PM  indéfiniment  du  côté  de  la  courbe, 
suivant  MS,  qui  prend  le  nom  de  diamètre  de  la  courbe  d’après  des 
considérations  w’il  est  inutile  d’exposer  ici;  cette  droite  formera, -avec  le 
prolongement  WS  de  la  tangente  en  M,  un  angle  SMU  égal  à son  opposé 
au  sommet  PMT,  lequel,  d’après  ce  qui  précède,  sera  aussi  égal  à l’angle 
TMF;  proposition  que  l’on  énonce  ordinairement  en  disant  que  « la  tan- 
» geate  en  un  point  donné  M de  la  parabole , est  également  inclinée  sur 
» le  dléibëtre  MS  et  le  rayon  vecteur  MF  correspondants  à ce  point.  » 
L’angle  SMÜ  étant  d’ailleurs  égal  à MTN,  à cause  que  MS  est  parallèfe 
à l’gxo  TNX,  il  en  résulte  que  le  triangle  TFM  est  isocèle,  et  que,  par 
conséquent,  « TF,  qu’on  peut  nommer  la  sons-tangente  du  pointM  relative 
» au  foyer  F de  la  parabole,  est  égale  au  rayon  vecteur  FM  de  ce  point.  » 
D’un  autre  côté,  il  est  clair  aussi  que  la  normale  ou  perpendiculaire  MN 
au  poii<l*ta  de  la  courbe,  divise  en  deux  parties  égales  l’angle  SMF  du 
diamètre  et  du  rayon  vecteur  dont  il  vient  d’être  [«rlé,  de  sorte  que  le 
triangle  FNM,  dans  lequel  l’angle  MNF  = SMN  = NMF,  est  pareillement 
isocèle  ; donc  « le  côté  FN,  qu’on  pourrait  aussi  nommer  la  sous-normate 
» de  la  parabole  relative  au  foyer,  est,  comme  la  sous-tangente  TL,  égale 
à au  rayon  vecteur  FM.  » -,  ■ ■ , 

Do§p  enfin,  dans  la  parabole , la  snus-tangentc  et  la  soUs-rtormalt, 
comptées  sur  l’axe  à partir  du  foyer,  sont  égales  au  rayon  vecteur  cor- 
respondant du  point  de  la  combe,  et  si,  du  foyer  caniine  centre  avec  Iç 
rayon  vecteur  d’un  point  donné  comme  rayon,  un  décrit  une  circonfé-; 
rence  de.  cercle,  elle  coupera  l'axe  de  la  courbe  aux  pieds  respectifs  de  _ 


la  tangente  et  <le  la  normale  relatives  à ee  fmint. 
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Ces  propriétés,  qui  n’avaient  point,  je  crois,  été  jusqu’ici  suffisamment 
remarquées,  peuvent  être  très-utiles  pour  le  tracé  des  tangentes  et  des 
normales  à la  parabole  (*). 

On  remarquera  que  TF,  étant  égal  à FM,  est  aussi  égal  à MP,  do 
sorte  que  la  figure  TEMPT  est  un  hmnge  dans  le(]uel  IT  = IM,  comme 
1F  = IP.  Et,  puisque  BI  est  parallèle  à LM,  le  sommet  B de  la  parabole 
divise  en  deux  parties  égales  BT  et  BL,  la  distance  TL  comprise  entre 
le  pied  de  l’ordonnée  ML  et  celui  de  la  tangente  MT,  sur  l’axe  diamétral 
BX  do  la  courbe. 

Par  le  même  motif,  l’ordonnée  LM  est  double  de  BI,  et,  à cause  des 
triangles  semblables  MLN,  IBF,  LN  = aBF  = F.A,  puisque,  d’après  ce  qui 
précède,  BF  = B.A.  La  distance  LN,  comprise  sur  l’axe  entre  le  pi«l  de 
l’ordonnée  MN  et  la  normale,  étant  nommée  communément  la  .imis-nnr- 
male  relative  au  point  M de  la  courbe,  il  en  résulte  que,  dam,-  In  pnmbnle, 
cette  snus-nnrmnle , roHxlnnle  pour  tous  tes  points,  est  égale  à la  itis- 
tanec  du  foyer  à Ut  directrice,  nommée  paramètre , autre  propriété  bien 
connue. 

Enfin  on  a encore,  dans  le  triangle  TMN  rectangle  en  M, 

Ml’=LN.LT=  AF.aBL  = aAF.BL, 
puisque  nous  venons  de  prouver  que 

LN  = AF,  LT  = aBL. 

Ce  théorème,  vrai  pour  tous  les  points  M de  la  courbe,  s’énonce  ordinai- 
rement en  disant  que  t ordonnée  de  la  parabole  est  moyenne  proportion- 
nelle entre  le  double  du  paramètre  AF  et  l’abscisse  BL  rclntii’e  au  som- 
met. 

Posant,  comme  bn  le  fait  ordinairement,  ML^:/,  VA:=p,  BL  = .r,  on 
a pour  tous  les  points  de  la  courbe,  la  relation 

y’  = 2 p.r, 

que  l’on  considère  plus  particulièrement  comme  Véeptation  algébrique  do 
la  parabole  rapportée  à son  sommet  B et  à son  axe  BX,  pris  pour  axe 
des  abscisses.  Cette  équation,  en  effet,  permet  à elle  seule,  de  construire 
la  courbe  par  points  et  la  définit  ainsi  d’une  manière  complète. 


f 

(*)  On  ne  düîlpas  perdre  de  vue  que  celle  Noie,  fort  ancienne,  est  ici  repro- 
duite leitucllement. 


3o 
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Propriétés  des  dinmètres  et  ordonnées  ohiKpies  de  la  parabole. 

Soient  F [ fig.  i4)  le  foyer,  AX  l’axe  de  symétrie,  AP  la  directrice  d’iine 
parabole,  enfin  MM'  l’une  quelconque  de  ses  cordes,  MP  et  M'P'  les 


Fi|î . 1 4 . 


perpendiculaires  abaissées  des  extrémités  de  cette  corde  sur  la  direc- 
trice; par  la  définition  même  de  la  courbe,  M et  M'  seront  situés  à^es 
distances  égales  du  foyer  F et  de  la  directrice,  de  sorte  qu’on  aura 

MF  = MP,  MF  = M'P', 

les  points  M et  M'  pouvant  ainsi  être  considérés  respectivement  comme 
les  centres  de  deux  cercles  tangents  en  P et  P'  à la  directrice,  passant 
par  le  foyer  F,  et  contenant  en  outre  le  point  F'  symétrique  à F par  rap- 
port à MM',  c'est-à-dire  situé  sur  la  perpendiculaire  indéfinie  FO  à MM' 
à une  distance  F' K de  celle-ci,  égale  à KF. 

D’après  cela,  si  O représente  l’intersection  de  celte  perpendiculaire  et 
de  la  directrice  AP,  on  aura,  en  vertu  des  propriétés  du  cercle, 

Ôp’=OF.OF';  ÔP'’=OF.OF';  OP'=OP; 

le  point  O sera  donc  le  milieu  de  PP',  et  comme  tel  il  appartient  à une 
droite  OV  parallèle  à l’axe  AX  et  divisant  en  deux  parties  égales  la  corde 
MM'  en  U.  Mais  le  point  O reste  invariable  pour  toutes  les  cordes  parallèles 
de  la  courbe;  doue  les  milieux  D de  celles-ci  sont  situés  sur  une  même 
droite  OV  parallèle  à l’axe  AX  et  nommée  pour  ce  motif  diamètre  de  la 
parabole,  diamètre  oblique  à la  courbe,  qui  contient  éwdemment  aussi  le 
point  de  contact  S de  la  tangente  IS  parallèle  à MM',  attendu  que  cette 
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tangente  doit  être  elle-même  considérée  comme  une  corde  infiniment  pe- 
tite de  la  courbe. 

Nous  avons  vu  précédemment  que  la  tangente  SI  en  S est  perpendicu- 
laire à (a  droite  KO  en  son  milieu  1,  comme  la  corde  .MM'  est  perpendi- 
culaife  au  |K^t  milieu  K de  la  distance  FF';  or,  de  là  et  de  ce  qui  pré- 
cède, résultent  de  nouvelles  propriétés  non  moins  utiles  et  bien  connues 
, des  diamètres  do  la  parabole. 

En  effet,  on  a {fis-  >4),  a cause  de  OF  = ïIF,  FF"  = iKF, 

*.  OF'=OF-FF’  = ï,1F— /KF  = 2lK, 
et,  par  coiiséqiienl , 

Ôp’  = OF'.OF=2lK.OF=ilK.01. 

Mais,  si  de  M on  abaisse  la.  perpendiculaire  MQ  sur  la  direction  indéfinie 
du  diamètre  SV,  et  de  S la  perpendiculaire  SK'  sur  MM',  ce  qui  donne 
respectivement  QM  = OP  et  SK'=1K,  on  aura,  par  les  triangles  rectan- 
gles et  semblables  MQU,  S'KU,  OIS, 

SK'  ~ SU  ’ 01  ~ OS  ’ 

l'c  qui  donne,  en  multipliant  membre  à membre, 

mq'  mü’  ôf’  mu’ 

SK'. 01“  OS.  su’  IK.ÜI  ~OS.su’ 

et  finalement,  à cause  de  OP  =4IK.01, 

MÜ’=4.0S.SU, 

La  demi-corde  MU  parallèle  à la  tangente  au  point  S qu’on  peut  nom- 
mer sommet  de  la  courbe  relatif  au  diamètre  SV,  celte  demi-corde  étant 
considérée  comme  une  ordonnée  parallèle  à la  tangente  IS,  abaissée  du 
point  quelconque  M de  la  courbe  sur  SV,  tandis  que  SU  est  do  son  côté, 
considérée  comme  l’abscisse  relative  au  sommet  S choisi  pour  origine, 
l’équation  obtenue  en  dernier  lieu  pourra  s’énoncer  en  disant  que,  pour 
un  diamètre  quclconipu:  de  la  parabole^  rordonnêe  d'un  jKiint  M est 
moyenne  proportionnelle  entre  l'abscisse  SU  et  le  quadruple  'du  rayon 
t>eeteur  SF’  relatif  au  sommet  S de  ce  diamètre,  puisque  effectivement 
SO=:SF,  Or  ce  tliéorème  renferme' comme  cas  particulier,  celui  déjà 
démontré  jKiur  l’axe  même  de  la  courbe. 

D’apres  la  .propriété  de  la  tangente  en  un  jKiint  quelconque  S de  la 
‘ 3o. 
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parabole,  chacun  de  ses  (loints  se  trouve  à égale  distance  du  foyer  F et 
de  l’intersection  0 de  la  directrice  avec  le  diamètre  SV,  correspondant 
au  point  et  parallèle  à l'axe  de  la  courbe;  donc  les  tangentes  MT,  M'T 
aux  extrémités  de  la  corde  MM'  viennent  se  couper  en  un  |)oint  T dont 
les  distances  à P et  à P'  sont  séparément  égales  é cellejie  ce  même 
point  au  foyer  F,  de  sorte  qu'elles  sont  égales  entre  elles,  ce  qui  exige 
que  le  point  T soit  sur  le  diamètre  OSV  qui  divise  en  parties  égales  la 
corde  MM'  ou  l’intervalle  des  parallèles  MP,  M'P'  à l’axe. 

Par  un  motif  tout  à fait  semblable,  le  point  do  rencontre  t des  tan- 
gentes en  S et  M,  est  situé  à égales  distances  des  parallèles  8Ü  et  MP  à 
l'axe;  donc  on  a 

rT  = r.M, 

• 

et  par  suite,  à cause  des  parallèles  rS  et  MU,  on  a aussi 

TS  = SU , 

propriété  analogue  à celle  qui  a lieu  po\ir  le  grand  axe  et  qui  peut  s'é- 
noncer en  disant  que  : pnur  un  fliamèlrc  (lucIcoïKiue  delà  parnboh-,  le  .som- 
met S divise  vn  ptirlie.s  égales  l’intervalle  TU  intercepté  sur  le  diamètre 
entre  la  tangente  MT  et  l'ordonnée  MU  relatives  à un  point  epielconquc  M 
de  la  courbe,  cette  ordonnée  étant  prise  parallèlement  à la  tangente  au 
.sommet  S. 

Ces  conséquences  faciles  de  la  définition  de  la  parabole  sont  très-im- 
portantes pour  la  démonstration  des  lois  abstraites  du  mouvement  para- 
bolique des  points  pesants  dans  le  vide;  elles  conduiraient  à un  grand 
nombre  d’autres  propriétés  de  la  courbe,  mais,  au  lieu  de  m’y  arrêter,  je 
terminerai  par  un  dernier  théorème  relatif  au  rayon  de  courbure  de  cette 
courbe,  théorème  auquel  j’étais  parx'cnu  il  y a déjà  bien  dos  années  (*), 
par  une  voie  purement  analytique  et  qui  n’avait  point  encore  été  remar- 
qué, quoiqu’il  offre  la  plus  grande  analogie  avec  la  propriété  correspon- 
« 

(’)  P(!nil:inl  mon  séjour  à l’École  polytechnique  dans  les  années  1808,  i8oq 
et  1810,  sotifi  nos  vénérahles  prufessours  philosophes,  Lacroix,  Ampère  et  Poinsot, 
j'eus  l'idée  de  rechercher,  comme  exercice  d'analyse,  rintégrale  de  l'équatioa 
dirrérentielle  exprimant  la  condition  que  le  rayon  de  courbure,  relatif  à chacun 
des  points  d'une  courbe  plane,  soit,  comme  dans  la  cycloide,  le  double  de  la 
normale  correspondante  prise  par  rapport  à un  axe  des  abscisites  quelconque  ^ 
je  fus  fort  surpris  d’obtenir  l’équation  de  la  parabole  ordinaire,  au  lieu  de  celle 
de  la  cycloide,  à laquelle  naturellement  je  devais  m'attendre;  circonstance,  un 
le  comprend,  qui  tenait  ii  ce  que  j'avais  attribué  le  signe  + à l'expression  ra- 
dicale du  rayon  de  courbure.  Ce  résultat  de  l'influence  du  signe,  dont  j’eus  alors 
assez  de  peine  à me  rendre  compte,  devint  pour  moi,  par  la  suite,  l’occasion  de 
rechercher  la  démonstration  purement  géumèlrique  des  remarquables  proprié- 
tés de  la  parabole  relatées  ci-dessus. 
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danle  de  la  cycloïde,  autre  courbe  d’un  usage  fréquent  en  mécanique.  Sa 
démonstration  i>ourra  fournir  un  nouvel  exemple  de  la  manière  dont  on 
doit  se  servir  des  notions  de  la  géométrie  infinitésimale. 


Du  rayon  de  courbure,  du  rentre  de  courbure  et  de  ta  tléveloijpfû- 
de  la  juirabote. 


La  propriété  mentionnée  en  dernier  lieu  consiste  en  ce  que  u le  rayon 
» de  courbure  MC  (fg.  i3)de  la  parabole,  déterminé  par  la  rencontre  C 
» (le  la  normale  en  un  point  quelconque  M de  la  courbe,  avec  la  normale 
» relative  au  point  infiniment  voisin  M',  est  le  double  de  la  portion  MR 
» du  prolongement  de  cette  normale  comprise  entre  la  courbe  et  la  di- 
» rectrice  AR,  de  sorte  qu'on  a MC  = aMR.  » 

Pour  démontrer  ce  théorème , nous  reprendrons  nos  considérations 
premières  relatives  à \»fg.  i3,  et  nous  sup|>oserons  qu’indépendamment 
des  perpendiculaires  MP  et  M'P'  à la  directrice  AR  de  la  parabole,  de 
la  tangente  MQ  relative  au  point  M,  etde  la  perpendiculaire  FIP  abaissée 
du  foyer  F sur  cette  tangente  qu'elle  coupe  en  1,  on  trace  la  droite  FP'  et 
la  tangente  JfQ' relative  à M'coupantFP' perpendiculairement  en  T.  Nom- 
mant, en  outre,  Q et  Q',  R et  R',  les  intersections  respectives  des  tan- 
gentes et  des  normales  en  M et  M'  avec  la  directrice,  on  se  rappellera 
que  les  points  I et  T situés  sur  la  tangente  au  sommet  B de  la  courbe, 

sont  les  milieux  des  droites  FP  et  F'P',  de  sorte  que,  " l'P'= 

M/J  étant  l'intervalle  du  point  M à .M'P',  mesuré  sur  le  prolongement  de 
l'ordonnée  perpendiculaire  à l’axe  BX  de  la  courbe.  Prolongeant  de  même, 
cette  ordonnée  jusqu’à  sa  rencontre  en  //  avec,  la  normale  M'R',  il  en 
résultera  le  triangle  //MC  qui,  ayant  ses  côtés  respectivement  parallèles 
à ceux  du  triangle  l'iF,  lui  sera  semblable,  de  sorte  qu’on  aura 


FF  ou  P'I' 


IF  ou  - M// 


Ma 

^Mn' 


Mais  //M  et  P'F,  étant  dans  le  triangle  M’Q'R',  des  lignes  respectivement 
parallèles  aux  côtés  Q'R'  et  M'R',  on  aura  aussi,  i>ar  la  théorie  des  lignes 
proportionnelles, 

^/  _ OJF  _ M'R' 

M//~g'P'“  P'F  ’ 

donc 


«C  M'R' 
p'I'-  2 P'F 


et 


//C=jiM'R', 


relation  d’autant  plus  remarquable  qu’elle  a^lieu  pour  un  intervalle  quel- 
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conque  des  points  M et  M';  mais,  à la  limite  do  rapprochement  de  ces 
l»oints,  pM  devenant  négligeable  vis-à-vis  de  M'C  et  M'R'  qui  doivent- 
alors  être  censées  respectivement  égales  à MC  et  MR,  il  en  résulte  la 
démonstration  du  théorème  énoncé,  à savoir  que  MC  = aMR. 

Ce  théorème  d’ailleurs  conduit  à un  tracé  fort  simple  de  la  rlêvehp/}ée 
de  la  parabole,  courbe  très-remarquable,  poinlillée  sur  la i3  et  qui 
présente  un  point  de  rchmnsscment  en  0,  situé  sur  l’axe  AX,  à une 
distance  BO  du  sommet  de  la  parabole,  double  des  distances  BF  et  BA  de 
ce  sommet  au  foyer  et  à la  directrice,  c’est-à-dire  précisément  égale  au 
paramètre,  lequel  représente  ainsi  le  rayon  de  courbure  de  la  parabole 
en  ce  même  sommet. 

On  peut  affranchir  le  tracé  de  la  développée  dont  il  s’agit  et  la  Béter- 
mination  du  centre  de  courbure  C sur  la  normale  quelconque  MC  de  la 
parabole,  de  toute  considération  relative  à la  directrice  AR,  eh  remar- 
quant que,  si  l’on  élève  au  foyer  F de  cette  courbe,  sur  le  rayon  vec- 
teur FM  du  point  donné  M,  une  perpendiculaire  FK,  elle  rencontrera  la 
normale  correspondante  en  un  point  K tel,  que  le  triangle  rectangle  MFK 
sera  superposable  au  triangle  MPR  à cause  de  ■ 

' MF  = MP  et  angle  FMK  = angle  PMR; 
on  aura  donc  l’hypoténuse 

' MK  = MR  = - MC, 
a 

et  par  conséquent,  si  l’on  prolonge  le  rayon  vecteur  FM  d’une  quan- 
tité FG  égale  à sa  propre  longueur,  puis  qu’on  lui  élève  en  G la  perpen- 
diculaire GC,  elle  ira  rencontrer  la  normale  MC  au  centre  de  courbure  C 
de  la  courbe,  résultat  auquel  d’ailleurs  on  arrive  directement  en  obser- 
vant que,  d’après  les  propriétés. ci-dessus  relatives  au  foyer  et  aux  tan- 
gentes do  la  parabole,  l’angle  MFM'  sous  lequel  on  voit  de  F l'élément  MM' 
de  la  courbe,  est  précisément  le  double  de  Fangle  de  contingence  ou  de 
l’angle  MCM'  formé  par  les  normales  aux  extrémités  de  cet  élément;  de 
sorte  que,  si  l’on  porte  le  rayon  vecteur  FM'  sensiblement  égal  au  rayon 
FM,  do  F en  G sur  le  prolongement  de  celui-ci;  que  l’on  achève  le  trian- 
gle isocèle  GFM'  en  traçant  GM',  l’angle  MGM'  de  ce  triangle  sera  préci- 
sément égal  à l’angle  MCM',  et  le  quadrilatère  GMM'C,  inscriptible  à un 
cercle  langent  suivant  M.M'  à la  parabole,  et  dont  par  conséquent  MC 
sera  un  diamètre,  GC  une  corde  perpendiculaire  à MG,  etc. 

Ces  considérations  conduisent  à une  autre  conséquence  non  moins  re- 
marquable. En  effet,  nous  avons  vu  que,  dans  la  parabole,  la  distance  FN 
du  foyer  au  pied  N de  la  normale  MC,  sur  l’axe  AX  de  la  courbe,  était 
égale  au  rayon  vecteur  correspondant  FM  ; on  a donc,  par  construction, 

, FG-FM=rFN, 
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et  par  conséquent  le  trian};le  GMN  inscriplible  à une  demi-circonférence 
dont  F est  le  centre,  est  rectangle  en  N,  ce  qui  indique  que,  pour  obtenir 
le  centre  de  courbure  relatif  au  point  <pielroniiue  M de  la  parabole,  il 
suffit  d’élever  du  pied  N de  Ut  normale  MC  relatif  à l’axe  AX  de  Ut 
courbe,  la  perpendiculaire  NG  à cette  normale,  puis,  du  fmint  de  ren- 
contre G de  celle-ci  avec  le  piolongemcnt  du  rayon  vecteur  correspondant 
MF,  la  nouvelle  perpendiculaire  GC  à la  direction  de  ce  rayon,  laquelle 
viendra  rencontrer  la  mirinale  au  rentre  de  courbure  demandé" ['), 

Cette  construction  serait  applicable  identiquement  aux  deux  autres 
sections  coniques,  relli|>sc  et  l'hyperbole,  pourvu  qu’on  prit  pour  l’axe 
de  symétrie  AX,  le  grand  axe,  celui  qui  contient  les  deux  foyers  réels 
de  ces  courbes;  mais  Je  n’enlaroerai  pas  ici  la  démonstration  de  ce  théo- 
rème, et  si  j'ai  autant  insisté  sur  la  paralwle,  c'est,  je  le  répète,  |)arce 
que  ses  propriétés  sont  très-utiles  pour  la  démonstration  générale  do 
certaines  lois  du  mouvement. 

U. 

KECIIERCHES  ANALYTIQUES  RELATIVES  AU  SY.STËME  DES  DIAMÈTRES  CONJU- 
GUES PARALLÈLES  DE  DEUX  LIGNES  QUELCONQUES  DU  SECOND  DEGRÉ  SUR 

u.N  PLA.N  {voy.  la  note  au  bas  de  la  page  3o).  {**) 

Représentons,  en  coordonnées  rectangulaires,  |wr 

(i)  ay*-y  ■ibxy-yrx'-y  •idy-\--iex-yf  = o, 

(i)  a'y’-yïb'xy-yr'x’-\-^d'y-yic'x-yf'=  o, 

les  équations  données  de  ces  deux  courbes. 

Soit  i la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  inconnu  que  l’un  des 
diamètres  conjugués  dont  il  s’agit  fait  avec  l’axe  arbitraire  des  abscisses  x, 
on  trouve 

~ courbe, 

—f r, s = — pour  la  deuxieme. 

a'y-ybx-\-d 

Ces  relations  donneraient,  conjointement  avec  l«s  équations  respec- 


(*)  C«tte  solution  a été  indiquée  sans  démonstration,  par  un  autour  anglais 
dont,  jusqu’ici,  il  m'a  été  impossible  de  retrouver  le  nom  et  l’ouvrage. 

(iVoltf  ancienne). 

( Cette  Note  et  les  deux  suivantes  ont  précédé  ou  soivi  de  très-près  mon 
retour  de  Russie  en  i8i4< 
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lives  ci-dessus,  les  coordonnées  et  j des  couples  de  points  de  l’une 
et  l’autre  courbe,  pour  lesquels  les  tangentes  géométriques  sont  paral- 
lèles; donc  ce  sont  les  équations  mêmes  des  diamètres  respertivemenl 
conjugués  à la  direction  des  tangentes  parallèles.'  Pour  que  ces  diamètres 
soient  parallèles  entre  eux,  il  faut,  en  observant  que  leurs  équations  peu- 
vent être  écrites  ainsi 

* 7*  { rr/  — f-  b ) — f—  .r  ( bfi  — f-  c J — 1~  ^ -i-  c ot, 

X[n'  k b')  + x[b'  k t>, 


que  l’un  ait  la  relation  de  condition  très-simple 

éX+c  b'k  + c\ 

<ik-\-b  a k + b" 

d’où  l’on  tire  pour  k la  double  valeur 

a'c  — ne'  / ("'c  — ac'Ÿ  bc' — cb' 

~ i{bn'—nb')  ^ ^ [bn' — nb' f bn'  — nb’' 

valeurs  qui  ne  seront  réelles  qu’autant  que  la  quantité  sous  le  radical  sera 
positive. 

jUin  de  simplifier  la  question,  on  peut  supposer  que  .la  seconde  des 
deux  courbes  données  soit  rapportée  à son  sommet  et  à ses  axes,  et,  de 

plus,  qu’on  ait  divisé  son  équation  par  la  constante  n',  de  sorte  qu’on 

puisse  y faire  «‘  = i,  h'=o,  d'—o,  f'=o.  On  pourra  également,  dans 
l’érjuation  (i),  supposer  «=  i sans  diminuer  la  généralité  de  la  question, 
ce  qui  donne  simplement 


expression  dont  le  radical  sera  réel  toutes  les  fois  que  e'  sera  positif,  et 
démontre  que  toutes  les  fois  que  l’une  des  coniques  proposées  sera  une 
ellipse  ou  une  parabole,  la  solution  du  problème  sera  possible  géométri- 
quement. 

En  effet,  si  l’on  place  l’origine  des  coordonnées  au  sommet  de  cette 
courbe  et  leurs  axes  parallèlement  aux  siens,  l’équation  (i),  en  y suppo- 
sant b' — O,  a'~i,  etc.,  pourra  être  censée  la  représenter.  Or  cette 
courbe  étant  alors  une  ellipse  quand  c'  est  positif,  et  une  //«miiofe  quand 
(■'  est  nul,  on  voit  que  dans  ces  deux  cas  la  valeur  do  k est  réelle;  donc 
le.  problème  pro|>osé  est  résoluble  géométriquement. 

Quaml  les  deux  courbes  seront  des  hyperboles,  r'  sera  nécessairement 
AtSgatif;  pour  qu’il  existe  alors  un  système  de  diamètres  parallèles,  il 
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faudra  que 


4^' 


soit  > — f';  on  peut  conclure  de  là  et  de  ce  que  j’ai 


prouvé  dans  mes  Cahiers  de  Russie  (p.  3o6),  que  quand  deux  hyper- 
boles s’entrecoupent  en  quatre  points,  sommets  d’un  quadrilatère  con- 
vexe, auquel  cas  on  peut  faire  passer  par  ces  quatre  points  une  infinité 
d’ellipses,  les  deux  hy|)erboles  auront  un  système  de  diamètres  conjurés 
parallèles,  et  que  tout  système  do  deux  coniques  passant  par  ces  points 
jouira  de  la  même  propriété. 

Dans  le  cas  où  ces  mêmes  quatre  points  appartiennent  à un  quadrilatère 
non  convexe,  les  hyperboles  ne  peuvent  avoir  de  diamètres  conjugués 
parallèles  ; car,  si  elles  en  avaient,  les  cordes  ou  côtés  conjugués  du  qua- 
drilatère formeraient,  avec  l’un  de  ces  diamètres,  des  angles  dont  les  sinus 
seraient  respectivement  proportionnels,  ce  qui  est  impossible,  comme  on 


va  le  voir.  Donc  la  condition 


(c  — c'I’ 
46' 


> — r'  exprime  réellement  que 


le  quadrilatère  inscrit  simultanément  aux  doux  coniques  est  convexe. 


f V/.v  /Mirliciilicr  on  les  conif/iifs  ilégénrrent  en  des  droites. 

Soient^r,,  y,,  J,,  {/îg-  >5),  quatre  points  situés  arbitrairement  sur 

un  même  plan  ; en  les  joignant  deux  à deux  de  toutes  les  manières  possi- 


Fig.  i5. 
!ï' 


blés,  vous  formerez  le  quadrilatère  simple  avec  ses  deux  diago- 

nales. Soit  proposé  de  trouver  le  système  de  deux  axes  obliques  pour 
lequel  les  équations  des  cotés  opposés  y,y,3:^x^  soient  de  cette  forme 

y = tu:  + b,  y=  — ax  + b\ 

c'est-à-dire  tel  que  ces  côtés  fassent  avec  les  axes  respectifs  des  angles 
dont  les  sinus  soient  proportionnels,  ot  qu’il  en  soit  de  môme  pour  les 
deux  autres  côtés  r,  x,  et  r„  .r  . 

Prolongeons  les  côtés  opposé  x^x^  jusqu’à  leur  rencontre  en  o. 


I 
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prenons  les  droites  ox  et  oy  pour  axes  obliques  primitifs  des  x et  des  y, 
et  O pour  l’origine;  faisons 

ox=x„  ox,-x^,  oy,-y,  et  oy„  = y,-, 

les  équations  des  six  lignes  droites  qui  entrent  dans  la  i5  seront 
évidemment 


pour  ox. 

II 

0 

pour  oy. 

Æ = 0, 

pourr,.r,, 

r=- 

pour/.x., 

■- 

r,  - . 

y.. 

pour  7,  j:,, 

r=- 

— x-l-v 

pour  V,  x„ 

Soient  ox'  et  oy'  les  axes  inconnus,  7,  s les  angles  que  l’axe  des  x'  fait 
avec  les  anciens  axes  ox,  oy,  et  7',  s'  les  angles  pareils  relatifs  à l’axe 
des  y’.  On  a les  formules  suivantes,  qui  serviront  à passer  du  premier 
système  de  coordonnées  au  deuxième, 

_ x'sins+j^'sins'  _ jr'sin  7-l-.r’sin7' _ 

^ sinO  ' X — gjjjO  J . 


0 représentant  l’angle  des  axes  primitifs  ox  et  oy,  on  a évidemment, 

7 = 0 — E et  7'=ô— s'. 

. Substituant  ces  valeurs  de  x et  de  y dans  les  équations  ci-dessus,  elles 
deviendront 


, sm  7 , 
pour  oj^,  y — : — -,x’, 

pour.r,-c,,  y' 


pour  _r„  x„ 
enfin  on  aura. 


pour_ 


iKiur  or,  r = : — r 

* - ’ - sin  j' 


sin7'-i-_y,  sinE'' 

X» 

sin  E + x„  sin  7 

sin7'-4-j;,  sins' 

r, 

sin  E -f-x,,  sin  7 

sin7'-l-jy,  sins' 

X, 

sin  E -1-  X,  sin  7 

siny'+  r,,  sins' 

Les  trois  dernières  équations  s’obtiennent  de  celle  de  (y,  x,),  en  y met- 
tant respectivement,  savoir  : x„  et  y„  à la  place  de  x,  et  y,,  x„  à la  place 
de  X, , ef  enfin  y„  à la  place  de  . 

Maintenant,  par  les  conditions  du  problème,  il  faut  que  dans  les  équa- 
tions de  y,  X,  et  y„  x„  les  coefficients  de  x'  soient  égaux  et  de  signes  con- 
traires, et  pareille  chose  devant  avoir  lieu  pour  les  droites  y,  x„  et  y„  x. 
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il  en  résulte  les  deux  nouvelles  équations 


p-,  sin  £ -t-x,  sin7  ^ 

^ _r„  sin£-)-x„  siny 

y,  sin  £'-l-  X,  sin  7' 

sin  4' -t- x^ sin 7'  ~ ’ 

r,  sin£-|-x„sin7 

>•„  sin  £ -4-  X,  sin  7 

r,  sin  £'-)-. r,  sin  7' 

^ > , sin£'-|-x,  siii7' ~ ’ 

qui  se  déduisent  l’une  de  l'autre,  en  y échangeant  entre  elles  respeclivo- 
ment,  x,  et  x,  en  x„  et  x,. 

Développant  la  première  d’entre  elles  et  opérant  ensuite  cette  permu- 
tation, il  viendra 


Î\v,  sin  £ sin  e'-4-  2x,  X,  sin  7 sin  7' 

+ (-C,  y.+f,  [ *'»  7 sin  i'-t-  sin  £ sin  7']  = o, 

[•  2p',  _r„sin  esin  i'-|-  2x,  x„sin  7Sin  7' 

) -f-  ( X,  7', -f-  X,  _r,  ) [ sin  7 sin  e'  -t-  sin  £ si n 7' ] = O. 


Retranchant  ces  équations  l’une  de  l’autre,  on  obtient,  après  la  suppres- 
sion du  facteur  x,^„-f-/,x,  — x,  r,— ^,x„  qui,  par  hypothèse,  n’est  pas 
nul, 


sin7sins'-|-,sin£sin7'  = o 


ou 


sin  7 
sin  7’ 


$in£ 
sin  4’ 


Donc  les  axes  cherchés  jouissent,  en  même  temps,  de  la  propriété  dont 
il  s’agit,  par  rapport  aux  côtés  opposés  ox  et  oy,  puisque  cette  derniere 
égalité  exprime  que  les  coerTicients  de  x'  dans  les  équations'do  ces  deux 
droites  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  En  supposant 

sin  7 sin  £'-|- sin  £ sin  7' = o 


dans  l’équation  (1),  elle  devient 

y,  S’"  ® ^'+^1  x„sin  7 sin  7'  = o, 

et  l’équation  (2)  donnerait  absolument  le  même  résultat;  on  aura  donc, 
pour  déterminer  7,  7',  etc.,  les  seules  équations 

(3)  r,  V,sin£sin£'-|-x,x„sin7sin7'=  o, 

(4)  sin  7 sin  4'-!- sin  7' sin  £=  o, 

auxquelles  il  faudra  joindre  celles-ci 

(5)  9 = 7 + !,  (6)  9=7'+!'. 

Substituant  dans  l’équation  (3)  la  valeur  do  7'  tirée  do  l’équation  (4), 
il  viendra 

(7)  ■ ,r,  _r„sin’^  — X,  x,sin’7  = o. 
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Posant,  en  outre,  tangy  = t,  tangs  = u,  d’où 


sin‘t  = =1  sin' 7 = ; 

! + ' i + r’ 


tt’  r' 

; — X,  X.  — : ; = O. 


cela  donne 

Or,  en  posant  de  nouveau  tang  0 = w,  ce  qui  donne  également 

, . ,n  ^ liingO  — langy  w — / 

O nv  n I langé  tang  7 i+w/ 


cette  dernière  équation  se  changera  dans  la  suivante. 


(w-0’ 

ou,  en  supprimant  le  facteur  i + t'  qui  no  saurait  être  nul,  et  ordonnant 

[7,  r,  - ( « 4- w’)  ar,  X J - a w/, /.  r + taV,  r.  = « . 

étpiation  de  laquelle  on  tire  finalement 

^ _ '».n.r,±e,.  y/ 1 4-f>"  y/j,  x„  y,/. 

On  voit,  par  cette  valeur  de  t,  qu’il  sera  possible  de  trouver  deux  axes 
obliques  qui  jouissent  de  la  propriété  en  question,  toutes  les  fois  que  le 

Fig.  ifi. 


produit  x,x„j,j„  sera  positif  : le  contraire  aura  lieu  quand  ce  produit 
sera  négatif.  Or  il  est  facile  de  s’assurer  que  cela  arrivera  si  les  quatre 
points  donnés  x,,  [fig.  i5)  correspondent  à un  quadrilatère  non 

convexex,/,^„  x„  [fig.  16),  et  que,  au  contraire,  le  produit  ci-dessus  sera 
positif  quand  ces  mêmes  points  formeront  un  quadrilatère  convexe,  y,  x„ 
J»  étant  d’ailleurs  les  diagonales  de  ce  quadrilatère.  c.  q.  f.  d. 

Nota.  — On  aurait  pu  s’arrêter  à l’équation  (7)  qui  démontre  la  ntéme 
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propriété;  mais  nous  avons  jugé  convenable  de  calculer  explicitement 
l’expression  de  t. 

Reninrr/ucs  dioersex.  — Si  l’on  eût  cherché  la  valeur  de  7'  en  éliminant 
7 des  équations  (3)  et  (4),  on  eût  obtenu  à la  place  de  l'équation  (7), 
celle-ci  ; 

_7',_V,sin«'’  — .r,  x,siii7'’  = o, 

d’où  l’on  aurait  tiré  les  mêmes  valeurs  pour  tang7'  que  pour  tang7;  or 
cela  provient  évidemment  de  ce  que  les  équations  (3)  et  {4)>  (5)  et  (6) 
sont  symétriques.  Donc  la  double  valeur  de  t correspond  bien  à l’un  et 
l’autre  des  axes  ou  diamètres  conjugués  qui  remplissent  les  conditions  du 
problème.  Donc  enfin  il  n’existe  qu’un  seul  système  de  pareils  axes  ou 
diamètres. 

Ainsi,  toutes  les  fois  que  deux  hyperboles  se  pénètrent  en  quatre  points 
f»!  -'■«  appartenant  exclusivement,  comme  sommets,  à des  qua- 
drilatères non  convexes  .r,  _r,,  ces  hyperboles  n’auront  aucun  sys- 
tème de  diamètres  conjugués  parallèles,  et  réciproquement. 

En  particulier,  si  les  intersections  et  se  confondaient,  c’est-à-dire 
si  les  deux  courbes  se  louchaient  suivant  la  direction  de  r,/„  on  aurait, 

Fie  '7- 

S.  ' i 


d’après  les  équations  ci-dessus  etc.,  il  faudrait  que  x,  et  x„  fus- 

sent de  mômes  signes,  c’est-à-dire  que  la  tangente  r,x„<  étant  prolongée 
jusqu’à  sa  rencontre  on  n avec  la  droite  x,  x,  qui  joint  les  deux  autres 
points  d’intersection  x,  et  il  faudrait  que  o ne  se  trouvât  pas  entre  x, 
et  X,. 

Si,  en  outre,  on  avait  x,=  .r„,  c’est-à-dire  si  les  deux  courbes  se  tou- 
chaient en  deux  points  x'  et  r’  ( /fg-.  18),  t devenant 

_ M r,’  ± O)  y'  I -i-  w’r,  X, 

K,’(l -t-«')x,’  ’ 


Digitized  by  Google 


47»  SOUVENIRS, 

sa  valeur  serait  nécessairement  réelle,  et  par  conséquent  deux  semblables 
hyperboles  auraient  nécessairement  aussi  un  système  de  diamètres  con- 


Fig.  i8. 


jugués  parallèles,  dont  les  directions  seraient  données  par  les  formules  pré- 
cédentes, etc.,  etc. 

Autre  manière  de  procéder.  — On  peut  trouver  les  deux  axes  conju- 
gués dont  il  a été  précédemment  question,  d’une  manière  très-simple, 
ainsi  qu’il  suit  : 

Désignons  les  angles  comme  dans  la  fig.  ig,  et  supposons  que  par 
un  point  quelconque  O,  on  ait  mené  des  parallèles  respectives  aux  côtés 

Fig.  19. 


■et  aux  diagonales  du  quadrilatère  donné  ABDC.  Soit  nf  une  trans- 
versale parallèle  à l’axe  cherché  et  qui  les  coupe  aux  points  marqués 
■sur  la  figure,  la  droite  Oj:  passant  par  O et  par  le  milieu  i de  crf,  sera  la 
conjuguée  de  celle  transversale  nu  de  cet  axe,  et  il  faut  évidemment  que 
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ob  =>  ef,  bc  = !k,  etc.  Cela  posé,  désignons  par  a,  b,  c,  etc.,  les  longueurs 
Oa,  Oé,  etc.,  et  observons  que  les  triangles  Oab,  Oc/,  etc.,  de  même 
hauteur  et  de  bases  égales,  sont  équivalents,  on  en  déduira  les  quatre 
équations 

(i)  «isini/  = c/sin.t,  (2)  ccsin;«  = /.'f/sin/, 

(3).  é/'sin  « = rtcsin  «,  (4)  /A’.sin/>  = Acsinr, 

auxquelles  il  convient  d'ajouter  les  deux  suivantes  : 


(A)  6<-sin  (r  4-  m ) = ftcsin  r-f-ccsin  m = r/csin  -i- r/é  sin  r, 

( B ) «/sin  (1/  J-  / +/>  -(-  ,v)  = rté  sin  1/  Zi/'si  n .r)  = f/sin .«  -1-  «2c  sin  (7  4-  < + /^)  • 

Ces  équations  ont  lieu  simultanément,  puisque,  d’après  ce  qui  précède,  la 
droite  ef  est  possible.  Multipliant  d’abord  les  quatre  premières  par  ordre  , 
entre  elles,  on  aura 


(C)  sin //;  sin/r  sin/>sin  7 = sin  r sinvsinrginn  ; 

on  trouvera  de  même,  en  les  multipliant  membre  à membre  et  deux  par 


deux,  à savoir  ; 

(i)  par  (3)  dans  l'ordre  direct, 

(1)  par  (3)  dans  l'ordre  inverse, 
(a)  par  (4)  dans  l’ordre  direct, 

(2)  par  (4)  dans  l’ordre  inverse. 


( 5 ) i’  si  n /J  sin  7 = c’  si  n K sin  .V, 

(6)  a’sin^siii  K =/’8innsinr, 

(7)  c’ sin //J  sin/j  = é’ sin  r sin  r, 

(8)  ^•’sin /«sinr  = fé'sin/^sinr. 


La  première  (C)  des  équations  ci-dessus,  a lieu  |X)ur  tous  les  quadrila- 
tères et  peut  se  démontrer  directement.  En  eflet,  les  quatre  triangles 
BUD,  ÜHC,  CHA  et  AHB  donnent 

sin/i_IlB  sin/j_IID  sin(/_llC  gin  m _ HA 

sin.f  ~ 11D’  sin/~HC’  sinu^HA’  sin/-’~UB’ 

d’où  l’on  tire,  en  multipliant  ces  équations  membre  à membre, 

, sin  />sin/.>sin7sin  m = sin.vsinr  sin  nsin  r. 

Pour  passer  de  la  considération  du  quadrilatère  convexe  ABDC  au  quadri- 
latère non  convexe  ABD'C,  il  faut  changer  les  signes  de  an/?  et  sinr  qui 
ont  changé  de  sens.  La  dernière  de  ces  équations  reste  invariable;  mais 
il  en  est  autrement  des  équations  (5)  et  (6),  (7)  et  (8).  L’équation  (6) 
en  particulier,  donnant  immédiatement  / quand  on  connaît  a,  la  -direc- 
tion rie  nf  sera  connue  ainsi  que  celle  de  Oj-. 
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Si  l’on  voulait  prouver  que  cette  droite  existe  réellement,  la  démons- 
tration précédente  ne  suflirail  pas;  car  les  points  «,  A,  c,  <•/,  ectf  pour- 
raient n’étre  |)a8  sur  une  même  droite  et  remplir  cependant  les  conditions 
(i),  (2),  (3),  (4);  il  faudrait  encore  y joindre  les  systèmes  des  équations 
(A)  et  (B).  Les  équations  (5),  (6),  (7),  (8)  donneraient  /,  e et  <7  en 
fonction  de  a.  A,  c respectivement,  et  substituant  dans  les  équations  (A) 
et  (B),  on  obtiendrait,  entre  les  angles,  une  équation  de  condition  qui 
doit  être  remplie  pour  que  la  droite  «/'soit  possible  géométriquement.' 

t 

III. 

NOTE  HISTDIIIQUE,  CRITIOCE  ET  eillI.OSOI>ItlQLE  A PROPOS  DES  TnÉORÈMES 
SUR  l’inscription  et  la  CIRCONSCRIPTION  SIMl'I.TANÉE  DES  POLYGONES 
AUX  CONIQUES,  ETC. 

Dans  un  remarquable  Mémoire  publié  en  1828,  au  t.  III  du  Journal 
malhémalique  de  Crclle,  p.  SÿG,  M.  Jacobi,  de  Kœnigsberg,  a bien  voulu 
citer  avec  éloge  mon  ouvrage  de  1822,  à propos  des  propriétés  projectives 
des  polygones  dont  il  s’agit;  propriétés  qui  s’y  trouvent  établies,  je  dois 
le  redire,  par  une  voie  en  apparence  exclusivement  géométrique,  quoique 
simple  et  rapide,  et  d’où  ce  grand  géomètre,  qui  n’était  pas  seulement 
algébriste  comme  tant  d’autres,  a déduit  une  élégante  construction  pour 
l’addition  et  la  multiplication  des  intégrales  elliptiques  de  première  es- 
pèce. Cette  construction  a reçu,  de  M.  Legendre,  de  justes  éloges  qui  n’ont 
pas  peu  contribué  à établir  la  réputation  de  son  jeune  auteur;  mais,  en 
l’exposant  à sa  manière  dans  le  Supplément  au  t.  III  de  la  Théorie  des 
fonctions  elli/jtû/iies,  l'illustre  et  vénérable  fondateur  de  cette  nouvelle 
branche  du  calcul  intégral,  soucieux,  avant  tout,  des  progrès  de  la  science 
qu*n  cultivait  avec  une  prédilection  toute  particulière,  ne  jugea  pas  à 
propos  de  mentionner  la  faible  part  de  mérite  qui  pouvait  revenir  aux 
théories  géométriques  du  Traité  des  Propriétés  projectiecs  des  figurés, 
ce  qu’avait  fait  si  loyalement,  dans  le  Mémoire  précité,  M.  Jacobi,  qui 
ignorait  d’ailleurs  l’origine  analytique  de  ces  mômes  théories  exposées 
dans  le  VI'  Cahier  de  ce  volume.  Or,  si  d’autres  savants  moins  autorisés, 
ont  imité  le  silence  de  M.  Legendre,  ils  n’auraient  pas  dù  dédaigner  au- 
tant qu’ils  l’ont  fait,  les  précieuses  ressources,  l’utile  enseignement  dont, 
à dater  de  1822  et  même  de  1817,  ont  été  pour  eux  les  spéculations  de 
la  géométrie  pure. 

En  examinant  d’un  peu  près  et  d’un  oeil  non  prévenu  la  cause  de  cet 
apparent  dédain,  de  cet  oubli  plus  ou  moins  volontaire,  on  reconnaît 
sans  peine,  qu’elle  provient  originairement  de  la  façon  obscure  et  dé- 
tournée dont  Jacobi,  dans  le  Mémoire  précité,  a prétendu  faire  dériver  à 
postériori,  de  la  théorie  purement  algébrique  des  fonctions  elliptiques, 
les  théorèmes  relatifs  aux  polygones  simultanément  inscrits  et  circonscrits 


NOTES  ET  ADDITIONS.  ,(8i 

iiii  syslénip  dp  circ.onforftu'i's  di>  cercU'S  IriiciSi  sur  im  |ilati  d’a|trte  des 
ronditions  données;  car  il  seinblidt  en  résulter  i|ue  rinler\'enlion  des  lu- 
mièrec  tie  eetle  géoinélrio,  nommée  si  mal  à propos,  grnmrtrie 
tnirc,  mériluil  assez  peu  l’attention  des  matliématiciens  (jui  s'intitulent 
par  exrcllence  gêonwtrrs  ; mathématiciens  que  le  Rév.  (îcorftos  Salmon 
U mieux  caractérisés,  ce  me  semble,  par  l'éfiithéte  de  l'èomèircs  tilf’é- 
bristcs  dans  son  récent  ouvrage  intitulé  ; /j-woiis  i/UriKliirlury  lo  thr 
nuMlcrn  highcr  alj^vbrn. 

D'autre  part,  au  lieu  d'aborder  directement  et  franchement  le  cas  gé- 
néral, si  simple,  do  la  question  qui  nous  occupe,  l'auteur  du  Mémoire  in- 
séré au  t.  ill  du  Journal  de  lUatbénialir/iirs  de  Crrl/e  (p.  3"ü  à 385)  se 
préoccupa  d’abord  c.\clusivement,  d’un  problème  de  géoraétiie,  soi-disant 
encore  élémentaire,  qui,  déjà  anciennement  et  après  Euler,  avait  attiré  l'at- 
tention de  Nicolas  Fuss,  le  célèbre  secrétaire  perpétuel  de  l’Académie 
des  Sciences  de  Saint-l*élersbourg.  (2e  problème  concerne  la  relation  al- 
gébrique »pii  lie  entre,  eux  les  rayons  et  la  distance  des  centres  de  deux 
circonférences  de  cercle  données,  l’une  inscrite,  l’autre  circonscrite  à un 
|)olygono  d’un  nombre  (pielconquo  de  côtés,  de  forme  irrégulière  il  est 
vrai,  mais  considéré  dans  des  condilions  do  symétrie  tout  à fait  parti- 
culières |>ar  rapport  à la  ligne  des  centres.  Or  Fuss  avait  vainement  re- 
cherché pour  le  quadrilatère,  la  ndation  algébrique  relative  aux  polygones 
considérés  dans  une  disposition  plus  générale,  et  ne  s’était  même  pas  douté 
(|u’elle  fût  indépendante  des  conditions  restrictives  dont  il  vient  d’étre 
question , ni  de  la  position  attribuée  à l’origine  ou  premier  sommet  du 
polygone;  toutes  choses,  selon  le  très-loyal  Jacobi,  devenues  évidentes 
d’après  les  théories  géométriques  de  mon  ouvrage,  et  qui  sont  prises 
pour  point  d’appui  et  pour  base  de  la  savante  application  que  cet  éminent 
géomètre  fait  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques',  à la  recherche  de  la 
relation  dont  il  s’agit;  relation  variable  dans  son  expression  algidnique, 
avec  le  nombre  des  côtiw  du  polygone,  mais  dont  M.  Steincr,  devenu  de- 
puis notre  ami  commun,  avait,  dans  le  Journal  (te  Crrlle  (t.  Il,  1827, 
p.  289),  énoncé  pour  les  polygones  de  trois,  quatre,  cinq,  six  et  huit 
côtés,  les  liquations  rationnelles,  en  admettant  a priori,  la  possibilité  do 
tels  polygones  et  de  leur  couple  de  cercles. 

D’après  ce  qu’a  bien  voulu  me  faire  savoir  plus  tard  M.  Steincr,  esprit 
original  et  inventif,  s'il  en  fut,  dans  le  domaine  de  la  géométrie  pure,  et 
dont  011  connaît  l’immense  collection  de  théorèmes,  de  problèmes,  de 
corollaires,  il  est  vrai  sans  lien  apparent  et  dont  malheureusement  il 
a trop  souvent  laissé  à d’habiles  disciples  le  soin  de  prouver  la  réalité  ou 
la  non-existence , ce  serait  par  ses  encouragements  propres,  ses  nvi.s  éclai- 
rés que  Jacobi,  ayant  pris  connaissance  du  TraU(-  des  Propriétéx  /irojer- 
tiees,  aurait  été  conduit  à appliquer  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  à la 
démonstration  des  théorèmes  (p.  322  et  suiv.  do  cet  ouvrage)  sur  les  poly- 
gones simultanément  inscrits  et  circonscrits  à plusieurs  cercles.  Or,  je  tiens 
I.  3i 
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parliculiéremeni  à faire  remarquer  que  cette  application , si  elle  conduit 
i\  la  construction  géométrique  de  la  somme  des  fonctions  dont  il  s’agit, 
ne  peut  que  dilTicilement  servir  à trouver  la  relation  purement  algébrique 
qui,  pour  le  polygone  d’onlre  quelconque,  lie  entre  eux  les  rayons  de  ces 
cercles  et  la  distance  de  leurs  centres  respectifs;  les  fonctions  elliptiques 
n'ayant  qu’une  valeur  de  forme  purement  implicite  ou  algorithmique, 
qui  fait  dépendre,  contrairement  à l’ordre  logique  et  rationnel,  le  simple 
du  composé  ou  du  transcendant.  X cet  égard  donc,  le  problème  envisagé 
dans  ses  conditions  générales,  (pioiqu’il  appartienne,  selon  Jacobi  même, 
à la  géométrie  élémentaire,  reste  tout  entier  à résoudre  pour  les  poly- 
gones d’ordre  supérieur  ou  d’un  rang  indéterminé. 

En  elfet,  M.  Bichelot,  jeune  étudiant  à Kœnigsberg  en  Prusse,  élève  et 
naturellement  continuateur  de  Jacobi,  n’a  fait  qu’étendre  au  système  de 
deux  petits  cercles  de  la  sphère  les  démonstrations  de  ce  professeur,  en 
s’appuyant  également  sur  les  propriétés  connues  des  fonctions  elliptiques, 
qui  lui  permettent  d’établir  pour  ce  cas,  par  des  considérations  plus  ex- 
plicites et  plus  simples,  le  théorème  sur  la  simultanéité  de  l’inscription 
et  de  la  circonscription  des  polygones  sphériques;  conséquence  d’ailleurs 
immédiate  du  théorème  analogue  relatif  à deux  coniques  sur  un  plan, 
d’après  les  doctrines  memes  du  Traité  des  Propriétés  projectives.  Par  des 
transformations  trigonométriques  élégantes,  M.  Richelot  établit  ensuite 
les  relations  qui,  pour  les  petits  cercles  de  la  sphère,  sont  les  corres- 
pondantes de  celles  que  MM.  Steiner,  Fuss  et  Jacobi  avaient  partiellement 
énoncées  ou  démontrées  pour  les  cercles  sur  un  plan  ; relations  dont  les 
plus  simples  encore,  relatives  au  triangle  et  au  quadrdatère  sphériques, 
avaient  aussi  été  indiquées  par  M.  Steiner  dans  le  t.  II  (i8a6)  du  Joiirmd 
mathématirpu'  de  Crclle. 

Ces  relations  algébriques,  d’autant  plus  remarquables  qu’elles  n’offrent 
entre  elles  aucun  lien  de  continuité  apparent,  laissent  en  dehors  le  cas 
de  V heptagone,  et  ne  dépassent  pas  le  polygone  de  huit  côtés;  mais  il  est 
juste  d’ajouter  que  M.’'  Richelot,  en  s'appuyant  sur  un  primitif  et  célèbre 
théorème  de  Legendre,  pour  la  duplication  des  arcs  elliptiques  (p.  2.5  des 
Exercices),  présente  dès  le  début  de  son  Mémoire  et  relativement  au  cas 
du  plan,  des  formules  algébriques  rationnelles  on  ne  peut  plus  élégantes 
et  symétriques,  pour  passer  d’un  polygone  de  n côtés  à un  polygone  d’un 
nombre  de  côtés  double  2/1;  ce  qui  lui  permet  d’arriver  directement  à la 
relation  algébrique,  aussi  rationnelle,  qui  lie  entre  eux  les  rayons  et  la 
distance  des  centres  de  deux  cercles,  l’un  inscrit,  l’autre  circonscrit  à un 
polygone  de  seize  côtés,  en  laissant  toujours  en  dehors  ceux  de  sept,  de 
neuf  et  de  quatorze  côtés. 

Quel  que  soit  le  mérite  d’un  pareil  rapprochement  et  quoiqu’on  sache 
par  les  plus  anciens  travaux  d’Euler,  de  Legendre,  de  Jacobi  et  d’Abel 
que  les  intégrales  nommées  elliptiques  ont  entre  elles  des  relations  pu- 
rement algébriques  ou  géométriques,  il  ii’en  parait  pas  moins  peu  naturel 
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fit  encore  moins  philosophique,  de  tirer  direclemenl  tie  la  connaissance  de 
ces  travaux,  bien  qu'ils  soient  devenus  dans  ces  derniers  temps  ramiliers 
à beaucoup  de  lecteurs,  la  démon.stration,  à poslériori,  de  tliûurémes  gé- 
néraux aussi  simples  de  la  géométrie. 

Sous  ce  rap|K)i't,  on  doit  savoir  beaucoup  de  gré  à M.  Mention  d'avoir 
abordé  directement  et  géométriquement,  la  question  dans  l'un  des  linUc- 
tins  de  l’JriuJéiiiie  iiiiiH-ritile  îles  Srit'nee.y  ((<•  Striiit-Pélersimiiri’  (t.  I, 
1859,  p.  i5,  33  et  5t>7),  sous  le  titre  modeste  lYE^stiis  sur  le  pniUèiiie 
rte  N.  Fuss,  quoique  .ses  recherches,  fort  remarquables  d’ailleurs  et  qui 
concernent  la  relation  algébrique  relative  à deux  cercles  mentionnée  ci- 
dessus,  n'aienl  point  complètement  abouti  pour  le  cas  général,  et  se  soient 
arretées,  du  moins  explicitement,  aux  |H)lygones  de  neuf,  dix  et  onze 
côtés;  car  si  ce»  recherches  ont  mis  en  évidence  l'échelle  de  relation  qui 
lie  entre  eux  les  polygones  d«  «,  n~\  et  //  — a côU-s,  par  une  dotible 
t'xluation,  cependant  M.M.  .Mention  et  Tchébyehef  ont  vainement  tenté  de 
la  résoudre  par  les  procéilés  de  l'analyse  algébriipie. 

C'est  d'ailleurs  une  question  de  savoir  si  le  problème,  si  mal  résolu  par 
Fuss  en  1 79a,  l'a  été  mieux  depuis  par  d'autres,  notamment  en  .Angleterre 
l«ir  M.  tiiyley,  qui,  ignorant  sans  doute  mes  publications  de  1817  et  i8z-z 
citéc's  [dus  haut,  a attribué  gratuitement  à cet  ancien  et  estimable  géo- 
mètre, sons  le  nom  de  /mrisiiie,  le  théorème  de  la  p.  3C4  sur  les  cercles. 
Parmi  les  nombreux  .Mémoires  de  M.  Cayley,  écrits  dans  une  langue  ina- 
thématicpic  pour  moi  doublement  étrangère,  j'entrevois  bien,  en  effet,  de 
belles  méthodes  algébriques  pour  passer  d'un  terme  à un  autre  de  la  série 
des  polygones,  mais  non  |>our  fratichir,  sans  calculs  intermédiaires,  l’in- 
tervalle (lui  sépare  entre  eux  deux  termes  de  rang  quelcuD(|ue.  Ainsi,  par 
exemple,  dans  son  dernier  .Mémoire  résumé,  de  mars  i8(ii,  il  n’arrive  à la 
furmule  de  l’ennéagone,  obtenue  par.M.  Mention  et  ndative  au  cas  simple 
de  deux  cercles,  qu’aprés  avoir  laborieusement  calculé  toutes  celles  qui 
apiKirliennent  aux  polygones  .d’ordre  inférieur. 

.A  cet  égard,  il  me  semble  que  les  é(iuations  et  les  résultats  des  n“*  II, 
III,  IV  et  VI  du  VP  Cahier,  qu'il  eôt  clé  très-facile  do  tirer  des  énoncés 
géométriques  de  la  sect.  IV,  r.hap.  Il  du  Trriité  ries  Prripriétés  jmijer  tm's, 
il  me  semble  que  ces  équations,  ces  résultats,  joints  aux  divers  théorèmes 
sur  l'enveloppe  du  côté  libre  et  des  diagonales  des  iK)lygoni>s  indéfiniment 
inscrits  et  circonscrits  aux  cercles  pu  aux  sections  coniques,  auraient  faci- 
lement conduit  à des  cunsé(|uenees,  relations  ou  purismes  algébriques  ana- 
logues à ceux  (|u'ont  cherché  avec  tant  d(!  persévérance  sinon  de  succès, 
M.M.  Fuss,  Steiner,  Jacobi,  Richelot,  Mention  et  Caiyley. 

Ainsi  |)ar  exemple,  si  l'un  imagine  (pi'un  polygone  de  ■i.ii  côtés  étant 
à la  fois  et  indéfiniment  circonscriplible  au  cercle  (C)  de  rayon  r et 
inscriptible  au  cercle  (C)  de  rayon  II  (p.  'Sxü,  i3G),  on  en  trace  un 
deuxième  d’un  nombre  « de  côtés  joignant  deux  à deux  conséeutivement 
les  sommets  de  rang  pair  du  premier  polvgone,  qui  sera,  pur  conséquent 
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indéfiniiniMil  inscriplible  :m  cercle  (C')  de  rayon  R et  circon3cri|)lible 
à im  troisième  cercle  (G"  ) de  rayon  inconmi  p,  on  aura,  en  nommant  «,  -j. 
les  distances  respectives  des  centres  G'  et  G"  an  rentre  G,  conformémeîii 
aux  résultats  des  p.  3uj  et  343  (é(|ualions  6 et  9), 

, lU[2/-’(lU+«’)-(R'-rt^)']’  4RV’«  * ■ 

f “ ’ *~(R^— Cf')’’ 

pour  calculer  directement  le  rayon  du  nouveau  cercle  (G")  et  la  distance 
de  son  centre  à celui  du  cercle  de  rayon  R,  circonscrit  à la  fois  aux  deux 
iwlygones  d'un  nombre  « et  2 u de  côtés. 

Je  n’essayerai  |>as  de  com|iarer  ces  dernières  formules  très-simples  à 
celles  ([ue  M.  Uiclielot  a lui-mème  tirées  (p.  aSo  à aô-a  du  t.  V de  Grelle) 
du  théorème  de  Legendre,  pour  passer  immé<liatement  de  la  relation  algé- 
brique relative  au  polygone  de  n côtés  ù celle  du  polygone  d’un  nombre 
de  côtés  double  a«;  je  me  bornerai  à faire  observer  que  l’on  arriverait 
à des  résultats  analogues  |)Our  les  polygones  de  3//,  4«,  côtés,  par 

une  réduction  convenable  du  rang  de  ces  polygones  au  moyen  de  diago- 
nales joignant  de  3 en  3,  de  4 en  4,...  leurs  sommets  dans  l’ordre  progressif, 
et  en  s’appuyant  siir  les  propositions  des  p.  336,  35a  et  suiv.  (VLGah.); 
ce  (jui  correspond  à la  multiplication  des  fonctions  elliptiques. 

Quant  aux  polygones  d’un  nombre  premier  n'  de  côtés,  c’est-à-dire 
indécomposable  autrement  que  par  addition  ou  soustraction,  en  allant 
par  exemple,  de  n'  — i à ou  de  n'  à //'-)- 1,  etc.,  il  doit  arriver  à peu 
près  ce  (pii  s’observe  dans  la  théorie  des  nombres  entiers,  où,  tout  en 
découvrant  de  fort  belles  propriétés  des  nombres  premiers  de  celte  es- 
pèce, on  n’a  pas  su  néanmoins,  jusqu’ici,  les  exprimer  par  des  formules 
algébriques  explicites,  limitées  ou  nettement  définies. 

Je  n’ai  point  l'intention  d’insister  davantage  ici  sur  les  rapprochements 
possibles  entre  la  théorie  des  polygones- indéfiniment  inscriptibles  et 
circonscriptibles  au  système  de  deux  cercles  cl  celle  des  fonctions  ellip- 
ti(]ues  do  première  espèce,  dont  mon  savant  confrère  à l’Académie  des 
Sciences,  M.  Ghasles,  dans  son  classique,  synthétique  et  dogmatique  Traiu- 
tic  Gcnmétrie  supérieure,  écrit  à la  manière  dos  anciens  et  publié 
en  i85a  (p.  58o,  chap.  XXXV),  a offert  d’intéicssants  exemples  relatifs 
à l’addition,  à la  multiplication  de  deux  arcs  d'ellipse  dont  il  fonde  la 
démonstration,  à poslériori,  sur  la  considération  du  cas  singulier  d’une 
corde  mobile  à la  fois  inscrite  et  circonscrite  à deux  circonférences  de 
cercle  sur  un  plan.  Mais,  sans  prétendre  insister  dans  celle  rapide  Note, 
je  crois  pourtant  devoir  ajouter  quelques  mots  historiques  touchant  la 
liaison  intime  qui  existe  entre  les  propriétés  des  fonctions  elliptiques  et 
celles  des  polygones  mobiles  démontrées  géométriquement  à l’endroit  déjà 
cité  (Sect.  IV,  Chap.  Il)  de  mon  Truité  de  i8aa,  sur  les  Propriétés  pro- 
jectives tirs  /igtires. 
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IVndaiil  1 un  des  trop  coiirls  siÿoiirs  de  Jacolii  à l’aris.  rn  iHv’.y,  le 
premier  si  je  no  me  Irumpe,  relui  (pu  a sui\i  d'assez  prés  la  puldi- 
oation  du  .Mémoire  sur  \ Aiiplirnt'mu  îles  tniiiscrmlunlrs  rlliptiiinrs  à un 
limblèmc  connu  tic  In  j^comctric  clcincnlnirc,  rp  géomètre,  dont  je  m'ho- 
norerai toujours  d’avoir  possédé  l'eslime  et  l’amitié,  a bien  voulu,  dans 
une  conversation  familière  en  partie  échappée  à mes  souvenirs,  m’initier 
à la  maniéré  simple,  et  toute  naturelle  dont  il  avait  priinili\ement  entrevu 
la  relation  si  intime,  si  remanpiahle,  existant  entre  les  théoiies  algéhri- 
«lues  et  géométricpies  ipii  nous  |>réo<'rupent  ici.  Je  ne  connaissais  alors 
(pie  les  Exercices  de  Legendre  sur  les  intc^rnlcs  cllipliifhcs , dont,  en 
iS'zS,  j’avais  eu  occasion  de  faire  rapplication  à des  recherches  sur  le  frot- 
tement de  lu  visa  lilets  triangulaires,  dans  mon  Ouirs  de  Mécanicpie  à 
rftcole  d’application  do  Metz.  Je  savais  encore  (pi’Aliel  (>l  Jacolii  s'étaient 
(léjà  illustrés  dans  ce  genre  de  spéculations  inauguré  par  Euler  l'I  La 
grange;  ipi’.Miel,  venu  en  i8>r>,  de  C.hrisliania  à l’aris,  ce  rendez-vous  des 
réputations  bien  ou  mal  acipiises,  était  mort  à la  peine,  en  i8a<j,  âgé  de 
vingt-sept  ans,  aprt’s  avoir  vainement  attendu,  pimdanl  un  séjour  de  dix 
mois  en  Erance,  un  acte  d’intérêt  et  de  justice  de  la  |»art  des  Commis- 
•saires  chargés,  par  notre  Académie  des  Sciences,  de  l’examen  de  sou  pre- 
mier Mémoire  sur  une  propriété  jii  ncrnic  tics  jonctions  trunsccnilnntcs  ; 
Mémoire  (|ui  n’a  été  imprimé  ipie  ipiinze  ans  plus  lard,  dans  le  t.  VII  des 
Sncnnts  étrnngcrs  (i8.fi);  c'esi-à-diro  douze  ans  ajirès  la  mort  do  ce 
célèbre  et  infortuné  géomètre,  aiu|uel  la  mémo  Académie  accorda  un 
prix  posthume;  tardive  réjiaration  des  amères  déceptions  ipi’il  avait 
éprouvées  pendant  une  aussi  courte  \ie. 

.M.  Jacobi  donc,  dans  les  entretiens  dont  j'ai  précédemment  [larlé,  repor- 
tant mes  idées  sur  la  théorie  des  polygones  indéfiuimeul  inscriptibles  et 
eirconscriptibles  au  système  des  cercles  et  des  coniques,  m’ajiprit  ipi’au 
début  doses  études  sur  ce  sujet,  il  avait  aussi  imaginé  de  faire  varier  un 
tel  polygone,  d’une  quantité  inlinimi'iit  petite,  de  manière  que  les  arcs  élé- 
menUiires  décrits  res|iectivement  par  les  extrémités  de  l’un  queironipie  de 
ses  côtés,  divisés  par  la  longueur  des  segments  correspondants  formés 
sur  sa  direction,  à partir  du  point  de  contact  avec,  le  cercle  auquel  il  est 
tangent,  représentaient  autant  de  dilTérentieiles  elliptiques  de  la  première 
espece,  et  fournissaient  ainsi,  par  leur  comparaison  relative  à chacun 
des  côtés,  autant  d’équations  distinctes,  les  inèmés  qu'Euler,  Lagrange  et 
Legendre  avaient  primitivement  intégrées  sous  une  forme  rationnelle,  dans 
leurs  admirables  recherches  sur  ht  matière. 

Soient  (C)  et  (c),  Jîg.  20,  les  centres  de  deux  cercles  de  rayons  quel- 
conques H et  r,  situés  sur  un  même  plan  ; rr  = Cc  la  distance  de  cos  centres, 
I’  le  point  où  Ce  prolongé,  coupe  le  cercle  (C);  nommons.?,  en  général, 
l'arc  l’A  du  cercle  (C),  compté  vers  la  droite  à partir  du  point  P pris 
pour  l’origine  dos  arcs;  enliu  o l’angle  au  cumtre,  correspondant  à AP  ; 
de  sorte  que  AB  = U siny  et  BC  — U cosy,  sont  le  sinus  et  le  cosinus  natu- 
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rds  de  AP=R4-.  Soit,  de  plus,  AA'  une  corde  de  (C),  touchant  (c)  on  i, 
dont  l’une  des  extrémités  A est  un  point  quelconque  du  cercle  extérieur, 


Fig.  20. 

O'  A' 


et  l’autre  A'  un  second  point  de  ce  cercle,  auquel  correspond  l'angle  au 
centre  PCA' = y'  ou  l’arc  PAA' = .r' = R relatif  au  mémo  cercle. 

Cela  posé,  admettons  que  la  corde  A.A’  subisse  un  déplacement  infini- 
ment petit  fia'  autour  du  cercle  intérieur  (c)  ou  du  point  de  contact  pri- 
mitif /,  sur  ce  cercle,  de  sorte  que 

Art  = fA  = Rr/y,  A'rt'  = fis'  = Rr/tj.', 

on  aura  évidemment,  par  les  triangles  Xat,  k'a't,  dont  les  angles  oppo- 
sés au  sommet  en  t sont  égaux  entre  eux,  et  en  pçisant  d’ailleurs  les  seg- 
ments Kt  = ô,  K't  = 3', 

fis  <h'  R (/y  Rr/^< 

T ""F 


éijuations  dans  lesquelles  R est  constant,  3 et  3'  sont  des  fonctions  incon- 
nues des  sinus  et  cosinus  de  .v  et  s'  ou  de  f et  y'. 

Par  conséquent  on  aura,  selon  les  notations  du  calcul  intégral, 


ou,  en  divisant  par  R, 


Or  il  est  bon  de  remarquer,  avant  d’aller  plus  loin,  que  la  première  de 
ces  équations,  en  y substituant  aux  éléments  d’arcs  du  et  ds',  leurs  pro- 
duits par  les  sinus  des  angles  qu’ils  forment  de  part  et  d’autre  avec  la  corde 
tangente  à (c),  appartient  tout  aussi  bien  à deux  sections  coniques  quel- 
conques qu’aux  cercles  considérés  en  particulier,  et  que,  de  plus,  elle 
exprime  l’uno  des  propriétés  fondamentales  des  fonctions  elliptiques,  puis- 
que 3 ou  3'  ne  sauraient  être  ici  que  des  expressions  radicales  du  second 
(legré  entre  les  abscisses  et  ordonnées  des  extrémités  A ou  A',  c’est-à-dire 


NOTES  ET  ADDITIONS. 


487 


entre  les  sinus  et  cosinus  mômes  des  arcs  ou  des  angles  qui  leur  appar- 
tiennent respectivement. 

Toutefois  je  ne  saurais  allirmer  que,  lors  de  notre  entrelien  à Paris, 
M.  Jacobi  ait  eu  déjà  en  vue  le  cas  général  de  sections  coniques  quel- 
conques simplement  mentionné  à la  fin  du  Mémoire  précité  de  ce  géo- 
mètre, cas  dont  M.  Moutard  s’est  occupé  dans  l’une  des  .-iilrlitinns  ci- 
après;  mais,  ce  qu’il  y a de  bien  certain  d’après  mes  souvenirs,  c’est  que 
les  considérations  ci-dessus  pouvant  être  immédiatement  étendues  à une 
portion  de  polygone  A.A'A'...,  d’un  nombre  quelconque  de  cordes  ou 
côtés,  à la  fois  inscrits  à la  circonférence  de  (C)  et  circonscrits  à celle  de 
(c),  conduisent  forcément  à des  rapprochements  très-remarquables  entre 
les  théorèmes  de  mon  Traité  rie  i8àï  et  l'adilition  des  fonctions  elliptiques, 
sans  recourir  à aècune  des  transfonnations  analytiques  mises  en  usage 
postérieurement,  jiar  Jacobi  et  Legendre. 

D’une  («rt,  l’intégrale  relative  à chaque  sommet,  est  la  même  pour  les 
deux  côtés  qui  y aboutis.sent;  de  l’autre,  on  a directement  par  la  figure, 
en  prenant  |M)ur  exemple  le  côté  tangent  A.A',  et  observant  que  le  seg- 
ment \t  est  moyen  proportionnel  entre  ceux  qui  sont  formés  par  le  point  A 
sur  la  sécante  diamétrale  du  cercle  (r),  (|ui  aboutit  à l’extrémité  A, 


et,  comme  par  Ie_  triangle  ACc,  dont  le  côté  AC  — K,  le  côté  Cc  = «, 
l’angle  ACc  = o,  d'après  nos  notations  qui  sont  aussi  celles  de  Jacolii,  à 
cela  près  qu’il  no  prend  pour  y ()ue  la  moitié  de  l’angle  ACc  par  un  motif 
qu’on  devinera  ci-après,  on  a aussi 


——7 


et,  par  conséquent. 


\c  — ïRc/cosy, 


= R’  — '2  R «cos  y — r’  = (R  — r’  — 4 Rostn’;-?! 


il  en  nisullc  nécessairement 


/ 


en  posant  comme  module  de  la  fonction  elliptique  représentée  par  l'inlé- 
gride,  la  constante 


=/î; 


by  C^;  n >^le 


488  SOUVENIRS, 

CO  qui  montre,  tout  iiii  moins,  comment  Jacoln  a pu  être  conduit  à 1 ap- 
plicalion  de  la  Ihéorie  des  fondions  elliptiques  aux  diverses  questions 
traitées  dans  son  Mémoire  de  1828.  Or,  ces  mémos  ([uestions  auraient 
été  abordées  plus  franchement,  plus  nettement  encore,  par  les  considé- 
rations tout  à fait  géométriques  et  élémentaires,  que  je  viens  d’exposer, 
c’est-à-dire  sans  recourir  aux  donnét's  de  l’analyse  transcendante  ; mais 
je  me  dispenserai  de  le  montrer  dans  celte  Note,  de  peur  de  m'écarter 
par  trop  du  but  très-simple,  que  je  me  proposais  d’y  remplir. 

Au  surplus,  c’est  sur  des  considérations  à peu  près  semblables  que  M-  Hi- 
chelol,  élève  deJacobi,  s’appuie  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  et  que  Jacobi 
lui-même,  dans  une  lettre  du  C août  i845  {Crdlc,  l.  XXXll,  p.  176],  adres- 
sée à notre  honorable  confrère  M.  Ilermile,  fonde  l’application  de  la 
méthode  géométrique  ci-dessus,  à la  démonstration  du  théorème  de  Landeii 
et  de  queiipies-uns  de  ceux  qu’Abel  avait  trouvés  jiour  la  Iransfurmalion, 
l’addition  des  intégrales  ellipliipies  ou  abclk-nncx, 

Qu’il  me  sulliso  de  faire  remarquer,  en  terminant,  que,  au  lieu  de  re- 
courir à la  considération  du  triangle  ACr  pour  obtenir  l’expression  radi- 
cale de  5,.  on  aurait  pu  faire  usage  du  triangle  rectangle  même  ABC, 
déterminé  par  l’ordonnée  AB  ou  sinus  de  l’arc  AP=r,  considérée  comme 
sécante  indélinio  du  cercle  (c),  en  rattachant,  au  besoin,  l’expression  algé- 
brique des  segments  do  tangente  A/,  A'/  aux  sécantes  communes  à ce  cercle 
cl  à (C).  Cela  suggère  aussi  naturellement  l’idée  d’étendre  celte  consi- 
ilératiun  au  cas  des  sections  coniques  quelconques,  et  même  aux  courlres 
géoniélriipies  planes  en  général,  en  essayant  d’exprimer  les  éléments  du 
polygone  inscrit  à l’une  et  circonscrit  à l’autre,  par  les  relations,  les  théo- 
rèmes connus  ipii  les  lient  à l ensemble  ou  faisceau  de  lignes  ayant  Ire 
mêmes  intersections  communes. 

Ces  théorèmes,  ces  rehilions  géométriques  d’une  simplicité  et  d’une 
élégance  remanpiables,  se  rattachent,  comme  on  sait,  à la  théorie  algé- 
brique des  constantes  numériipies  arb’draires,  par  lesquelles  multipliant  les 
équations  do  deux  courbes  ou  surfaces  de  même  degré  et  les  ajoutant  par 
ordre,  on  obtient  l’éipiation  d’une  nouvelle  courbe  ou  surface  de  ce  degré, 
représentant  le  faisceau  do  toutes  celles  qui  renfermeiu  les  intersections 
communes  au  système  des  deux  liremièros.  (æ  serait  bien  à tort  d’ailleurs, 
que  l’on  confondrailcetle  méthode  avec,  le  procédé  purement  algébriquedes 
multiplicateurs  indéterminés,  employé  par  Bezou.t,  Lagrange  et  d’autres 
anciens  géomètres,  pour  opérer  l’élimination  entre  des  équations  de  de- 
grés quelconques;  élimination  dont  les  résultats  constituent  en  réalité,  le 
but  primitif  et  principal  de  ce  qu’on  nomme  aujourd’hui,  mal  à propos 
si  je  nç  me  trompe,  la  théorie  algébrique  (les  tlrlrrnii/miils. 


■ Digitized  by  G’oogh 
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\j>  (lortrino  tlrt  inu/li/iliciitciir.'i  tirhitrnirrx  tm  lirs  fahce/mr  de  rotiHiex 
ei  de  surfaces  dont  j’ai  |>arlé  fii  terminanl  le  préciHlcnt  arliclc,  celle  doc- 
Ti  Irine,  car  c’en  est  >ine  véritable,  a son  point  de  départ,  je  crois,  dans 
une  heureuse  inspiration  de  M.  Ch.  l)U|)in.  l'un  des  plus  fervents  disci- 
ples de  Monge,  (pii,  dans  un  Mémoire  daté  d'Anvers  i8o.>,  l'applhpie  à la 
recherche  do  l'éipiation  uniipic  d'une  infinité  de  surfaces  du  second  degré 
passant  par  les  intersections  communes  au  système  de  deux  surfaces  par- 
ticulières de  ce  degré  (Xlll'  Cjihicr  du  Jouraal  de  l’iicnle  Pidytcchuiiiue, 
p.  8i).  L’auteur,  il  est  vrai,  n'a  point  indùpié  l’étendue  ou  la  [wrlée  du 
principe,  mieux  saisie  (>ar  un  autre  illustre  disciple  de  Monge,  M.  G.  Lamé, 
(pii,  sorti  fraîchement  de  l’École  |K)lyl(>chni(pie,  en  a fait  des  applications 
multi[)les  et  élégantes  à la  recherche  de  Vej-/)resshri  imalftii/ue  de  la 
rnniaianatitè  d’intcrscelinn  ries  lieux  "éouictrir/iies,  dans  un  ouvrage  pu- 
blié en  1818  [Examen  ries  dijfêrs’utes  méthodes,  elc.j,  et  rédigé  dans  un 
style  dogmati(|ue,  qui  malheureusenaenl,  ne  laisse  pas  assez,  apercevoir 
l’origine  géométri(]ue  de  la  méthode  et  sa  dilférence  essentielle  avec  les 
(irocédés  ordinaires  de  l’élimination. 

Cet  écrit  original,  dont  M.  I.amé  avait  publié,  dès  décembre  1817,  un 
extrait  dans  les  Annales  Mnlhémati<iues  Ae.  Mont|wllier,  a été  mis  à profil 
sans  citations,  en  1826  cl  les  années  suivantes,  d'abord  par  le  rédacteur 
même  de  ce  Uecueil,  puis  par  S(‘S  habiles  collaborateurs. 

Qu’on  lise  attentivement  le  petit  livre  de  .M.  Uimé,  si  oublié  en  appa- 
rence dans  ces  Annales  comme  aussi  dans  tous  les  Traités  sur  la  matière 
où  domine  la  science  algébrique  dont  l’auteur  a fait  depuis  un  si  bel  usage, 
on  y reconnaîtra  la  trace  patente  des  idées  qui  ont  servi  postérieun'mcnl 
de  base  à l’emploi  de  l’analy.se  pour  la  démonstration  des  théories  nou- 
vcll(!s  de  la  géométrie  pure.  Mais,  ce  qui  paraîtra  bien  dillicilc  à expliqucir, 
c’est  qu’il  se  soit  écoulé  pn'is  de  dix  ans  (1817  à 1826  ou  1827)  avant 
(|ue  MM.  Gergonne,  Bobillier,  Sturm,  l'lucker,  etc.,  aient  songé  à faire 
cette  application  en  apparence  si  naturelle,  si  simple  cl  que,  sans  aucun 
doute,  .M.  Uimé  n’eùl  point  négligée,  dans  ce  long  intervalle,  s’il  avait  été 
> mieux  accueilli,  plus  encouragé  dans  son  goût  inné  pour  les  spéculations 
d’une  science  depuis  si  singulièrement  appréciée,  combattue  même  par  lui, 
dans  ses  savant(?s  Leçons  de  i8.')g,  sur  les  coordonnées  curvilignes  (*). 


(*)  Je  suisneu  surpris  de  la  pn-férciicc  ou  prctminoncc  que  l'auteur  do  cet 
ouvrage  nceorde  (p.  14  cl  i5)  h l’aDotysc  .'it{r(>t>ri(]ue  sur  la  géométrie  pure;  mais 
je  ne  saurais  admettre  sans  protester,  qu’il  dépouille  cette  dernière  science 
{rox.  p.  iSa,  176,  etc.)  do  toute  initiative,  en  dehors  de  son  domaine  propre, 
dans  la  découverte  do  certains  principes,  dans  l’emploi  même  de  certaines  diTi- 
iiilions  ou  notions  fondamentales  de  la  dyiiniuii|UO  des  mouvements  ahsolus  ou 
relatifs,  notamment  dans  l'introduction  en  mécanique  prutii|ue,  des  notions 
(le  travail  irsuUarit  ou  composant,  tVaccrlét ation  totale  oii  résultante,  d'accé- 
lération taagenticlle  elnoimale  ou  centtifuae  ; notions  qui  ont  rép.andii  tant  de 
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D’une  part,  il  fallait  que  la  considération  de  des  inu/girttfifvs, 

du  principe  de  cofitimdté,  envisai^és  géométriquemenl  dans  les  théories 
do  la  projection  centrale  et  de  V homologie  des  figures,  de  la  communauté 
d'intersections  des  systèmes  de  lignes  et  de  surfaces  du  second  degré, 
confocales  ou  non;  dans  la  théorie  des  jHdrgones  mobiles  suivant  certaines 


jour,  de  simplicité,  sur  les  théories  et  les  npplicaliuns  de  la  science  aux  machines 
et  à la  ciuëmatiqiie,  sur  la  notion  usuelle  mémo,  des  forces  vives  et  d’inertie. 
Toutes  ces  dénominations  qu’on  ne  s’attendrait  guère  d’ailleurs  6 rencontrer 
dans  un  livre  consacre  aux  coordonnées  curvitignes,  ne  peuvent  être  considérées, 
ce  me  semble,  comme  étrangères  aux  utiles  et  saines  doctrines  de  la  géométrie 
rationnelle,  pas  plus  que  ne  l’acté  la  découverte  par  Kepler,  Galilée,  etc.,  des  lois 
constitutives  du  mouvement  et  des  forces  naturelles;  découverte  dont  on  est  au- 
jourd’hui trop  enclin  a faire  bon  marché.  Mais  je  m'arrête  ici»  car  il  convien- 
drait peu  d’entrer,  avec  l’auteur,  dans  des  détails  et  des  explications  qui  m’éloi- 
gneraient du  but  que  j'ai  cherché  à atteindre  dans  ces  Notes. 

Que  les  doctrines  géométriques  relatives  à la  continuité^  à la  théorie  des 
projections  centrales,  à celles  des  polairet  réciproques,  des  moyennes  harmo- 
niques, etc.,  inspirent  peu  d’iiitérôt  aux  admirateurs  passionnés  des  méthodes 
.algébriques,  cola  se  conçoit  de  reste;  mais  qu’en  faisant  un  éloge  mérité  de  1a 
transformation  par  rajons  vecteurs  réciproques,  M.  Lomé  qui  l’emploie  en  lui  attri- 
buant (p.  2/|S)  dans  les  applications,  beaucoup  plus  de  portée  et  de  puissance 
qu’elle  n’en  comporte  réellement,  semble  ignorer  l’origine  tout  à fait  géométri- 
que, de  celle  très-ancienne  méthode  anamorphique,  réalisée  pour  le  plan  par  le 
miroir  en  cône  des  cabinets  de  physique,  voilà  ce  qui  ne  se  conçoit  guère,  lin 
elTol,  l’intime  liaison  de  celte  méthode  avec  îe.s  admirables  propriétés  de  \n  pro- 
portion harmonique  (^medietas  harmonica  do  divin  Platon,  comme  le  dit  Pappus), 
ou  avec  la  théorie  des  pôles  cl  polaires  réciproques,  considérée  spécialement 
pour  le  cercle  et  la  sphère,  mais  qu’au  point  de  vue  géométrique,  il  est  facile 
d'étendre  au  cas  général  des  courbes  cl  des  surfaces  du  second  degré  {Traité  des 
Vropriélés  projectives),  celle  liaison  si  remarquable,  disons-nous,  est  parfaite- 
ment manifeste.  De  plus,  elle  explique  à priori  les  belles  propriétés  analytiques 
ou  géométriques  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  d abord 
signalée  par  MM.  Stubbs  et  William  'rhomson,  puis  étendue  et  notablement 
développée  dans  ses  coiisc(|ucnces,  par  M.  Liouville  {Journal  de  Mathématiques, 
t.  X,  XI  et  XII,  1845  à i8/|7),  qui,  en  donnant  à cette  même  transformation  le 
nom  qu’elle  porte  actuellement,  en  a fait  aussi  l’objet  de  très-remarquables 
rédexions  ou  applications. 

Ces  applications,  dont  on  a depuis  considérablement  étendu  ertcore  le  cercle, 
démontrent  toute  la  fécondité  do  la  méthode,  qui  par  son  heureuse  simplicité 
même,  offre  les  avantages  inhérents,  en  général,  aux  meilleurs  procédés  de 
transformation  (et  non,  com»nc  cela  s’est  dit  quelquefois  improprement,  prin- 
cipes de  déformation).  La  recherche,  la  découverte  de  ces  procédés,  dans  l’ana- 
lyse algébrique  comme  dans  la  géométrie  pure,  ne  doivent  pas  être  attribuées 
au  simple  hasard,  puisqu’ils  supposent  une  prévision  intuitive  et  un  choix  mo- 
tivé parmi  la  niullitudc  des  transformations  arbitraires  qu’il  est  possible  de  faire 
subir  en  général,  aux  relations,  aux  formes  algébriques  ou  geumétriques. 
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{itis,  inscrils  cl  circonscrits  à d’autres  jiolygones,  à des  conii|ues,  à des 
courbes  géométriques  d’ordre  (lueiconque  ; dans  celle  des  /x>Mrv.i  réd- 
limijucs  et  du  princi/ye  rie  rcriprncité  géométrique  qui  en  découle,  abusi- 
vement déguisé  sous  le  nom  ambitieux  de  dunlité-,  dans  celle  encore  des 
centrrs  de  morrnnes  /uinnnnirpiex,  etc.;  il  lallait,  dis-je,  que  ces  divers 
|K)inls  de  doctrine  fussent,  au  préalable,  établis,  rigoureusement  démon- 
trés comme  ils  l’ont  été  par  moi,  à partir  de  1817,  dans  des  .Mémoires 
in.sérés  aux  Anrude.i  de  Mntliématiipies  déjà  citées,  ou  pri'îsentés,  en  i8-m> 
et  i8a4,  à l'.Académio  des  Sciences  de  l’Instjtut  do  France,  etc. 

D’autre  part,  il  fallait  encore  que  ces  mêmes  doctrines,  ces  propositions 
diverses  fus.sent  traduites  et  élucidées  dans  la  langue  familière  aux  ditfé- 
rents  esprits,  aux  aptitudes  diverses  de  ceux  (pii  écrivent  ou  s’exercent  sur 
la  matière  ; en  un  mot  il  fallait  qu'on  se  créât  des  méthodes  d’exposition, 
de  démonstration  en  quelque  sorte  jM-rsonnelles,  fondées  sur  de  nouvelles 
notations,  conventions  ou  dénominations,  sur  de  nouveaux  artifices  même 
de  calcul  algébrique  ou  de  langage  géométrique,  mais  plus  particulière- 
ment sur  des  systèmes  do  coordonnées  linéaires,  distinctes  de  celles  de  Des- 
carles,  cl  qu’on  a vu  apparailre  succe.ssivement,  à partir  de  1827,  dans  les 
Annalex  ci-dessus  indi()uées,  dans  le  Jnunud  de  Crelle  ou  dans  des  ou- 
vrages postérieurs. 

.A  ce  dernier  point  de  vue,  on  doit  partager  t‘n  deux  classes,  souvent 
étrangères  par  le  langage  et  dès  lors  rivales,  hostiles  l’une  à l’autre,  les  sa- 
vants qui  s'y  sont  livrés  avec  le  plus  d’ardeur  et  de  succès,  soit  en  imagi- 
nant de  nouveaux  principes  généraux  de  démonstration,  soit  en  ayant  di- 
rectement recours  à de  nouveaux  mvKh's  de  transformation  des  figures, 
mais  conduisant  en  définitive,  il  faut  bien  le  remarquer,  aux  résultats 
déjà  fournis  par  ceux  que  je  viens  d’énumérer. 

Dans  la  première  classe,  qui  se  rattache  plus  spécialement  à la  géométrie 
pure,  se  placent  à un  rang  très-élevé,  M.  Chasles  en  France,  .M.  Steiner 
en  Allemagne;  tous  deux  célèbres,  à justi's  titres,  non  pas  seulement  par 
la  multiplicité  des  théorèmes  qu’ils  ont  découverts  ou  développés  dans 
leurs  consé()uenccs  diverses,  mais  aussi  par  la  marche,  en  (quelque  sorte 
exclusivement  géométrique,  qu’ils  ont  suivie  dans  leurs  ouvrages  didacti- 
ques : l’un,  en  .Allemagne  (i832),  dans  un  livre  dédié  à l’illustre  Alexandre 
deilumboldt{*),  et  dont  malheureusement  la  l™l’ariie  seule  a paru;  l'autre 


{*)  Développrmrni  strmaliqua  de’  ta  dépendance  des  formes  f^comètruiucs\ 
otivra^^e  écrit  en  allcrmind,  où»  en  conservant  reli^^ieusemcnt  les  noms  français, 
des  théories  et  des  méthodes  nouvelles  de  la  géométrie,  on  hésite»  on  craint  de- 
se  prononcer  sur  les  droits  respectifs  des  vrais  auteurs,  injustement  attribués  à 
d'autres;  ce  qui  explique,  en  partie,  sans  les  justiüer  explicitement  ni  complè- 
tement, les  graves  reproches  que  M.  Plucker  a adressés,  vers  lo  même  époque, 
h M.  Steiner.  {Vax-  plus  particulièrement  le  Journal  dcCrellcj  t.  I,  p.  qG  et  ibi; 
t.  III,  p, 
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on  Fnince  (1837),  tians  son  Apcrt^'u  Z/M/or/V////* * ,,  etc.  (*).  Rédigés  en  vue 
d’initier  les  élèves  aux  nouvelle^s  doctrines,  ces  ouvrages,  à mon  sens, 
ne  laissi'nt  pas  aswv.  apercevoir  les  sources  originales  où  ont  été  puisés 
les  principaux  éléments  des  démonstrations,  des  points  de  Ihéopie  (|ui  y 
entrent  et  olTrcnl  entre  eux,  il  faut  bien  le  dire,  une  concordance  qu'ex- 
plique, à la  rigueur,  la  similitude  même  du  but. 

Dans  Fouvrage  allemand  de  i83a,  en  eilet,  M.  Steiner  fonde  tout  son 
enseignement  sur  la  considération  des  systèmes  simples  ou  doubles  des 
faisceaux  de  droites  qu’il  nomme  .////.vm/nx  projectifs,  parce  que  le  point 
de  départ  s’en  trouve  dans  l’emploi  du  rapport  composé  entre  les  segments 
formés  par  chacun  de  ces  faisceaux  sur  une  transversale  arbitraire,  on 
entre  les  sinus  mômes  des  angles  formés  autour  du  point  de  convergence 
des  droites  de  chaque  faisceau;  ces  rHp{K>rts  étant  tous  deux  suscep- 
tibles d’élre  projetés  perspectivement,  sans  subir  aucune  alUiration,  sur 
un  autre  plan  également  arbitraire,  et  môme  sur  une  surface  sphérique 
ayant  pour  centre  le  sommet  commun  de^  faisceaux;  conformément  au 
princIjK)  général  établi  à la  p.  G,  n”  8 et  suiv.  du  Traité  des  Propriétés 


(*)  Ce  savant  et  volumineux  ouvrage,  sur  YOrigine  et  le  Dci^cloppemoni  des 
Méthodes  en  géométrie,  imprimé  sous  format  grand  in-/|®,  de  85i  pages,  est  ex- 
trait des  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Tiruxelles,  laquelle,  apn'% 
en  avoir  provoqué  la  production,  lui  a accordé  ses  encouragements,  tlcvenu, 
en  1839,  Fobjet  d’un  article  do  critique  historique  publié  dans  le  Journol  des 
Savants,  par  un  autre  érudit  géomètre,  ce  grand  ouvrage  se  compose  de  deux 
parties  très-distinctes,  dont  Fune  contient  l'histoire  de  la  Géoméirie  ancienne 
ou  moderne,  et  Faulre  un  Mémoire  fort  étendu  sur  les  Principes  de  dualité  et 
d'homographie,  dont  je  ne  veux  dire  que  peu  de  mots  ici. 

Je  me  contenterai  de  faire  remarquer  que  Fouvrage  en  général,  est  Fini  des 
livres  de  géométrie  qui  m’a  le  plus  coûté  à lire,  à cause  des  appréciations  qu'il 
renferme  et  des  fausses  interprétations  auxquelles  il  a pu  donner  lieu  sur  mes 
propres  et  très-anterjeurs  travaux,  cités,  il  est  vrai,  autant  de  fois  que  ceux  de 
Pascal  et  de  Desargues,  dans  des  passages  que  J’aurais  désirés  moins  nombreux 
et  plus  exacts.  Mnlhciircusemcnt  quelques-unes  de  ces  erreurs,  que  je  ne  puis 
relever  à propos  de  ce  premier  volume  écrit  en  i8i3  cl  181  /|,  se  trouvent  en  partie 
reproduites  dans  le  Traité  de  Géométrie  supérieure  de  M.  Chasles  (i85‘^),  notam- 
ment dans  la  préface  et  le  discours  d'inauguration  du  Cours  de  la  Sorbonne,  où, 
malgré  de  Hatteiirs  éloges,  on  lit  des  appréciations  aussi  étranges  que  celle-ci  : 

• La  théorie  des  transversales  est  le  principal  fondement  du  grand  Traité  des  Pro~ 
»*  priélés  projec  tives  des  ^figures,  etc.  >» 

Je  ne  saisis  pas  davantage  pourquoi  M.  Chasles,  confondant  le  principe  de 
continuité,  tel  que  je  l'ai  défini  dans  mon  Mémoire  de  1830  à FAcadémic  des 
Sciences,  tantôt  avec  la  continuité  infinitésimale  de  Leibnitz,  tantôt  avec  la  cor- 
rélation des  figures  de  Carnot,  préfère  y substituer  ce  qu'il  nomme  vaguement  le 
Principe  des  relations  rontingentes  des  fgurcs»  11  tant  que  M.  Chaçtcs  ne  m'ait  pas 
bien  compris,  surtout  4|uund  on  le  voit  renoncer  complétemenl  dans  son  dor- 
ntfi'  omragc,  à Iniil  (irtncipe  ou  nicüiodo  de  transfornialion,  et  sc  borner  à des 
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pnijrrtii’fi  tii-s  fi^un-s , (|iii  d'ailleurs  à toutes  les  relations  île  la 

théorie  di-s  trans\ersalc“s  et  à une  inlinilé  d'autre.s. 

Dans  les  ouvra;?!»  de  M.  Chasles,  on  part  des  mêmes  faisoeaux,  des 
mêmes  rapi»orls  composés  désignés  sous  le  nom  peu  harmonieux,  bien 
(|u'aujuurd’hui  en  faveur,  de  /w/j/mrtv  iinharmniiuiurs,  (|uand  ils  dilTèrenl 
de  l’imité  abstraite.  L’utilité  de  ces  rapports  pour  démontrer  élémcnlai- 
rement  et  sans  recourir  aux  (irincipesde  projection,  les  |»ropriétés  projec- 
tives des  ligures  ipii  comprennent  celles  di» /«/.vciy/hx  do  coniques  et  do 
surfaces  du  second  degré,  est  en  elle-même  incontestable,  et  avait  déjà 
été  entrevue  [lar  M.  Brianchon,  dans  un  Mémoire  imprimé  en  1817,  mais 
non  entièrement  terminé . au  grand  regret  des  amateurs  do  la  belle  et 
sévère  géométrie  des  anciens. 

Dans  la  seconde  classe  de  mathématiciens  dont  je  prétends  parler,  se 
placent,  nu  premier  rang.  .MM.  (lergonne  et  Bobillier  en  France,  M.M.  Mo- 
biiis  et  Plucker  en  .Vllemagne,  tous  algébristes  distingués,  qui  se  sont 
particuliérement  complus  à appliquer  lu  calcul  à lu  démonstration  et  à la 
recherche  des  propriétés  générales  des  figures  de  géométrie,  mais  dont 
jü  ne  citerai  les  travaux  datant  de  18-27,  ‘|u>‘  ffire  observer  : i”  que 
M.  Bobillier,  esprit  véritablement  original  et  fo<-ond,  à qui  l’on  doit  une 


Jcmonstrationb  syrillK'liqiics  à posteiiori,  luut  on  uinpnintant  nu  calcul  barj- 
crntrô/ur  du  profossciir  allemand  .Mohins,  ctoela  en  vue  de  {'cnéraliser  les  cnon- 
CCS  et  les  rêsuIlntH,  une  rèi^le  einpiri(|iio  toute  conventionnelle  des  si^jnes,  dont 
je  dômuntrerai  dans  le  t.  U de  cet  ouvrage,  sinon  la  fausseté  absolue,  du  moins 
le  désaccord  flagrant  avec  lus  principes  mêmes  de  Talgèbro  et  de  la  continuité, 
tels  que  je  les  ni  toujours  entendus. 

A Pt^ard  dt«  l*rincifj<^s  dr  dualité  rt  d'homo^’aphie,  dont  mon  savant  confrère 
s’interdit  l’usage  dans  son  Traité  de  1802,  je  crois  devoir  rappeler,  désà  présent, 
que  le  premier  est  une  douteuse  émanation  de  la  théorie  des  polaires  réciproques 
.'ippliquc,  dans  VApvrcu  hisioriquct  niùnieh  des  objets  nutiirolsou  d'arts  étrangers 
ù la  pure  géométrie,  et  que  le  second  {Principe  tle  coUinéation  de  Mobius,  etc.  ), 
n’csl  autre  que  Vhomolopie  (projection)  des  ligures  avec  déplacement  du  centre 
et  du  plan  d'homologie;  ce  qui  n'ajoute  rien  d'essentiel  à la  corrélation  linéaire 
{coUinéationt  etc.),  ni  aux  propriétés  de  la  transformation  bomolugique,  k cela 
près  du  déplacement  relatif  mémo  des  deux  figures,  plus  ou  moins  analogue  k 
celui  de  deux  systèmes  égaux  ou  semblables  considérés  dans  des  positions  dis- 
tinctes, et  dont  les  propriétés  communes  soigneusement  étudiées  par  M.  Chasles, 
constituent  run  des  plus  solides  titres  de  l'auteur  k restime  du  monde  savant. 
D'ailleurs,  il  est  bon  d'observer,  à cette  occasion,  que,  dans  ses  derniers  écrits 
(Comptes  rendus  de  TAcadémie,  t.  LU,  18G1),  M.  Chasles  semble  confondre  à tort, 
l’objet  de  cette  géncralisalion  avec  ce  que,  précédemment,  ou  a,  par  une  exten- 
sion permise  des  idées  det'arnotet  d’Ampère,  iiuinnie  puisque  la 

considération  explicite  cl  ici  ossenlielle  du  temps,  n'entre  point  dans  les  con- 
ceptions anciennes  de  ce  géomètre,  et  constitue  un  élément  dont  l’absence 
rompt,  sinon  toute  idée  du  conliiuiile,  du  moins  toute  notion  dynamique  de 
mouvement  : en  un  mot,  c'est  là  une  conception  de  pure  géométrie.  ^ 
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riche  mine  de  théorèmes  et  d’aperçus  ingénieux  sur  lesquels  je  reviendrai 
dans  un  autre  volume,  a imaginé  de  représenter  symboliquement  les  co- 
niques circonscrites  à un  triangle  et  les  surlaces  du  second  degré  circon- 
scrites à un  tétraèdre  quelconque,  par  des  équations  composées  de  sommes 
de  produits  de  fonctions  linéaires  multipliées  respectivement  parde,s  con- 
stantes arbitraires;  2**  que  cette  méthode  est  en  réalité  distincte  du  sys- 
tème do  notations  dont  M.  Mobius  se  sert  dans  son  Calcul  barYcentràfuc 
(1827),  où  elle  est  nommée  Colliaeatio/ts  vernui/alsc/iafi  et  appliquée  aux 
relations  de  la  théorie  des  transversales,  etc.;  3^  entin  que  M.  Plucker 
a ajouté  à cette  méthode  le  système  de  rcprés<uïtalion  algébrique  appelé 
depuis,  triiuwmtr.  (* *),  attendu  qu'elle  a lieu  entre  les  exi»ressions  des^ 
per|>cndiculaires  abaissées  de  cha(|uo  point  d’une  figure  sur  les  cétés  d'un 
triangle  ou  de  trois  droites  fixes. 

Or  c’est  surtout  à l’aide  de  ce  dernier  système  de  coordonnées  et  d’é- 
quations rendues  homogènes  et  symétriques  par  Pintroduclion  d’une  nou- 
velle variable,  joint  à la  méthode  des  multiplicateurs  arbitraires,  telle 
qu'elle  a clé  entendue  et  mise  on  usage  par  MM.  Dupin  et  Lamé,  que 
M.  Plucker  a pu  traduire  en  langage  algébrique  et  justifier  en  quelque 
sorte  à postériori,  les  doctrines  du  Traité  des  Propriétés  pmjevtivcs,  no- 
tamment celle  des  polaires  réciproques,  dont  des  illustrations  mathéma- 


(**)  L'ingénieux  et  fécond  système  de  coordonnées  imagine  p.*ir  M.  Plucker, 
comme  celui  de  Itubillier,  a été  largement  et  utilement  mis  à profit  par  les 
géomètres  algébrisU»  do  notre  époque  : exposé  pour  la  première  fois,  dans  le 
t.  V (i83o)  du  Journal  de  Crelle,  (p.  i)  il  s'y  trouve  accompagné  de  réflexions 
préliiniiiaires  plulosopliiqnes,  qui  méritent  d'autant  plus  d'ètre  remarquées, 
qu'elles  portent  sur  riiisiuire  comparéo  des  méthodes  de  l'analyse  algébrique 
et  de  la  géotnettie  intuitive. 

On  y lit  ( p.  a)  : •'  La  méthode  analytique  et  celle  do  M.  Poncelet  reposent, 
>1  au  fond,  sur  des  idees  (Usez  : méthodes  de  démonstration)  entièrement  dis- 

• tÎTieles  et  s'accordent  néanmoins,  dans  les  résultats,  à tel  point  que  la  première 

• pourrait  vraiment  être  considérée  comme  une  périphrase^  un  plagiai  de  la  sc- 
» conde,  etc.  » 

J’apprécie,  comme  elle  doit  k'èlre,  la  franchise  de  cette  tardive  réflexion  de  la 
part  <^un  savant  qui,  par  prosélytisme,  avait  consenti  à laisser  revêtir  ses  pre- 
miers travaux  (18^7),  de  lu  forme  à douijlc  colunue,  jadis  admise  par  les  parti- 
sans de  la  dualité  i ce  à quoi  un  autre  savant  de  la  trempe  de  M.  Sturiu,  n'a 
point  consenti,  au  risque  de  voir  st's  belles  études  sur  polaires  réctpvoqpes,  etc. ^ 

tronquées  dans  le  Journal  Mallicmatiqiie,  de  Montpellier.  Mais  je  dois  ici  faire 
observer  que  M.  Plucker  exagère  en  employant  les  mots  périphrase  cl  plagiat  ; 
U aurait  pu  dire,  avec  plus  de  justesse,  reproduction^  translation  d'une  langue 
dans  une  autre,  des  mêmes  idées  géométriques.  Oi*,  traduire^  dèniontrei't  com- 
menter même,  ne  donnent  qu'un  droit  relatif  d'auteur  ou  de  possession,  et 
ù cet  égard  j'épruuvc  quoique  peine,  je  l'avoue,  û voir  un  écrivain  aussi  judicieux 
que  le  D**  Saliuon,  trop  souvent  mal  renseigné,  oublier  en  faveur  de  rniiatysc 
algébrique,  les  droits  de  priorité  de  la  géométrie  pure  ou  intuitive. 
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tiques  incrédules,  datant  du  siècle  dernier,  avaieutdit  plaisamment,  dans 
l’une  des  séances  de  l'Institut  (12  avril  189.4  )>  qu’elles  constituaient  une 
géométrie  mmatnuiuey  h ijmilre  ilimtnsitms  : ces  paroles  prises  à la  lettr(“ 
et  dans  leur  mauvais  sens,  par  quelques  auditeurs  qui  aimaient  mieux  cri- 
tiquer, à priori,  que  d’examiner  et  de  comprendre,  ont  pu  contribuer  à 
encourager  d’autres  personnes  mieux  avisées,  à s’approprier  le  fond  même 
de  la  doctrine  en  la  traduisant  dans  un  autre  langage. 


Je  pourrais  terminer  ici  cette  Note  historique  et  critique  en  apparence 
fort  longue,  bien  qu’en  roalitc  beaucoup  trop  courte  pour  ce  qu’il  y au- 
rait à diie,  mais  ce  serait  laisser  échapper  l’à-propos  do  quehpies  ré- 
flexions qui  intéressent  au  plus  haut  point  la  philosophie  des  sciences 
mathématiques. 

En  effet,  si  aux  divers  procédés  algébriques  de  démonstration  des  mo- 
dernes acquisitions  géométriciues  dont  il  vient  d’étro  parlé,  on  réunit 
les  méthodes  d’élimination  abréviatives  et  syndmliques,  fournies  par  la 
théorie  des  déterminants,  grandement  étendue  et  perfectionnée  depuis  le 
commencement  de  notre  siècle,  et  qui  constitue  le  moyen  de  démonstration 
et  d’exposition  spécialement  employé  par  quelques  savants  étrangers,  on 
formera  une  troisième  classe  de  mathématiciens  dans  laquelle  nous  rencon- 
trons les  Otto  Hesse,  les  Sylvester,  lesCayley,  les  Salmon,  les  Brioschi,  etc., 
qui,  trop  peu  soucieux  de  la  simplicité  rigoureuse  et  de  la  clarté  des  an- 
ciens, se  sont  e.xclusivement  livrés  aux  inspirations  abstraites  de  l’analyse 
algébrique,  en  laquelle  ils  témoignent  une  confiance  qui  rappelle  un  peu 
celle  de  feu  Hoëné  Wronski,  le  trop  célébré  disciple  de  Kant,  auteur 
connu  d’un  livre  sur  la  Technie  de  V Algorilhmie.  Orâce  aux  spirituelles 
critiques  de  feu  Servois,  ce  livre  est  aujourd'hui  dédaigné  des  mathéma- 
ticiens rationnalistes  ou  positivistes,  dont  les  doctrines  sont  assez  répan- 
dues parmi  les  savants  et  les  professeurs  les  plus  distingués  de  nos  Écoles; 
mais,  malheureusement  pour  l’enseignement  pratique,  quelques-uns  de 
ces  derniers  se  livrent  à des  exercices  do  calcul  ou  de  raisonnement  épi- 
neux , parfois  sophistiques , aussi  étrangers  au  génie  de  la  langue  géomé- 
trique et  analytique  fondée  par  Descarles,  Pascal,  Monge,  etc.,  que  les 
doctrines  algébrico-syntbétiques  anglaises  ou  allemandes  ci-dessus,  le  sont 
elles-mêmes  è la  patrie  des  Newton  et  des  Maclaurin  ou  à celle  des  Leib- 
nitz, des  Euler,  etc. 

Cela  prouve,  une  fois  de  plus,  qu’ici  encore  comme  en  tant  d’autres 
choses,  il  arrive  presque  toujours,  par  une  pente  naturelle  aux  meilleurs 
esprits,  que  « les  extrêmes  se  touchent,  et  que  le  mieux  est  très-souvent 
l’ennemi  du  bien  » ! sages  proverbes  ou  préce|)tes  que  je  n’oserais  me 
l>erniettro  de  rappeler  si  j’avais  à craindre  de  blesser  l’amour-propre  des 
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luimmililes  savants  iiiio  j’ai  pn;céi,lemmi‘nl  monlionnés,  parce  (pi’ils  m’ont 
paru  un  peu  trop  oublier  ipio  l’algèbre  on  elle-même,  n’est  (pi’un  admi- 
rable outil,  subordonné  comme  lo  raisonnement  géométrique,  à l'inlelli- 
genee  et  au  génie  de  relui  qui  prétend  s’en  servir. 

l’üur  en  revenir  maintenant  aux  théorèmes  relatifs  à l’inscription  et 
circonscription  indéfinies  des  [wlygones  aux  cercles  ou  coniques  sur  un 
plan,  qui  font  le  principal  objet  de  cette  longue  Note,  je  terminerai  par  une 
remarque  sur  l’insulTisance,  au  point  de  vue  do  la  géométrie  ancienne  et 
rigoureuse,  des  démonstrations  récentes  qui  ont  été  données  de  ces  théo- 
rèmes et  du  porisme  ipii  s’y  rattache,  jiar  les  admirateurs  passionnés  de 
la  méthode  des  déterminants;  démonstrations  où  le  néologisme  le  plus 
étrange,  les  nébulosités  do  langage,  la  dissimulation  des  sources  origi- 
nales, et  jusiiu’à  l’altération  des  énoncés  géométriques,  ont  pris  des  pro- 
portionsqui  répugnenfà  tous  les  esprits  sérieux,  même  en  Allemagne  (*); 
pays  où  cejiendant  la  métaphysiiiuc  et  le  néologisme  ne  sont  point,  à 
lieauconp  près,  au.ssi  universellement  repoussés  qu’en  France,  grâce  à la 
timidité  et  A la  logique  naturelles  à notre  langue,  si  pauvre,  prétend-on, 
parce  qu’on  oublie  ipie  les  mots  n’ont  do  valeur  qu’autant  qu’ils  sont 
conqtris  et  adoptés  par  le  grand  nombre. 

(Jue  penser,  en  elTet,  de  ces  rapides  et  séduisantes  démonstrations  des 
théorèmes  sur  les  polygones  dont  il  vient  d’être  parlé,  et  qu’on  rencontre 
dans  quelques  ouvrages  anglais  et  italiens  (**),  où  l'on  saute,  comme  à 
pieds  joints,  par-dessus  les  ditiicullés  do  la  question,  en  admettant  à 
priori,  du  moins  implicitement,  ce  qu’il  s’agirait  de  prouver  analytique- 
ment et  logiquement  ; à savoir  : que  la  courbe  enveloppe  du  côté  libre 
d’un  |H)lygone  mobile,  à la  fois  inscrit  et  circonscrit  à deux  coniques  sur 
un  plan,  dont  par  exemple,  V = o et  U o sont  les  équations,  appartient 
véritablement  au  système  ou  faisceau  des  coniques,  en  nombre  intini,  qui 
contiennent  les  intersections  des  deux  premières;  système  représenté  par 


(*)  Vax.  la  préface  du  consciencieux  ouvrage  du  U'  Kichard  HalUer,  înli- 
tulc:  Thtone  ei  a/iplications  dis  déterminants;  traduit  do  l’allemand  par  M.  Hoüel, 
docteur  CS  sciences  (Paris,  iSCi,  chez  Mallet-lîachelier). 

(’”*)  Celte  remarque  a trait  particulièrement  à celles  de  ces  démonstrations 
dont  le  succès  pourrait  être  excliisivciiicnt  attribué,  par  des  esprits  inattentifs,  à 
la  méthode  des  déterminants^  qui,  par  le  fait,  n'y  entre  que  pour  une  trés~petite 
part,  comme  on  peut  s’en  assurer  en  lisant  un  article  publié  à la  p.  .pii  des 
Nouvelles  Annales  des  Mathématiques,  t.  XVI  (1867)  et  traduit  des  Annales  de 
Tortolini  (mémo  année). 

Le  spirituel  et  très-érudit  rédacteur  dos  Nouvelles  Annales,  dont  j’aurai  à 
entretenir  mes  lecteurs  plus  au  lonQ  dans  le  t.  II  de  cet  ouvrage,  M.  Terquem, 
dans  une  note  des  p.  3i  et  3'i  du  t.  I*^**  de  la  nouvelle  série  (janvier  i8Ga}, 
me  reproche,  ainsi  qu’à  mon  savant  aini  et  confrère  à l’Académie  des  Sciences, 
M.  Liouvillc,  de  repousser  t'al;;orithme  des  déterminants.  C’est  la,  du  moins 
pour  ma  part,  et  sans  doute  aussi  pour  celle  du  célèbre  ri'dacteur  du  Journal 
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Téquation  unique  V — (î  U =0,  d’après  l’insénieuse  idée  de  MM.  Dupin 
et  I.amc.  On  se  sert,  en  outre,  des  syslèm(‘s  d(^  eoordonné(!S  et  d’expres- 
sions symboliques  dérivés  des  notations  de  MM.  Bobillier  et  Plucker, 
comme  d’une  patente  et  e.xclusive  acquisition  des  théories  de  \\-il"i-bre 
mmleriiK,  à en  juger  du  moins  par  le  singulier  mutisme  des  te.xtes  que 
J’ai  pu  consulter,  et  où,  en  fin  de  compte,  je  ii'aperçois  qu’un  emploi  (ilus 
ou  moins  justifié  de  ce  qu’on  nomme  un  iliscrimi riant,  résultat  mnémo- 
nique de  l’élimination  entre  les  dérivées  par  rapport  aux  trois  coordon- 
nées variables  de  l’équation  ci-dessus  V — <îü  — o,  ramenée  préalablement 
à la  forme  homogène  et  symétrique,  lesquelles  dérivées  se  rattachent  à des 
théorèmes  bien  connus  sur  les  pôles  et  polaires  conjugués  d(>s  systèmes 
de  coniques. 

Or  cette  manière  de  raisonner  n’est  pas  seulement  une  erreur  de  fait  et 
un  déni  de  justice,  comme  je  l’ai  établi  plus  haut,  elle  constitue  encore 
par  elle-même,  non  la  solution  réelle  et  directe  du  problème  à résoudre, 
mais  une  sorte  de  synthèse  algébrique,  une  divination  telle,  qu’il  n'est 
guère  (lermis  d’en  admettre  d.ms  cette  branchi^  des  mathématiques  à la- 
quelle dès  lors  on  no  saurait  appliquer  le  nom  A’analyse. 

C’est,  au  surplus,  ce  dont  les  auteurs  de  semblables  démonstrations 
pourraient  s’apercevoir  immédiatement  s’ils  recherchaient,  [air  exemple, 
ù priori,  la  nature  do  la  courbe  enveloppée  par  le  côté  libre,  d’un 
triangle  mobile  qui,  inscrit  à une  conique  donnée,  aurait  sre  premiers 
côtés  tangents  à deux  autres  coniques  quelconques,  également  données 
sur  le  plan  des  proposées.  Ils  s'en  apercevraient  plus  facilement  et  plus 
directement  encore,  en  rétléchis.santau  peu  de  jour  que,  dans  le  cas  très- 
simple  d’abord  considéré,  la  théorie  des  déterminants  jette  sur  la  nature 
des  relations  algébriques,  qui  lient,  en  général,  les  constantes  ou  para- 
mètrcs.de  la  courbe  cherchée  à ceux  des  sections  coniques  données.  C’est 
• enfin  ce  dont  on  a pu  se  convaincre  précédemment  par  les  tentatives  di- 
verses de  géomètres  algébristes  aussi  distingués  que  MM.  Jacobi  et  Cayley; 


de  Mathêmauques  pures  et  appliquét-Sp  un  reproche  peu  incritê.  Car,  je  n'ap- 
prouvo  pas  roniplétement  les  applications  qui  ont  été  faite»,  dans  ces  der- 
nières années,  do  cette  havantc  théorie  aux  questions  de  la  géométrie  pure,  je 
sais  au  contraire,  lrt*s-admiraleur  des  beaux  théorèmes  d’algèbre  synthétique  et 
combinatoire  qui  datetit  des  iruvaux  de  Cramer,  de  Kezout,  de  Vandermonde, 
de  Lagrange,  etc.,  couronnés  par  ceux  de  MM.  Jacobi,  Hcrmitc,  Otto  Hesse,  Bor- 
chardt,  Sylvestcr,  Cayley  et  autres  géomètres  a)gcbri.stes  distingiii^.  Longtemps 
avant  l’apparition  de  ces  derniers  travaux,  comme  on  le  verra  dans  le  second 
volume  de  cet  ouvrage,  je  croyais,  d’après  mes  laborieuses  tentatives  de  iHi3 
et  de  i8i4  en  Russie,  et  celles  de  beaucoup  d’antres,  postcriciiro.s,  le  calcul 
algébrique  peu  susceptible  d’aborder  directcmeiil  et  facilement  les  questions  de 
géométrie  générale , du  genre  de  celles  que  je  cherchais  à faire  prévaloir  dès 
1817,  dans  les  anciennes  Annales  de  MatkématiqueSf  t.  VII.  Or  je  l’avoue,  à quel- 
ques exceptions  près,  mes  convictions  sont  restées  les  mémos  h cet  égard. 
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tentatives  dont  j’ai  assez  entretenu  le  lecteur  dans  la  présente  Note,  pour 

n'étre  plus  obligé  d’y  revenir. 

Sous  ces  divers  rapports  et  plusieurs  autres  qu’il  serait  inutile  d’énu- 
mérer ici,  on  regrettera  que  le  docte  professeur  Salinon,  si  clair,  si 
désireux  d’étre  juste  comme  le  |>rouve  la  dernière  édition  de  son  Tntité 
lies  coniques  (i855),  à laquelle  j’ai  déjà  accordé  des  éloges  (note  de  la 
p.  21-z  du  texte),  on  regrettera,  dis-je,  que  l’honorable  M.  Salmon,  dans  ses 
Leçons  intrmluclivcs  h l’Algèbre  supérieure,  moderne  (i85g),  ait  attribué, 
au  point  de  vue  géométrique,  une  aussi  grande  impoftanceà  la  partie  mo- 
derne de  cette  Algèbre,  précisément  celle  qui,  dans  scs  méthodes  d'in- 
vestigation ou  de  démonstration,  s’étaye  sur  le  singulier,  mais  peu  phi- 
losophique néologisme,  dont  j’ai  déjà  parlé  et  que  je  repousse  quand  bien 
même  ou  le  réduirait  aux  modestes  proportions  que  l’auteur  lui  accorde 
dans  ce  nouvel  ouvrage.  Pour  tout  dire  enfin,  je  ne  saurais  admettre,  avec 
quelques  auteurs  anglais  enthousiastes  (*),  que  le  système  des  coordonnées 
trilinéaires  ou  autres  puisse  remplacer,  en  tout  et  partout,  les  hotations 
de  l’admirable  Géométrie  de  Descartes,  fondée  sur  l’idée  si  simple,  si  puis- 
ante dans  sq  simplicité. même,  de  la'  projection  linéaire  des  points  sur” 
des  droites  fixes  dans  un  plan  ou  dans  l'espace,  bien  moins  encore  anéantir 
le  fruit  de  deux  siècles  d'efforts  persévérants,  tentés  par  les  plus  grands 
génies  mathématiques  de  la  savante  Europe.  ' 


(*)  Vox.  Traité  èlcinentaire  sur  les  coordonnées  trilinéaires,  la  méthode  des 
polaires  réciproques  et  la  théorie  des  projections  ; par  le  Rdv.' Ferrers,  de  l'Cni- 
versilé  de  Combrige.  V 
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ADDITIONS  DIVERSES 
PAR  MM.  MANNHEIM  ET  MOUTARD. 


I. 

Srn  LES  POLYGONES  PLANS  INSGBITS  ET  CIllCONSCBITS  AUX  COURBES 
ET  REAIARUl  ES  CONCERNANT  LE  TRACÉ  DES  TANGENTES; 

Par  M.  .Mannheim. 

• Un  polygone  dont  la  forme  est  susceptible  de  varier  d'un  mouvement 
continu,  peut  remplir  des  eondllions  très-diverses.  Nous  définirons  géo- 
métrfquement  la  loi  de  la  déformation  d’un  tel  polÿgone  en  supposant 
connues  les  différentes  courbes  cpie  touchent  ses  cétés  et  les  trajectoires 
de  ses  sommets.  Nous  supposons  toutes’ ces  courbes  continues  liées  entre 
elles  de  telle  façon,  que  l’une  est  nécessairement  déterminée  lorsipi'on 
connaît  foutes  les  autres. 

Nous  admettons  que  pour  un  mouvement  infiniment  petit  des  côtés  du 
polygone  toutes  les  enveloppes  se  réduisent  à des  points  et  les  trajec- 
toires à des  éléments  rectilignes.  Si  l’un  de  ces  points,  ou  si  la  direction 
de  l’un  de  ces  éléments  est  supposée  inconnue,  le  problème  ayant  [lour 
but  la  détermination  de  ce  point  ou  de  cet  élément  n’admet  qu’une  solu- 
tion. On  est  alors  certain  à l’avance  que  cette  solution  n'exigera  qu’une 
construction  linéaire  ou,  si  l’on  veut,  ne  dépendra  que  d’une  relation  du 
premier  degré. 

Nous  nous  proposons  tout  d'abord  U’étabHr  celte  relation. 

Pour  y arriver,  emprunlonsà  Newton  (*)  la  solution  du  problème  sui- 
vant : 

Recta  (fig^T.x)  PB  circa  datum  polum  P revolvens  secel alias duas  posi- 
lione  datas  rectas  AB  et  AE,  in  B et  E ; quæritur  proporlio  fluxionum 
rectarum  illarum  .AB  et  AE. 

Newton  trouve 

B/r  BPxBA 

■ Ec~EPxEV‘  ^ 

Supposons  les  droites  AK  cLAB  Uinjrentes  en  E et  B à des  courbes  (E), 
(B),  et  PB  Uin^entc  en  P à une  CAiurbe  (P);  Ec,  BA  peuvent  (Mre  consi- 


(*)  Introduction  au  Tmctolns  de  mmdraln)â  cureavani  (Opusculum  II 

p.  206). 

32. 
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dérés  comme  des  arcs  infiniment  petits  de  (E)  etde  (B)  déterminés 
par  deux  positions  infiniment  voisines  de  PB  : le  problème  de  Newton 


Fig.  21. 


conduit  donc  à l’expression  du  rapport  des  arcs  infiniment  petits  déter- 
minés sur  deux  courbes  données  par  une  droite  que  l’on  déplace  infini- 
ment peu. 

La  relation  (i)  s’obtient  très-simplement.  Considérons  le  triangle  ABE 
(yîj".  2i)  et  la  transversalePé;  on  a 

A/i  X PB  X Ee  = Ae  X EPx  Bi, 

d’où 

B6  BPxAi!». 

Ee  ~ EP  X Ae' 

lorsque  Pè  se  confond  avec  PB,  A6  et  Ae  deviennent  alors  AB  et  AE,  et 
l’on  a la  relation  de  Newton 

Bf»^  BPxBA 

E e ~ EP  X EA 

Considérons  actuellement  un  polygone  AA' A"  A'"  22)  dont  les  som- 

mets parcourent  les  courbes  (A),  (A'),  (A"),  (A'"),  et  dont  les  côtés  en- 
veloppent les  courbes  (C),  (C'),  (C"),  (C"’);  menons  par  tous  les  sommets 
les  tangentes  à (A),  (A'),  (A"),  (A'"),  et  désignons  par  ds,  ds\  dt",  ds"\ 
les  arcs  infiniment  petits  déterminés  sur  ces  courbes  par  les  côtés  du  poly- 
gone donné,  après  une  déformation  infiniment  petite  de  celte  figure.  En 
appliquant  la  relation  (i),  on  a 

r/s  ACxAB  rA'  A'C'xA'B'  ds"  A''C”xA"B" 
i/.v'  - A'C  X A'B’  “ A"C'  X A”B'’  tls"'  ~ A'"C"  x A"'B"’ 

ds"’  A”'C'"  X A^B'" 
ds  “ ..\C"’x.\B"'  ’ 
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iDultipliant  membre  à membre  toutes  ces  égalités,  il  vient 

/AC  X A'C'  X A’C’  X .A"C"'\  . . / AB  x A'B'  x A'B"  x A’'B"'\ 

V AC”  X A'“C”  X A C'  X A'C  ) ^ \AB”  x A 'B*  x A”B'  x A'B^  “ ' ' 

Telle  est  la  relation  cherchée. 

On  peut  remarquer  que  les  tangentes  aux  trajectoires  (A),  (A'),  {A"),,., 
des  sommets  du  polygone  donné  forment  un  deuxième  polygone. 


Fig.  ■21. 

B 


Ces  deux  polygones  donnent  lieu  au  théorème  suivant,  qui  est  la  tra- 
duction de  la  relation  [n)  : 

1"  Théorème  gé.néiial.  — Le  produit  des  segments  non  consécutifs 
AB,  A'B',...,  divisé  jmr  le  produit  des  autres  segments  BA',  B'A", ..., 
est  r inverse  du  rapport  analogue  pris  dans  t autre  poly  gone. 

On  doit  avoir  soin  de  parcourir  dans  le  môme  sens  les  jiérimètres  des 
deux  polygones  pour  déterminer  l'ordre  de  tous  ces  segments. 

Les  points  de-  contact  des  côtés  des  deux  polygones  avec  leurs  enve- 
loppes respectives  peuvent  se  trouver  sur  les  côtés  mômes  ou  sur  leurs 
prolongements.  Les  nombres  qui  indiquent  combien  il  y a de  ces  points 
appartenant  à l’une  ou  à l’autre  de  ces  catégories  sont  de  môme  parité 
pour  le  polygone  donné  et  pour  le  polygone  circonscrit. 

On  peutdonnerà  la  relation  (i)  une  forme  très-simple.  Élevons  [Jig.i.\) 
aux  points  E et  B les  perpéndiculaires  EC,  BD  aux  droites  AE,  AB;  ces 
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lignes  coupent  en  C et  D la  perpendiculaire  PC,  élevée  en  P perpendicu- 
lairement à PB.  On  a 

BPxBA  BPxsin.AEB  BP  _ cos.PEC 
EP  X KA  ~ EP  xlinT EBA  cos.PBD  ^ ËP  ’ 

Bé  _ BD 
E<-  “ EC' 

Opérant  avec  cette  relation,  comme  nous  l'avons  fait  avec  la  relation  (i), 
on  trouve  (Jtg-  22) 

(b)  ANx  A'N'xA"N'’xA"’N'"  = AMxA'M'x  A'M"xA"'M”. 

On  peut,  d’après  cela,  énoncer  le  théorème  suivant:- 

IP  T11KOHÈ.UE  GÉNÉRAL.  — Lr  produit  dos  normales  AN,  A'N',  A'^", 
A^N'"  limitées  aux  normales  CN,  C'N',  C"N",  C^N”  rencontrées  successi- 
vement en  parcourant  le  périmètre  du  /mlygone  ilonné  dans  un  sens,  est 
égal  au  pnuluit  analogue  des  normales  AM,  A^M",  A’M",  A'ÎA',  obtenues' 
en  parcourant  le  jiérimétre  du  polygone  donné  en  sens  inverse. 

Ad  moyen  de  la  relation  [b),  on  arrive  très-facilement  à la  construction 
de  la  normale  à la  courbe  décrite  parle  sommet  libre  d’un  polygone  que  * 
l'on  déforme  d’un  mouvement  continu;  on  est  ramené,  pour  résoudre  ce 
problème,  à chercher  une  droite,  issue  du  sommet  libre,  telle,  que  les., 
segments,  comptés  sur  cette  ligne  à partir  de  ce  point  et  limités  à deux 
droites  connues,  soient  dans  un  ra[>port  déterminé.  Une  construction  in- 
verse permet  de  déterminer  le  point  où  l’un  des  côtés  du  polygone  touche 
son  enveloppe.  Enfin,  si  l'on  remarque  que  la  construction  linéaire,  qui 
sert  à déterminer  la  normale  à la  courbe  décrite  par  un  sommet  libre,  nous 
donne  celte  normale  comme  le  côté  d’un  certain  polygone  qui  lui-même 
se  déforme  pendant  le  mouvement  continu  de  la  figure  donnée,  on  peut 
chercher,  toujours  par  des  constructions  linéaires,  le  point  où  celte  nor- 
male touche  son  enveIop|>e,  c’est-à-dire  le  centre  de  courbure  de  la  courbe 
décrite  parle  sommet  libre  du  premier  polygone.  Ce  que  nous  venons  do 
dire  doit  suffire  pour  faire  comprendre  les  nombreuses  applications  que 
l'on  peut  faire  des  relations  (2)  et  (ô). 

Reprenons  la  relation  (o)  dont  les  conséquences  font  l’objet  principal 
de  celte  Note.  Elle  se  compose  de  deu.v  parties  que  nous  avons  séparées 
par  des  parenthèses;  examinons  d’abord  ce  qui  résulte  de  l’hypothèse 

ABxA'B’x  A'B'x  A”B*'  . 

AB”'x  A"B"x  A''B'xA'B 

' , I 

Cette  circonstance  se  présente  évidemment,  si  l’on  suppose  que  les 
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(2) 


NOTES  ET  ADDITIONS.  5o3 

sommets  du  polygone  variable  parcourent  des  droites  convergentes  en 
un  point  (fucUonque . . 

Considérons  un  polygone  remplissant  ces  conditions;  soient  A,  A',  A", 
A™,  A”  [ fig.  23),  les  sommets;  C,  C',  C”,  C“,  les  pôles  respectifs  de  quatre 
de  ses  côtés,  c’est-à-dire  les  points  autour  des<|uels  tournent  ces  côtés; 
proposons-nous  de  construire  le  point  où  le  côté  AA",  demeuré  libre, 
touche  son  envelo|)pe.  , 

Désignoite  par  C"  le  point  cherché.  La  relation  («)  ré<inite  en  ayant 
égard  à notre  hypothèse  devient 

Kiu.  i3. 


AC  X A'C'  X AX"  X A-'C"'  X A"C" 

AC"  X A”C"  X A^C' X AX' X A'C  * ' ’ 


que  l’on  peut  écrire  : 

/ AC  X A'C'  \ _ A'C'  X A'"C'"  x A"C" 

\A'C'  X A'C/  ^ AC"  X A”C"'^'''C”'  “ ‘ ’ 

mais 

AC  X A’C'  AD 
A"C'xA'C“Fd’ 

en  désignant  par  D le  point  où  CC'  rencontre  AA";  on  a donc 


/"_AD^  A'C"  \ A”'C'"  X A"C'/ 

\A  " C"  X A"l) ) ^ ■"ÂC"x  A-’C"  ~ '■ 


Remplaçant  dans  cette  relation  la  quantité  entre  parenthèses  par 


D'  désignant  le  point  de  rencontee  de,  DC"  avec  AA”’,  on  aura  une  nou- 
velle relation  dont  on  pourra  encore  grouper  les  termes,  comme  nous 
venons  de  le  faire.  On  arrive  ainsi  à la  relation  qui  sert  à déterminer  le 
point  C". 
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La  diagonale  AA"  touche  son  enveloppe  au  point  D ; ce  point  de  con- 
tact devant  tcmjours  ôtre  sur  la  droite  C.C',  il  suit  de  là  que  l’enveloppe 
de  cette  diagonale  se  réduit  au  point  D.  Ainsi  D est  fixe,  il  en  est  de  même 
de  D'  et  de  G”. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  tnus  h’S  sommets  it un  polygone,  mobile  sur  un  pian,  sont  nssiyctlis 
h parcourir  autant  île  droites  Jîxes  conrourant  en  un  seul  et  même  point  ; 
que,  de  plus,  tous  scs  côtés,  a t exception  d un  seul,  se  meuvent  con~ 
stamment  autour  de  jniints  fixes,  le  côté  libre  et  les  diverses  diagonales 
du  polygone  pivoteront  également  sur  d autres  points  fixes  (*). 

Le  point  do  convergence  dos  droites  parcourues  par  les  sommets  du 
polygone  variable  est  absolument  quelconque,  il  peut  être  sur  le  plan  de 
ce  polygone  ou  on  dehors;  il  n’en  résulte  pas  moins  que  le  côté  de- 
meuré libre  pivote  toujours  autour  d’un  même  point  lixe.  Nous  mettrons 
bientôt  à profit  cette  circonstance  très-remarquable. 

Continuons  à nous  occuper  de  la  relation  (A)  réduite  à la  première 
(larcnthèse.  La  deuxième  parenthèse  est  encore  égale  à l’unité,  en  vertu 
du  théorème  de  Cnriiol,  lorsque  tous  les  sommets  du  polygone  donné 
parcourent  une  même  section  conique. 

Dans  ce  cas,  en  distinguant  les  polygones  d’un  nombre  jiair  ou  impair 
de  côtés,  et  tenant  compte  de  la  remarque  faite  à la  suite  de  notre  pre- 
mier théorème  généraj,  on  arrive  aux  deux  énoncés  suivants; 

Lorsqu’un  jiolygone  dun  nombre  pair  de  côtés  est  inscrit  à une  co- 
nique, et  que  tous  ses  côtés,  moins  un,  pivotent  autour  de  points  fixes, 
le  côté  demeuré  tiip-e  touche  son  enveloppe  nu  point  autour  duquel  pivo- 
terait ce  dernier  côté,  si  les  sommets  du  polygone  parcouraient  des 
limites  convergentes  en  un  point  quelconque . 

Lorsqu’un  polygone  dun  nombre  impair  île  côtés  est  inscrit  à une  co- 
nique, et  que  tous  scs  côtés,  moins  un,  pivotent  autour  de  jioints  fixes, 
le  côté  demeuré  libre  touehe  son  enveloppe  au  point  conjugué  harmo- 
nique, jmr  rapfiort  à ses  extrémités,  du  point  autour  duquel  il  pivoterait 
si  les  sommets  lUi  polygone  /uircournient  des  droites  convergentes  en  un 
point  quelconque. 

Considérons  encore  un  polygone  inscrit  à une  conique,  mais  suppo- 
sons de  plus  que  tous  ses  côtés,  moins  un,  soient  tangents  à une  autre 
conique.  On  peut  dire  que,  pour  un  mouvement  infiniment  petit,  tous 
les  côtés  tangents  à cette  conique  tournent  autour  de  leurs  points  de 
contact,  et  appliquer  alors  ce  qui  précède  pour  la  détermination  du  point 
où  le  côté  libre  touche  son  enveloppe.  Nous  allons  faire  voir  que  dans 
ce  cas  on  arrive  à une  construction  extrêmement  simple. 

Soit  AA' A"  A"  ( fig.  24)  un  quadrilatère  inscrit  à une  conique,  dont  trois 


(’*)  Voy  Traité  di’s  Propriétés  projectives  des  jif^ures,  p.  3pl. 


NOTES  ET  ADDITIONS.  5o5 

cdtés  sont  tangents  à une  autre  conique  ; un  demande  le  point  C"  où  le 
quatrième  côté  touche  son  enveloppe. 

D’après  ce  qui  précède,  on  a,  pour  déterminer  le  point  C",  la  relation 

AC  X A'C'  X A'C"  X A"’C"'  = AC"  x A^C"  x A"C'  x A'C. 

Menons,  du  point  .A",  la  tangente  A”?  à la  conique  imserite  aux  trois 
côtés  du  quadrilatère,  et  prolongeons  cette  tangente  jusqu’au  point  Q 

Fie  • 


V 


où  elle  rencontre  le  côté  AA';  nous  formons  ainsi  le  quadrilatère  cir- 
conscrit QA'A’A"”  : en  appliquant  le  théorème  de  Carnot,  on  a 

QC  X A'C'  X A"C"  X A"!’  = QP  X A'”C"  x A'C' x A'C; 

divisant  membre  A membre  ces  deux  égalités,  il  vient 

ACxAT,"'  AC", 
ycx  A"P  “ QP  ’ 

d’où  l’on  voit  que  les  points  C,  C",  P sont  en  ligne  droite. 

Ainsi  il  suffit  de  mener  la  tangente  A"'P  et  de  joindre  son  point  do 
contact  au  point  C,  cette  droite  coupe  le  côté  AA"  au  point  chen'hé. 

Cette  construction  est  vraie  quel  que  soit  le  nombre  des  côtés  du  po- 
lygone. Pour  le  triangle  A' A' A",  par  exemple,  le  point  S,  où  A' A'"  tou- 
che son  enveloppe,  est  sur  CC";  ce  point  est  aussi  sur  C'P  : les  droites 
CC"  et  C'P  se  coupent  donc  sur  A'.A". 

Dans  le  quadrilatère  circonscrit  QA'A'A",  les  droites  CC'  et  CP  sont 
les  lignes  qui  joignent  les  points  de  contact  des  côtés  opposés  et  A' A'  est 
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«ne  diagonale.  Ce  qui  esl  vrai  pour  une  diagonale  est  vrai  )>our  l'aulre; 
on  relrou\  e donc  ainsi  ce  tliéoréme  : 

Lnrsiiu’iiii  (fumlnlatciv  rxt  cirronxcrit  à une  coniiitie,  les  lignes  f/iii 
Joignent  les  points  de  vimtnct  des  côtés  opposés  et  les  diagonales  .vç  cou- 
pent en  un  meme  point.  ' 

Nous  allons  montrer  comment  la  construction  du  point  où  A'A"  touche 
son  enveloppe  conduit  à la  connaissance  de  cette  enveloppe.  Il  est  facile 
de  voir  que  cette  courbe  est  une  conique;  je  dis  de  plus  que  celte  co- 
nique est  une  circonférence,  si  les  deux  courbes  données  sont  elles- 
mêmes  des  circonférences. 

En  effet,  les  droites  A'A”  ét  A.A"  enveloppent  une  même  courbe  et 
touchent  celle  courbe  aux  points  S et  R obtenus  en  menant  la  droite  CC". 
Hans  les  deux  triangles  ACR,  .A”(',"S  les  angles  en  À et  A"  sont  égaux, 
ainsi  que  les  angles  en  C et  C;  donc  il  en  est  de  même  des  angles  en 
U et  S.  Nous  voyons  donc  (pie  les  tangente?  TR  et  TS  à la  courbe  en- 
veloppe sont  également  inclinées  sur  la  corde  de  contact  RS.  Ce  que 
nous  trouvons  ici  est  vrai  pour  une  infinité  de  positions  de  RS;  celle 
droite  peut  du  reste  avoir  une  direction  quelconque,  la  courbe  enveloppé 
est  donc  une  circonférence. 

Cette  circonférence  passe  toujours  par  les  points  d’intersection  des 
(leux  circonférences  données,  car  cela  a évidemment  lieu  lorsque  ces 
deux  points  sont  réels. 

Nous  retrouvons  ainsi  le  théorème  suivant  : * 

Un  angle  étant  à la  fois  inscrit  à un  cercle  et  circonscrit  à un  autre, 
si  on  vient  à le  faire  mouvoir  en  P assujettissant  toujours  aux  mêmes 
conditions,  la  cortle,  rpii  le  sous-tend  dans  le  premier  de  ces. cerclés,  en 
enveloppera  un  troisième  passant  par  les  points  d'intersection  de  ceux-là, 
ou  ayant  memes  sécantes,  soit  réelles,  soit  idéales,  communes  avec  eux  (*), 

Nous  n’avons  étudié  encore  que  le  cas  où  Ton  suppose  la  deuxième 
[larenthèse  de  la  relation  (a)  égale  à l’unité;  on  peut  faire  une  hypothèse 
analogue  sur  la  première. 

En  opérant  ainsi , on  trouve  directement  des  constructions  et  des  théo- 
rèmes qui  ne  sont  autres  que  le  résultat  de  la  transformation  par  la 
théorie  dts  polaires  réciproques  de  toutes  les  constructions  ou  théorèmes 
trouvés  jusqu’à  présent. 

Parmi  tous  ces  résultats,  nous  n’en  énoncerons  qu’un  seul. 

Considérons  un  polygone  A A’ A"  A"  (^g.  a5)  circonscrit  à Uno  conique, 
et  supposons  que  tous  ses  sommets  moins  un  soient  sur  une  autre 
conique.  Le  sommet  demeuré  libre  décrit  uno  courbe  dont  la  tangonte 
s’obtient  très-simplement  de  la  manière  suivante  : 

On  prolonge  le  côté  A"  A”  jusqu’en  E,  où  il  rencontre  la  conique  par- 

Voy.  p.  3a0  du  Traité  des  Pro/tnéiés  projectives  desjigures^  et  p.  3i4  et  33g 
du  prôs<>nt  ouvrage. 
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courue  par  les  sommets  du  polygone  donné;  en  ce  point,  on  mène  une 
tangente  à celte  conique;  cette  droite  coupe  la  tangente  Ai’  en  un  jioint  P 
qui  appartient  à la  tangente  chercliée. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  polygone  est  a la  fois  inscrit  et  circon- 
scrit, la  tangente,  au  sommet  siippo.sé  libre,  se  confond  avec  la  tangente 


*■'(! 


à la  conique  sur  laquelle  il  se  trouve.  Ceci  revient  à dire  que  si  un  poly- 
gone est  à la  fois  inscrit  et  circonscrit  à deux  coniques,  il  ne  cessera 
pas.de  jouir  de  la  même  propriété  après  un  mouvement  infiniment  petit. 
Ce  premier  mouveaenl  effectué,  on  peut  donner  au  polygone  un  autre 
mouvement  infiniment  petit,  et  ainsi  de  suite;  on  formera  ainsi  une  infi- 
nité de  polygones  ne  cessant  (las  de  jouir  de  la  propriété  d’ôlre  à la  fois 
inscrits  et  circonscrits  aux  deux  coniques  données.  Nous  retrouvons  ainsi 
ce  beau  théorème  : 

Quand  un  judysone  quelconque  eH  à la  fois  inscrit  à une  section  co- 
nique et  circonscrit  à une  autre,  il  en  existe  une  infinité  de  semblables 
qui  jouissent  de  la  meme  propriété  à t égard  des  deux  courbes  ( * ) . 

Nous  pouvons  démontrer  ce  théorème  sans  chercher  une  construction 
de  la  tangente  à la  courbe  décrite  par  le  sommet  supposé  libre.  En  effet, 
la  relation  {a),  dans  les  conditions  actuelles,  se  vérifie  d’elle-mème  en 
vertu  du  théorème  de  Carnot;  donc  si  un  sommet  est  supposé  libre,  il 
décrira  un  élément  de  la  courbe  sur  laquelle  il  se  trouve.  La  démonstra- 
tion s’achève  comme  précédemment. 

Nous  ne  développerons  pas  davantage  ici  les  conséquences  de  la  rola- 
lion'(/i),  qui  conduit  aussi  très-simplement  à des  propriétés  des  polygones 
inscrits  à des  courbes  du  troisième  ordre  et  du  quatrième  ordre. 


(*)  Yox.  p.  36i  du  Traité  des  Propriétés  projectiles  des  Jtgui es , et  p.  365  du 
posent  ouvrage. 
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Construction  des  tangentes  à la  rnurhe  d’ombre  de  la  surface 
de  la  vis  h filets  triangulaires. 

La  construction  extrêmement  simple  de  la  tangente  en  un  point  do 
la  projection  de  la  courbe  d’ombre  de  la  surface  de  vis  à filets  triangu- 
laires n’a  été  obtenue,  comme  on  l’a  vu  à la  page  454,  que  par  une  suite 
de  transformations  de  la  construction  résultant  de  l’application  pure  et 
simple  de  la  méthode  de  Roberval.  Des  considérations  élémentaires  vont 
nous  permettre  d’arriver  directement  à cette  même  construction. 

Un  point  lié  à des  éléments  variables  d’une  figure  décrit  une  courbe 
dont  on  demande  la  tangente;  il  est  bien  évident  que  le  résultat  restera 
le  même,  si,  modifiant  convenablement  les  données,  on  assujettit  le  point 
à décrire,  à partir  de  l’une  quelconque  do  scs  positions,  non  plus  cette 
courbe,  mais^une  courbe  qui  est  tangente  à celle-ci.  Lorsque  les  modifi- 
cations introduites  dans  les  données  font  tracer  au  point  décrivant  une 
simple  droite,  cette  ligne  est  la  Ungente  cherchée. 

Appliquons  cette  remarque.  Substituons  {^g.  7,  p.  454)  à la  circonfé- 
rence donnée  la  tangente  BQ';  supposons  la  droite  l’X  tangente  en  P à 
une  section  conique  ayant  pour  foyer  le  point  G et  pour  tangente  la 
droite  BQ':  le  point  X décrit  alors  une  droite,  en  vertu  d’un  théorème 
connu  des  sections  coniques  (Propriétés  projectives  des  figures,  p.  267), 
et  il  suffit  de  construire  cette  droite.  Pour  cela,  du  point  D comme  centre, 
avec  la  corde  BG  pour  rayon,  on  décrit  un  arc  de  cercle  qui  détermine  le 
point  E;  la  ligne  qui  joint  le  point  E au  centre  G coupe  la  tangente  BQ' 
au  point  Q',  et  Q'X  est  la  tangente  demandée. 

Au  lieu  de  construire  l'angle  DCE  égal  à l’angle  GGB,  comme  cela  résulte 
immédiatement  du  théorème  dos  sections  coniques,  on  peut  construire 
l’angle  Q'CB  égal  au  complément  de  GGB,  et  pour  cela  il  suffit  de  porter 
B'Q  égal  à Drf;  on  retrouve  ainsi  la  construction  très-simple  à laquelle 
M.  Poncelet  est  arrivé. 
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II. 

RAPPROr.îIEMENTS  DIVERS  ENTRE  LES  PRINT.IP.VLES  MÉTHODES  DE  LA  GÉOMÉTRIE 
PORE  ET  CELLES  DE  l' ANALYSE  ALGÉBRIQUE; 

Par  M.  Moutard. 


y.  — Réflexions  prélimiimires  sur  les  prinri/ses 
(le  projection  centrale. 

La  découverte  des  principes  de  projection  centrale  marque  incontesta- 
blement une  époque  importante  dans  l’histoire  de  la  géométrie  moderne. 
Les  méthodes  fondées  sur  ces  principes,  et  dont  les  Applications  d’ Analyse 
et  de  Géométrie  renferment  une  première  ébauche,  possèdent  un  caractère 
à la  fois  intuitif  et  systématique,  qui  les  rend  également  propres  à dé- 
couvrir de  nouvelles  propriétés  des  figures,  et  à rattacher  tout  un  ensem- 
ble de  propositions  à une  même  vérité  générale.  Par  là,  elles  n’ont  pas 
seulement  agrandi  et  simplifié  la  science  de  l’étendue,  mais  en  donnant 
l’impulsion  à l’étude  des  procédés  généraux  de  transformation  des  figures, 
elles  ont  pour  ainsi  dire  doté  la  géométrie  d’une  puissance  nouvelle. 

L’influence  de  la  perspective  sur  le  développement  des  autres  méthodes 
de  transformation  n’a  i>as  toujours  été  indirecte;  les  principes  de  l’homo- 
logie tels  qu’ils  sont  établis  dans  le  Traité  des  Propriétés  projecticcs  des 
^figures,  sont  les  principes  mêmes  do  la  perspective  dégagés  de  considé- 
rations de  géométrie  dans  l’espace,  et  devenus  par  là  même  susceptibles 
de  s’appliquer  indiftéreniment  aux  figures  à deux  et  à trois  dimensions; 
et  certaines  méthodes  en  apjiarence  plus  générales,  dans  lesquelles  la 
transformation  homologique  semble  d’abord  rentrer  comme  cas  particu- 
lier, reviennent  au  fond  à l’application  répétée  de  cette  dernière,  com- 
binée avec  un  déplacement  arbitraire  de  la  figure  transformée. 

La  Théorie  des  polaires  réciproques  s'est,  de  son  côté,  développée  pa- 
rallèlement à la  théorie  des  propriétés  projectives,  dans  les  mêmes  écrits  ' 
et  sous  l’impulsion  des  mêmes  idées.  Enfin  l'une  et  l’autre,  en  éclairant 
le  rôle  géométrique  de  l’infini  et  des  imaginaires,  ont  mis  en  pleine  lu- 
mière le  principe  de  continuité,  et  jiermis  do  débarrasser  les  méthodes 
plus  complexes,  telles  que  la  transformation  par  rayons  vecteurs  récipro- 
ques, des  restrictions  auxquelles  elles  paraissent  d’abord  sujettes,  lorsqu’on 
les  fonde  sur  de  pures  constructions  géométriques. 

Mais  là  ne  s’est  point  bornée  l’efficacité  des  principes  de  projection 
centrale,  et  les  notes  qui  vont  suiv»c  ont  pour  objet  de  faire  ressortir  les 
progrès  que  leur  doivent  l’analyse  des  coordonnées,  et  môme  certaines 
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branches  de  l'analyse  pure.  D’une  part,  en  effet,  la  géométrie  analytique, 
profitant  surtout  do  la  conception  en  vertu  de  laquelle  ro/«  fci  /jo/'/ir.f  r/’«« 
plan  situés  à l’infini  peuvent  être  considérés  comme  en  ligne  droite, 
est  parvenue,  sous  l’induence  de  ces  principes,  à rendre  ses  formules  plus 
symétriques  et  plus  générales,  et  (lar  un  perfectionnement  graduel  à 
créer  un  nouveau  système  de  coordonnées,  éndinemraent  propre  à i'étude 
des  (iropriétés  projectives  des  figures.  D’autre  part,  toute  transformation 
géométrique , consistant  à déduire , par  une  construction  uniforme  de 
chaque  point  d’une  figure  donnée,  un  point  d’une  figure  nouvelle,  corres- 
pond nécessairement  à une  transformation  analytique,  par  laquelle  on 
substitue  aux  variables  qui  représentent  les  coordonnées  du  premier  point, 
certaines  fonctions  de  variables  nouvelles.  On  comprend,  d’après  cela , 
combien  des  recherches  de  pure  géométrie  peuvent  faciliter  l’élude  des 
questions  d’analyse  qui  se  rattachent  à l’emploi  de  certaines  substitutions. 
Celle  remarque  acquiert  surtout  de  l’importance,  lorsque  les  deux  trans- 
formations qui  se  cQrrespondent  ont  déjà  manifesté  leur  utilité,  chacune 
dans  son  domaine  propre.  Tel  est  précisément  le  cas  qui  se  présente  pour 
la  perspective  et  la  transformation  correspondante  par  substitutions 
linéaires,  laquelle,  introduite  dans  l’étude  des  fonctions  par  Lagrange, 
est  devenue  aujourd’hui  d’un  si  grand  usage  dans  l’algèbre , le  .calcul 
intégral  et  la  théorie  des  nombres. 

L’idée  que  l'on  vient  d’indiquer  a été  formulée  d’une  manière  très-pré- 
cise par  Jacobi,  dans  un  Mémoire  publié  en  i83a.  Journal  de  Crellc, 
t.  VllI.  Dans  ce  travail,  qui  a pour  objet  la  réduction  d’une  certaine  inté- 
grale double,  l’illustée  géomètre  arrive  à faire  dépendre  la  question,  do 
la  réduction  d’une  intégrale  simple,  à savoir  : 


/, 


-t-  /H  eus"  y -f-  « sin'  Ÿ -f-  f cosf  siny  -t-  '2H/'siny-t-  2«'cos<i- 


à la  forme 


/; 


dr, 


v/L— Mcos’15—  Nsin’n 


Après  avoir  traité  le  problème  par  des  considérations  de  pure  analyse,  il 
en  indique  dans  les  termes  suivants  l’identité  avec  l’une  des  questions  de 
projection  centrale  résolues  par  M.  Poncelet  : « Exstat  problema  geome- 
» Iricum,  quod,  analylicè  tractatum,  cum  illo  ità  convenit,  ut,  nullA 
» omnino  mutalione  factâ,  eadem  analysis,  eædem  formulæ  utrumque 
» absolvant,  iidem  incognitarum  valores  prodeant.  (Juod  problema  à per- 
'1  speclivâ  petilum,  hoc  est  ; Datis  in  eodem  piano  duabus  sectionibns  ro~ 
n nids,  detrrminarc  situm  oculi  [centri  projcctionis)  et  tnbulw  ( pla/d  in 
» rpioil  pmjidtur),  'ut  sectinnes  ronieir  projeetm  fiant  eoncentrico!  aftpie 
» insuper  altéra  rirrulus.  » Puis  il  ajoute,  parlant  d’un  autre  problème  : 
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U Simili  modo,  alteri  problemati  de  transformando  intégrait  proposito  in 

) respondet  problema  geomctricum  hoc  : Dntis 

» in  cmlem  /ilnno  iliwbus  sectionibus  conicis,  ileterminnre  situm  oculi  et 
n tabula;,  ut  utroque  prnjccla  Jùit  cin  u/us.  Quorum  problemalum  soin  - 
n tionem  gcometricam  apud  Cl.  Poncelet,  viruni  mirificé  in  quæstionibus 
» gcometricis  versatum,  videre  licet.  » 

Après  avoir  justifié  rapidement  ces  remarques,  Jacobi  ajoute  les  réflexions 
suivantes  : 

« N'eqiie  consensus  ille  quæstionis  geomelricæ  et  analylicæ  tam  sin-  ' 
» gularis  videri  debetur.  Nam  cùm  certis  quibusdam  configurationibus 
n ccrtæ  expressiones  analyticæ  respondeant,  ubi  per  projeclionem  sivc 
» aliud  quod  libet  instrumenlum  geometricum  configuraiionera  datam  ad 
■■  simpliciorem  vel  magis  regularem  revocas,  simul  expressiones  analyticas, 

» quibus  configiiratio  conlinetur,  per  subslitutiones  idoneas,  quæ  instru- 
» menti  geometrici  locum  tenent,  in  simpliciores  transformatas  habere  de- 
» bes.  E quâ  observatione  haud  rarô  ab  elemenlis  geometricis  ad  gra- 
I)  viores  quæstiones  analyticas  transitum  petere  licet.  Ità  universas  de 
» projectione  central!  quæstiones,  quales  Cl.  Poncelet  in  opéré  laudato 
» instituit,  adhibere  poteris  ad  transformationem  fonctionum  duarum  va- 
» riabilium.  » 

Bien  que  les  réflexions  qui  précèdent,  conduisent  aussi  bien  à chercher 
dans  la  géométrie  la  solution  de  certaines  questions  d’analyse,  qu’à  dé- 
duire de  transformations  faites  dans  un  but  analytique  la  solution  de  pro- 
blèmes de  géométrie,  Jacobi  n’a,  en  général,  suivi  explicitement  que'  la 
dernière  voie.  En  conséquence,  il  ne  sera  peut-être  pas  sans  intérêt  do 
reprendre,  pour  ainsi  dire  en  sens  inverse,  l’interprétation  analytique  de 
la  transformatfon  par  voie  de  projection  conique,  et  de  quelques-unes  des 
principales  propositions  qui  s’y  rattachent.  Néanmoins,  comme  cette  in- 
terprétation devient  en  général  plus  simple,  à l’aide  d'une  conception  auxi- 
liaire dérivée  elle-même  de  la  perspective,  nous  nous  bornerons  à rattdT 
cher  directement  à la  projection  centrale  l’un  des  problèmes  énoncés 
ci-dessus,  celui  dont  Jacobi  s’est  contenté  d’indiquer  la  solution  sans  la, 
développer,  en  réservant  une  auti-e  question  analogue  pour  les>#pplica- 
lions  analytiques  de  la  méthode  des  coordonnées  .•/ymétriques. 

II.  — Thénrie  analytique  fie  la  pro/eetion  rentrale. 

Le  problème  de  la  transformation  d’une  figure  plane  par  voie  de  pro- 
jection centrale,  envisagé  analytiquement,  consiste  à établir  les  relations 
qui  lient  entre  eux  les  éléments  géçmétriques  propres  à définir  la  position 
d’un  point  de  la  figure  sur  son  plan,  et  la  position  fit  la  perspective  do 
ce  point  sur  le  plan  du  tableau 


» forQiam 
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Soient  RS  le  plan  de  la  figure,  R'S'  le  plan  du  tableau,  O le  centre  de 
projection,  M et  M' les  points  où  une  transversale  issue  du  point  O perce  * 


Fig.  sG. 


respectivement  les  plans  RS  et  R'S';  la  question  revient  à exprimer  les 
coordonnées  x et  j du  point  M,  prises  par  rapport  à deux  axes  Ij:  et  Ir 
tracés  dans  le  plan  RS,  en  fonction  des  coordonnées  j:' et  r'  du  point  M', 
'prises  par  rapport  à deux  autres  axes  C'.r',  C'_r'  tracés  dans  lo  plan  R'S'. 

Pour  définir  les  situations  respectives  des  divers  éléments  de  la  ques- 
tion, concevons  qu’on  mène  par  le  centre  de  projection  O,  d’une  part, 
la  droite  OCC,  qui  perce  le  plan  de  la  figure  en  G,  et  le  tableau  au 
point  G',  origine  des  coordonnées  G'x',  C'y’;  d’autre  part,  les  droites  OA 
et  OB  respectivement  parallèles  aux  axes  C'x',  G'/';  soient  A et  B les 
points  où  ces  deux  droites  rencontrent  le  plan  RS  ; soient  de  môme  A'  et  B' 
les  points  où  les  axes  Cx',  G'r',  rencontrent  le  même  plan;  les  droites 
AB,  A'B'  seront  évidemment  parallèles,  et  l’on  aura  l’égalité  de  rapports 

' OC  _ .U  ' _ BF 
OG  ~ AG  "■  BG  ■ 
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On  peut  remanpier  d’aillenrs  que  la  droite  A' B'  est  le  lieu  des  points 
de  la  figure  qui  coïncident  avec  leurs  perspectives,  et  que  la  droite  AB 
est  le  lieu  des  points  dont  la  perspective  est  à l'infini.  Oela  posé,  il  est 
aisé  de  voir  qu’une  fois  la  position  dos  points  f’,  .\,  B,  par  rapport  aux 
axes  Ix,  Ij,  connue,  il  sudit  pour  que  l'on  puisse  retrouver  le  centre  de 
projection,  le  plan  du  tableau  et  les  axes  de  coordonnées  C'x',  f.V  tracés 

dans  ce  plan,  de  se  donner  ;•  i“  le  rapport  ~ — ~ = |||^  = qui  dé- 
termine la  droite  d'intersection  du  tableau  et  du  plan  de  la  figure; 
1°  l’angle  de  ces  deux  plans,  lequel  détermine  la  position  du  tableau,  et 
celle  du  plan  mené  par  le  centre  do  projection  parallèlement  au  tableau  ; 
'3°  enfin  les  longueurs  p et  </  des  droites  OA  et  OB,  lesquelles  sufiisent 
dès  lors  pour  déterminer  le  centre  de  projection  O,  les  droites  OA,  OB  et 
par  suite  aussi  les  axes  O'A'.r',  O'B- > 

Soit  donc  M un  point  quelconque  du  plan  de  la  figure;  joignons  BM, 
AM,  et  nommons  P et  Q les  (winls  où  ces  droites  rencontrent  respective- 
ment .\C  et  BC.  ; joignons  de  môme  OP,  OQ,  et  nommons  P'  et  Q'  les 
points  do  rencontre  respectifs  de  ces  droites  et  des  axes  C'.c’,  (7 v'  ; les 
longueurs  C'P',  C'Q'  seront  les  coordonnées  x'  et_>'  du  point  M'  : en 
effet,  les  deux  droites  M'P',  C'O'  sont  parallèles,  comme  étant  les  inter- 
sections du  plan  R'S'  par  les  deux  plans  OPM,  OOB  conduits  suivant  la 
droite  OB  parallèle  à R'S';  d»  môme,  les  droites  .M'Q'  et  C'P'  sont  paral- 
lèles, et  par  suite  la  figure  C'P’M'O'  est  le  parallélogramme  des  coordon- 
nées du  point  M'. 

Pour  évaluer  l’une  de  ces  coordonnées,  C'P’  = x'  par  exemple,  traçons 
encore  la  droite  AC'  qui  coupe  OP  en  un  point  s.  Les  deux  triangles  sem- 
blables C’wP',  AttO  nous  fournissent  la  proportion 

C’P’  __  r'  _ C^ _ 

AO  P \t:' 


d’autre  part,  le  triangle  AC'C  coupé  par  la  transversale  OreP  donne,  en 
vertu  d'un  théorème  connu,  la  relation 

C'k  AP  CO 
Ait  ^CP^C'O” '’ 

OU  oncore 


tjT  CP 
Att  “ CO  ^ AP“  AP’ 


et  par  suite 
on  trouverait  de  même 


I. 


x' 


— \p  X 


CP 

ÂP’ 
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Pour  aciiüver  la  solution  ilu  problème  proposé,  il  ne  reste  plus  qu’à 

remplacer  dans  ces  expressions,  les  rapports  ^ ^ 'eurs  valeurs 

en  fonction  des  coordonnées  du  point  M , puis  à résoudre,  jiar  rapport  à 

•r  et_^-,  les  é(]uations  ainsi  obtenues.  Soient  donc  respectivement  a et  a', 

P et  P',  7 et  y'  les  abscisses  et  les  ordonnées  des  points  A,  B,  C.  Le 

• - CP 

point  P étant  situé  sur  la  droite  AC,  et  la  partageant  dans  le  rapport  ^ > 

son  abscisse  et  son  ordonnée  sont  respectivement 


1.4- 


CP 
■ AP 

■ CP“  ’ 

AP 


.'O-,' 

’IP 


CP 

AP 


d’autre  part,  le  point  P étant  sur  la  droite  BM,  on  a aussi  la  relation 

('  + S)  < 


d’où  l’on  lire 


CP  (p--y').r  + {y-p)r-hPy'-P'y  _ x\ 
AP  [a'  — P'  ) X + (p  — a.)  y -+■  Kp'  — pT.'  Ip' 


on  trouvera  de  même 


CQ  _ (y'— g')j:-t-(g  — -/jj-Pyg'— «y'  _ / _ 
BQ  {a'—P')x  + iP~a)y+xp’—pM'  >7 

Ces  relations  peuvent  s’écrire  sous  la  forme  suivante  ; 

(R_ 


(p'  — y')j:  + (y  — p)r+py'  — 1p'  (y'— g')gr4-(a  — y)v4-yg'  — gy' 

I 

(g' — p')x  + {p  — x)r-i-a.p' — p3.' 


On  tire  enfin  de  là 


(■) 


y . >•'  ■ 

^ ^ \ ^ * 
V .*-'j 


r = 


X 


X 

>7 


On  reconnaît  ainsi  ipie,  pour  passer  de  l’équation  en  coordonnées  de 
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Desciirtes  J’iine  courbe  plane,  à l'équalion  de  l'une  quelconque  de  ses 
projections  centrales,  rapportée  à des  axes  situés  arbilrairemotil  dans  son 
plan,  d suffit  de  substituer  aux  coordonnées  a.-  et  _>■  certaines  expressions 
formées  par  les  rapports  de  deux  fonctions  linéaires  des  nouvelles  coordon- 
nées -v'  et  y à une  même  troisième  fonction  linéaire  de  x'  et  r'. 

Réciproipieineiit,  toute  transformation  analytique  consistant  à elfectuer 
dans  une  fonction  de  deux  variables  .r  et  r une  substitution  telle  que 


~ «V-H/À'+c”  ’ 

correspond  à la  transformation  géométrique  d'une  courbe  en  l’une  do  ses 
projections  centrales,  pourvu  toutefois  que  l’expression 

fili'c"  m 'h"  lir'n"  — hii'r''  -f-  rii'b"  — rh'ti" 
ne  soit  pas  nulle. 

Cette  réciproiiue  est  une  conséquence  immédiate  de  ce  fait  facile  a 
constater,  que  la  Substitution  (i)  offre  la  même  généralité  que  la  substi- 
tution (2);  mais  il  importe,  en'vue  des  applications,  de  li.xer  nettement 
la  signification  géométrique  des  coefficients  de  celle-ci , et  pour  cela 
nous  poserons  la  question  de  la  manière  suivante  : 

Étant  donnés  dans  un  plan  HS  deux  axes  do  coordonnées  la:,  1)-, 
déterminer  la  jxisition  d’un  centre  de  projection  O,  d'un  plan  de  projec- 
tion ou  tableau  H'S',  et  de  deux  axes  de  coordonnées  C'.r',  C'y'  dans  ce 
plan,  de  telle  façon  que  .r  et  r désignant  les  coordonnées  d’un  point  du 
plan  RS,  x'  et  r'  celles  de  sa  projection  centrale  sur  le  plan  R'S',  on  ait 
entre  ces  quantités  les  relations 

/ix'  -(-  l>y  r a'x'  -i-  b'y + c' 

" a"x'-i-by'+c"  ’ ~ o''yÿ^bÿ~c"  ’ 

rtf/c" — nc'b" bac’’-\-  ra'l>” — (b'ii’^o. 

Il  suffit,  pour  résoudre  le  problème,  d’identifier  les  .substitutions  (t) 
et  (2)  ; on  trouve  ainsi 


ttx'  + by  -f-  (■ 

’ -f- 1 ' -t- c* 


En  remarquant  que  ces  formules  ne  dé|)endent  pas  do  l’angle  du  tableau 
et  du  plan  de  la  figure,  on  conclut  de  là  1a  construction  suivante  : 

Sur  le  plan  de  la  figure  RS,  ou  détermine  les  points  .V,  B,  (1  qui  ont 

33. 


( . 
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iTSperlivoment  pour  coordonnées  (^p'  p^i  > 

et  l'on  choisit  (tour  contre  de  projection  O,  l’un  ([uelcoiiquc  des  points 
de  l’espace,  dont  le  rapport  des  distances  aux  deux  points  A et  B est  égal 

tu 

à —,  c’est-à-dire  un  point  quelconque  de  lu  surface  sphérique  dont  un 
n" 

diamètre  aurait  pour  extrémités  les  deux  points  qui  partagent  la  droite  AB 
b" 

dans  le  rapport  -7;  une  fois  le  centre  de  projection  choisi,  on  obtiendra 

la  trace  du  tableau  sur  le  plan  RS,  en  menant  une  droite  A'B'  parallèle 
à AB  de  telle  manière  que  l’on  ait 

AA'_BB' 

. AC.  “ BC.  ~ ti”[,  ' IA/  ’ 

enfin  le  plan  du  tableau  devant  être  parallèle  au  plan  ÜAB,  et  les  axe.s 
C.'.r'  (yr'  n’étant  autre  chose  que  les  perspectives  des  droites  CA  et  CB, 
tous  les  éléments  de  la  transformation  se  trouvent  délinis. 

Cette  construction  ne  peut  plus  suRpliquer  immédiatement  lorsque  • 
Tun  ou  plusieurs  des  coeflicients  //,  c”  sont  nuis,  mais  il  est  aisé  de 
la  modifier  alors  par  des  considérations  de  continuité.  Elle  ne  tombe 
réellement  en  défaut  que  lorsque  les  trois  points  A,  B,  C sont  en  ligne 
droite;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  l'on  a 

db'c”  — nc'h" -‘r  lu-' n"  — bti' c" en' b"  — ch' a"  = o. 
et  cette  hypothèse  a été  éc.artée. 

11  convient  de  remarquer  que,  d’après  la  manière  dont  la  question  a 
été  posée,  toutes  les  projections  ccntoiles  d’une  figure  qui  correspondent  • 
à une  même  substitution  analytique  (a),  ne  sont  pas  elle.s-mêmcs  des 
ligures  superposables;  car  la  forme  précise  do  la  courbe  représentée  en 
coordonnées  do  Descartes,  par  une  équation  telle  que  /{x',  /),  dépend 
de  l’angle  des  axes  coordonnés.  La  déformation  que  subit  une  figure 
lorsque,  laissant  aux  coordonnées  de  chacun  de  ses  points  les  mômes 
grandeurs,  on  les  rapporte  à des  axes  formant  un  angle  différent  do  celui 
I des  premiers,  est  géométriquement  fort  simple;  elle  consiste  uniquement 
à balancer  les  ordonnées,  c'est-à-dire  à les  incliner  toutes  d’un  môme 
an^le  et  dans  le  môme  sens,  et  il  n’est  pas  difficile  de  reconnaître  qu  elle 
{leut  être  regardée  comme  un  cas  particulier  do  la  transformation  par 
projection  centrale,  pour  un  centre  de  projection  situé  à l'infini. 

Quand  on  voudra  assujettir  les  axes  relatils  au  (dan  du  tableau  a former 
entre  eux  un  angle  donné,  le  lieu  do  tous  les  points' que  l’on  pourra 
prendre  pour  centre  d’une  projection  conique  équivalente  à une  substitu- 
tion donnée,  se  réduira  à un  cercle  ayant  son  centre  sur  la  droite  AB,  et 
son  plan  perpendiculaire  à cette  droite.  Comme  pour  tous  les  points  d’un 
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[>ari‘il  cercle,  les  loiej;iieurs  que  nous  avons  dési^néi's  par  i>  et  </  re.^tcnl 
les  inènies,  la  valeur  de  a ne  diaiige  pas  non  plus,  et  l’on  conrlul  do  là 
le  théorème  suivant,  énoncé  dans  le  Truité  r/c.v  Tmpriétés  projci  tinw,  et 
(pii  joue  un  réle  important  dans  la  théorie  de  V lioinologir  : 

U Lorsqu'une  ligure  plane  est  la  projection  centrale  d’une  autre  figure 
» plane,  ces  ligures  restent  en  perspective  quand  on  l'ait  lourner  le  iilan 
» de  la  première  autour  de  son  intersection  avec  le  plaji  de  la  secondé, 
>'  et  le  centre  do  iirojection  décrit  un  cercle  dont  le  plan  est  perpendi- 
0 culaire  à cette  intersection.  » 

tionsidérons.  en  particulier,  le  cas  où  les  axes  de  coordonnées  sont  rec- 
langulaires,  tant  sur  le  tableau  que  sur  le  plan  de  la  ligure;  il  est  alors 
l'acile  (le  calculer  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  du  cercle,  lieu 
des  centres  de  projection  relatifs  à une  substitution  donnée. 

('.oncevons,  en  effet,  que  du  i>oint  O l’on  abaisse  sur  la  droite  Alt  la 
perpendiculaire  OH;  le  point  II  sera  le.  centre  et  la  longueur  OU  le  rayon 
cherché.  Or,  puisque  h'  triangle  .\OH  est  rectangle,  on  a les  relations 


Ln  conservant  les  notations  ci-dessus,  on  déduit  aisément  de  là,  pour 
h>s  coordonnées  du  point  II,  les  valeurs  respv'ctives 

««"  + bb"  a' a"  -+■  b'b" 

tr+Zr  ’ 

et  pour  la  longiH'ur  du  rayon  011  l’expression 


\{a'b"-b’a"Ÿ+{a'‘b  — b"<iY 

///.  — JpjtlirtUion  a/tiilrtii/ur  tirs  fnrmtilcs  de  prnjrt  tinn  i riilridr. 

Les  résultats  exposés  à l’article  précédent  permeltent  de  déduire  de 
certaines  proi>ositions  relatives  à la  perspective,  des  conséquences  analy- 
tiques auxquelles  il  serait  quelquefois  pénible  de  parvenir  directement. 
Nous  choisirons  comme  exemple  la  solution  géométrique  de  ce  problème  : 
Tmjcter  le  système  de  deux  sections  coiib/ues  situées  dans  le  même  plan 
suivant  le  système  de  deux  cerelcs. 

Désignons  par  (G)  et  (H)  les  deux  coniques  données,  par  (G')  et  (H') 
leurs  projections  respectives,  (pii  doivent  se  réduire  à des  cercles;  sup- 
posons d'ailleurs  que  la  conique  (G)  soit  elle-même  un  cercle  de  rayon  i, 


L 
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et  prenons  pour  axes  de  coordonnées  : i"  dans  le  plan  de  la  figure,  deux 
diamètres  rectangulaires  quelconques  de  (G);  a"  dans  le  plan  du  tableau, 
deux  diamètres  rectangulaires  do  (G'),  dont  l’un,  l’axe  des  .»  ',  passe  aussi 
jiar  le  centre  de  (11');  concevons  enfin  que,  parmi  toutes  les  positions  du 
tableau  parallèles  à une  mémo  direction  et  satisfai.sant  aux  conditions  de 
1,’énoncé,  on  cboisis.se  celle  pour  laquelle  le  cercle  (G')  a même  rayon  que 
le  cercle  (G)  dont  il  est  la  projection. 

Soient  respeclivement  les  équations  de  (G),  (U),  (G'),  (H'j: 

(G)  — 1 — 0.  (Il)  Aa-'+.A  V+-A"+ aB  1 = O, 

(G')  1 = 0,  (ll'l  = o. 

Le  problème,  envisagé  analytiquement,  consiste  à déterminer  les  coelli- 
cients  de  la  substitution 

Ai  '-(- c «'.r'  + è'  i '4-c' 

^ «".r'  + éV-Hc"  ’ ^ ~ «V'+//,r'  + c”’ 

et  les  trois  coelliciehls  K , I , J,  de  telle  manière  que  l'on  ait  identiquement 


1 

( «"x'-t-  4-  c")’  ' 


Ax'--J- A'  r’4-  .\"4-  aB  i t-  aB'x4-  aB".r»-  = 


K(x'^+r'-)4-al.»''  + .l 
(ti"x’-\-b"y‘  + c’'Y 


D'autre  part,  au  point  de  vue  géométrique,  la  question  revient  à déter- 
miner les  situations  des  points  désignés  à l’article  11  par  A,  B,  C;  les 
longueurs  0.\  et  OB  ou  p et  i/  et  la  position  de  la  droite  A'B',  de  telle 
manière  que  la  droite  C'A'  soit  la  ligne  des  centres  des  dcux.cercles  (G’) 
et  (H') , que  CB'  soit  le  diamètre  de  (G')  perpendiculaire  à C'A',  et 
qu’enfin  le  rayon  de  (G')  soit  égal  au  rayon  de  (G). 

Or,  sous  cette  dernière  forme,  le  problème  peut  se  résoudre  entière- 
ment, comme  on  l’a  vu  (V'  cahier,  p.  288),  à l'aide  de  propositions  de 
géométrie  pure,  lesquelles  fournissent  donc,  par  cela  même,  la  solution 
complète  du  problème  d’analyse  correspondant.  Néanmoins.  les  calculs  , se 
présentant  .sous  une  forme  plus  simple,  lorsque  l’on  emploie  simultané- 
ment les  transformations  analyliques  et  les  considérations  géométriques, 
nous  ne  nous  servirons  de  celles-ci  ipie  pour  ce  qui  est  relatif  à la  déter- 
mination des  points  A , B,  C. 

En  premier  lieu,  le  point  A ayant  pour  projection  sur  le  plan  du  tableau 
le  point  situé  à l'infini  sur  l’axe  C'A'.r',  c’est-à-dire  dans  une  direction 
perpendiculaire  au  diamètre  commun  de  (G')  et  (H'),  il  résulte  immé- 
diatement des  principes  de  projection,  que  la  corde  de  contact  des  tan- 
gentes menées  de  ce  point  à la  courbe  (II),  c’est-à-dire  la  polnirr.  de  A 
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par  rapport  à (H),  se  confond  avec  la  polaire  du  mémo  |>oinl  par  rapport 
à (ü).  Or  on  sait  que  le  point  qui  a pour  coordonnée.s  (;,  >;)  a respecti- 
vement pour  polaires,  par  rapport  aux  deux  courbes  (O)  et  (H),  les 
droites  dont  les  équations  sont 

;.r  + V — ' - <>i 

( A : ir  r,  -1-  B'  ) .r  -i  ■ I B ’ ç 4-  A V,  -|-  B \r  + B*  ? + B r,  -f-  A'  = o ; 

pour  que  ces  deux  droites  se  confondent , il  faut  (|ue  ï et  r,  satisfassent 
aux  relations 

A'-4-BV,-t-B'  B';4-A>,-f  B B'Ç-f- Bn -|- A" 

, 

ç r,  — 1 

». , 

lesquelles  deviennent,  en  posant  Ç = conformement  aux  nota- 

tions do  l'article  11, 

A//-f-B"o'-4-B'(»''  _ iro-t-A'ff'-4-B«’'  B'»  + B«'+ A"»' 

Il  a'  — n" 

Pour  résoudre  le  système  ilc  ces  deux  «piations  homogènes  , nous  pren- 
drons une  inconnue  auxiliaire  h égalé  à la  valeur  commune  des  trois 
rapports  dont  elles  expriment  l'égalité;  elles  prennent  alors  la  forme 

(A B”rt'-|- BVf'  O, 

B"«  -t-  ( A'—  X)  n'+  B^(”cr  o', 
B'«4B«'-t-{A”-+-X)«’r=o; 

l’élimination  do  «,  a',  donne  pour  déterminer  A Tcquation  du  troi- 
sième degré 

i (A-/()(A'--!)(A"4-/)-f-2BB'B' 
i-(A-X)B’-(A'-X)B”-(A"-s-/)B’”--^o. 

Prenant  donc  A égal  à Tune  des  racines  de  cette  équation,  on  déduira 
des  relations  (1)  les  valeurs  proportiomielles  de  a,  o',  a"  : 

(3)  - 'I = il 

(A-/()B  — B'B"  (A’-XJB'-B'B  < A’ -1- 4) B"- BB' 

Nous  remarquerons,  en  outre,  que  les  relations  (1)  penvent  être  regar- 
dées comme  exprimant  que  le  lieu  géométrique  représtuité  par  l'équation 

(A  — ^ ).r’~f-(A'—  A A"-(-X  ) -)- 1 B i 4-  ».  B'.r4-  ï.ir./ 1 = o. 
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consiste  en  un  système  de  deux  droites  passant  toutes  deux  par  le  point  A ; 
et  comme  celle  équation  peut  aussi  s’écrîro 

(4)  A.r’  i-  A'.v’H  A"4-2lJ  r-4-îU‘j:  + s.li'’./-r  — / ( j.-’+ y=—  i)  = o, 

ces  deux  droites  passent  par  les  points  communs  à (G)  et  (II)  et  forment 
ainsi  un  de  leurs  systèmes  de  sécantes  communes. 

En  second  lieu,  la  droite  AB  doit,  en  vertu  de  ce  qui  a été  dit  page  290, 
être  l’imo  des  sécantes  communes  à (G)  et  (H),  et  par  suite  les  coordon- 

. nées  p)  du  point  B satisfont  à l’équation  (4);  on  a donc 

( 5 ) A + A 7/“  + A"  6”  + 2 B i'  I/-+-  2 B7/  /;  4-  2 B"  ùh'  = k ( b'‘+  b'^—ù"=]- 

comme  d’autre  part  le  point  B appartient  à la  droite  qui  a pour  perspec- 
tive C’B'j'',  polaire  commune  par  rapport  à (G')  et  (H')  du  point  situé  à 
l’infini  sur  l’^xe  des  r',  ses  coordonnées  doivent  aussi  satisfaire  à l'équation 

« «' 

-f  — r - ' = o>  , 

an 

qui  représente  la  polaire  de  A par  rapport  à (G);  ol  I on  a donc  aussi 

(fl)  ab  + a'b'  — (fb’—o. 

Enfin  le  point  C',  centre  du  cercle  (G'),  étant  situé  à l’intersection  des 
polaires  par  rapport  à (G')  des  deux  points  où  la  droite  do  l’infini  est 
rencontrée  par  les  axes  C'x',  C'jr',  le  point  C doit  se  trouver  à la  fois  sur 
les  polaires  de  A et  B par  rapport  à (G),  ce  qui  donne 

1 7 ) ar  -{-n'c'  — a“  c’  — o , 

(8)  bcA-b'c'  — b"c’=o. 

Bar  ce  qui  précède,  les  valeurs  des  rapports  —1 

a a V b c c 

se  trouvent  seules  définies.  Trois  équations  sont  donc  encore  nécessaires; 
nous  les  déduirons  de  l’identification  directe  de 


j-'-f-.y'-  I et 


{a"jr'+by'+c"Y' 

1 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  l’identification  de 

(a-c'-^by'+cY  + («"x'-f-6”_)'-|-c")’  et  a-”-)- y”—  1, 


On  trouve  ainsi,  outre  les  trois  relations  (G),  (7)  et  (8), 
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ce  qui  fournit,  en  résumé,  un  système  île  dix  équations  distinctes  ren- 
fermant dix  inconnues,  savoir  les  neuf  coellicients  «,  b,. . r"  et  l’in- 
conmic  auxiliaire  k. 

Pour  reconnaitre  combien  le  système  de  ces  équations  renferme  de 
solutions  du  problème,  nous  remanpierons  ; i“  que  l'inconnue  k peut,  eu 
vertu  de  l’équation  (a),  recevoir  en  ;;énéi'al  trois  valeurs  distinctes; 
2°  qu'à  chacune  de  ces  valeurs  correspondent , en  vertu  des  équations  ( 3 ) 
et  de  la  première  des  équations  (ij),  deux  systèmes  de  valeurs  respecti- 
vement é^iales  et  de  signes  .contraires  de  a,  «'  et  3°  qu’à  cliaque  sys- 
tème de  valeurs  de  «,  et  «"  correspondent,  en  vertu  des  éiiuations  (5) 
et  (6)  et  de  la  deuxième  des  éi|uations  (<)),  quatre  systèmes,  deux  a deux 
égaux  et  do  signes  contraires,  rie  valeurs  de  b.  b',  b",  et  4°  enlin,  qu'en 
vertu  des  équations  (7),  (8)  et  de  la  derniere  des  équations  (9),  à chaipie 
système  de  valeurs  de  «,  a.  a".  A,  b',  b’  correspiuident  deux  systèmes 
égaux  et  de  signes  contraires  de  valeurs  de  c,  r'  et  c''.  Le  nombre  total 
des  solutions  est  donc  3x2x4X’  = 48.  Mais  d’autre  part  il  est  évident, 
à priori,  que  lorsqu’un  système  de  valeurs  des  neuf  coefbcients  de  la  sub- 
stitution satisfait  aux  conditions  de  l'énoncé,  on  obtient  encore  un  sys- 
tème satisfaisant  aux  mémos  conditions,  en  changeant  de  toutes  les  ma- 
nières possibles  les  signes  des  tfois  groupes  {«,  «',«"),  (b,  b',  b”)  et 
(c,  c',  c'),  ce  qui  permet  de  regarder  chacune  des  substitutions  comme 
tenant'  la  place  de  huit  d’entre  elles,  et  réduit  |wr  suite  le  nombre  des 

solutions  effectivement  distinctes  à i e.  Au  point  de  vue  géométrique, 

O 

de  pareils  changements  de  signe  ré|>ondcnt  à de  simples  changements  dans 
le  sens,  non  la  direction,  de  l’un  ou  de  l’autre  des  deux  axes  coordonnés 
ou  de  tous  deux  à la  fois. 

Conformément  à une  importante  prescription,  fréquemment  répétée 
dans  le  cours  de  cet  ouvrage,  et  qui  ' renferme  en  germe  le  principe  de 
continuité,  nous  n’avons  jusqu’ici  tenu  aucun  compte  des  circonstances 
sous  lesquelles  les  constructions  indiquées  sont  ou  ne  sont  pas  possibles; 
aussi  la  solution  ex|K)sée  est-elle,  malgré  l’emploi  de  considérations  de 
géométrie,  entièrement  algébrique.  Nous  nous  proposons  maintenant  de 
discuter  cette  solution,  en  recherchant  dans  quels  cas  la  transformation 
analytique  proposée  est  possible  en  quantités  réelles;  et  c’est  particu- 
lièrement pour  cette  discussion  que  les  théorèmes  du  V'  cahier  sont 
d’un  grand  usage. 

Toute  solution  réelle  du  problème  d'analyse  qui  nous  occupe,  corres- 
pond nécessairement  à une  solution  géométriquement  jwssible  de  cette 
question  ; Projeter  le  sjstèinc  des  deux  co/iù/iies  (ü)  et  (U)  suivant  le 
système  de  deux  cercles;  une  pareille  solution  ne  saurait  donc  exister 
qu’autanl  que  les  deux  coniques  auront  une  sécante  commune  ùléale 
(l'oir^.  290).  Réciproquement,  à chaque  sécante  idéale  commune  à (U  ) 
et  (11)  il  correspond  nécessairement  un  système  de  valeurs  réelles  des 
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neuf  coefficients;  on  effet  les  trois  points  A,  B,  C sont  alors  réels,  et  de  plus 
les  deux  premiers  sont  à l’extérieur  et  le  second  à l’intérieur  du  cercle 
(G);  de  ce  que  les  points  sont  réels,  il  résulte  ([ue-  leurs  coordonnéee 

respectives  i le  sont  également;  do  ce 

que  A et  B sont  hors  du  cercle  et  C dans  le  cercle,  on  conclut  que 


rt”  1 Ir  //= 

c’  c’’  1 

— ;pr,—  pri  + ' ou  p;; 


I 


sont  positifs,  et  par  suite  que  b",  <■’  sont  réels. 

(’ela  posé,  nous  avons  à distinguer  trois  cas  généraux  : 
i“  Les  quatre  systèmes  de  solutions  des  équations 

(G)  i.=  o, 

(H)  .\jr’-f-A'r'-t-A"4-2B> +2B'x*)-2B'./;r=o. 

sont  tous  les  quatre  réels. 

• Il  n’existe  alors  aucune  sécante  idéale  commune  aux  deux  courbes  (G) 
et  fH),  et  par  suite  la  transformation  proposée  est  impossible  en  quan- 
tités réelles. 

2°  Des  quatre  systèmes  de  solutions  do  (G)  et  (II),  deux  sont  réels, 
deux  imaginaires. 

Les  deux  courbes  ont  alors  deux  sécantes  communes  dont  l'une  seule- 
ment est  idéale;  le  problème  admet  donc  une  seule  solution  distincte 
(abstraction  faite  des  signes).  Pour  l’obtenir,  il  faut  remarquér  que  l’é- 
quation (2)  n’a  dans  ce  cas  qu’une  racine  réelle,  car  il  existe  un  seul 
point  réel  dont  les  polaires  par  rapport  à (G)  et  (H)  se  jpnfondent;  c’est 
cette  racine  qui  fournit  la  valeur  de  ^ dont  dépendent  tous  les  coeffi- 
cients. L’ambiguïté  relative  aux  deux  systèmes  distincts  de  valeurs  de  b,  b', 
b\  fournies  par  les  équations  (5),  (6)  et  la  seconde  des  équations  (9),  n’est 
d’ailleurs  qu’apparente,  car  on  sait  à priori  que  l’un  seulement  d’entre 
eu'x  est  réel. 

3“  Les  (|uatre  systèmes  de  solutions  de  (G)  et  (H)  sont  tous  les  quatre 
imaginaires. 

Les  deux  courbes  (G)  et  (II)  ont  alors  deux  sécantes  idéales  com- 
munes,, et  le  problème  admet  deux  solutions  distinctes.  Dans  ce  cas  l’é- 
quation (2)  a ses  trois  racines  reolles,  car  il  existe  trois  points  dont  les 
liolaires  par  rapport  à (G)  et  (A)  se  confondent,  mais  parmi  ces  trois 
racines,  il  n’y  en  a qu'une  seule  qui  rende  (A  — ^)  (A'  — X)  — né- 
gatif, et  iKiur  larpielle  l’équation  (,j)  représente  un  système  do  deux 
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ilroites  réelles.  A celle  valeur  unique  de  k,  il  correspond  d’ailleurs  effec- 
livemenl  deux  systèmes  distincts  de  valeurs  de  h,  />'  et  k". 

* En  résumé,  parmi  les  six  substitutions  distinctes  de  la  forme 


nx'+by  + c 

qui  transforment  simultanément 
1 en 


fl'  j-'+  // r'-t-c'.  ' 
II"  y -\- h"  r' + c"  ' 


A.r^  + ,V.)-'-t-  A’'  + -2Bv  + 2B'j'-t-aB’'.c)  en 


(«".r'-4-é'»'-t-c')' 


{a"x'+h"y+c"Y 


il  en  (Hiiste  deux  qui  sont  réelles,  lorsque  les  deux  fonctions  proposées  ne 
s’annulent  pour  aucun  système  de  valeurs  réelles  de  x etdej';  il  en 
existe  uno  seule,  lorsijuc  ces  fonctions  ne  s’annulent  que  pour  deux 
systèmes  de  valeurs  réelles  de  x et ,)  ; il  n'en  existe  aucune,  lorsque  les 
deux  fonctions  s’annulent  pour  (pialre  systèmes  de  valeurs  réelles  de, 
X et  . 

Il  nous  reste,  pour  compléter  la  solution  de  la  question  proposée,  à cal- 
culer les  valeurs  rie  K,  I et  J.  Pour  cela,  remarquons  d’abord  que  le 
coefficient  K est  égal  à k,  car  en  déxeloppant 

A(rt.r'-h  év'+  c + A' ( «’x' -f-  h'y-i-y  )“+  A"  (/J*x' 4-  h"y  + c")\ 

on  trouve  pour  les  coetficients  de  .r"  et  de  y les  expressions 

A«’-f-  2 B«’o’4-2  ü'n”n  + aBVa’, 

A é’4-  X'/y  y X"b"^ 4-  2 B *7/  + 2 B7/7,-  2 V’bb', 


toutes  deux  égales'à  k,  en  vertu  des  relations  (i),  {b)  et  (9).  On  vérifie- 
rait aussi  aisément  que  les  coefficients  de  x'r'  et  de  x'  sont  nuis.  Pour 
calculer  les  deux  autres  coefficients  2I  et  J,  nous  nous  appuierons  sur 
celte  remarque  évidente  cpie  toute  valeur  de  k,  qui  rend 

A ,ry  A + A " -3-  2 B ) 4-  2 B’ X + 2,  B"  X V — ( x’  -)-y  — 1 ) 


décom|K)sable  en  deux  facteurs  du  premier  degré,  rend  aussi  décompo- 
sable  en  facteurs  l’expression  transformée 

Kx"-(-  K.v’M-  2 h-' 4-  J - k {y"-+y‘  - 1 ) ; 

il  résulte  de  là  ([ue  I équation  {2)  et  l'équation 

X'_(ïK  -.l)r-(2KJ-K’-l')/  1 K-.I-Kpt=o 
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üiil  les  mêmes  raeiiies,  et  par  suite 

■iK-J  =A+.V-  A',  aKJ  — K’-  l-'^  A'A"-IJ'+-A"A-  It"-  (AV—  H’-); 
im  lire  de  là 

.1  = 2K-(A-+-A'-A'’), 

P=-f(A'— K)(A'M-K)+(A"+K)fA-K)-(A-K){A'-K)-B=-  ll'M-H"’l. 


lin  désigiiaiil  par  L et  M,  les  deux  racines  autres  que  K de  l eipiatiou  (■/), 
on  peut  encore  mettre  les  valeurs  de  I et  J sous  la  forme 

J=K  — L — M,  -l’^IK-LllK-M). 


Nous  nous  bornerons  à indiquer  succinctement  comment  b's  résultats 
précédents  permettent  de  réduire  l’intégrale 


J 


’ c/y , 

V^Acos^y  -(-  A'sin'y  + A"+  aBsiny  4-  aB'coso  4-  'iB'sinycosy 


a la  forme 


f f/r, 

J i/l’4- Usinn 


par  un  substitution  telle  que 


m -4-  « tane  - « 

tang  -tf  — •. 

sV  • I 

■ /c4-'/btng->i 

tloncevons  que  l'oti  choisisse  pour  «.  b,  r,  b',  <■',  b",  r",  les  \a- 

leurs  calculées  comme  il  a été  dit  ci-dessus;  Usera,  comme  il  est  aisé  de 
voir,  possible  de  trouver  pour  toute  valeur  do  y une  valeur  de  r,  telle, 
que  l’on  ait  à la  fois  i 


cos  V = 


« cos  >)  4-  /c  sin  r,  4-  r 
« ' cos>5  4-  b"  sin  r!  -t-  c"  ’ 


siny  = 


fl' cos >1 4-  /-''sin  r,  4-  c' 
fl"  cüS  n 4-  b''  si  n r,  4-  c’ 


ces  deux  relations  équivalent  à une  relation  unique  entre  lang  ~ ? «I 

lang-ïi,  de  la  forme 
■ 2 

I 

/«  4- « tang  - 

• 1 2 

lang  - -i  — ' — 1 

'^2  ' I 

fl4  '/tang-c, 

• > . " ' ' ‘ 2 
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üù  l'on  jifiil,  par  t-xemplo,  prondro 

m — — c — rt,  // = //  — b,  p — r.'-{-a',  y = 

On  vèrifio,  sans  difTirultc,  qiio  par  cette  siil)stitiition  rintégrale  i>ro- 
|H)S<'*e  se  transforme  en 

r dr, 

\ K ‘I. I siii 


ou  bien,  remplaçant  1 et  .1  (uir  leurs  valeurs,  en 

r dr, 

^ J K — 1.  — M + a V (1^  — L)fK  — .u).sinï) 

En  rapprochant  ce  résultat  cle'la  discussion  relative  à la  nature  réelle 
ou  imaginaire  des  coefficients  a,h,  . . . , on  arrive  à cette  conclusion. 

La  réduction  proposée  n'est  jamais  possible  en  quantités  réelles,  lorsque 
l’expression 

A cos’  Ÿ + A’sin’  (f  + A"  4-  a Bsin  » 4-  ï B'cos'f  4-  a irsin^cosy 

s'annule  pour  quatre  valeurs  distinctes  de  comprises  entre  o et  air. 
Elle  est  possible  d'une  seule  manière  distincte,  lorsque  l’expression 
ne  s’annule  que  pour  deux  valeurs  réelles  de  y;  l’éapiation  (a)  n’a 
alors  qu’une  seule  racine  réelle,  et  c’est  elle  qui  donne  la  valeur  de  K. 
Enfin,  lorsrpie  l’expression  no  s’annule  pour  aucune  valeur  réelle  do  y, 
la  réduction  est  possible  |MUir  deux  substitutions  distinctes  ; l’équation 
(a)  a dans  ce  cas  ses  trois  racines  réelles;  mais  l'une  d’elles  seulement 
rend  (A  — K)(A'— K) — B"  négatif;  et  c’est  elle  qui  fournit  la  valeur 
de  K. 

On  peut  remaniuer  que  les  deux  coefficients  aK  — L — .M  et 

K—  L)(K  — .M)  de  l’intégrale  réduite  ne  sont  pas  altérés  lorsque  l’on 
remplace  A par  A — À,  A‘  par  A'  — '/.,  et  A"  par  A*—/.,  ce  qui  ne  change 
|ias 

Acos’y  -t-  A'sin’y  4-  A”4-  a Bsin»  4-  aiB'cosy  4-  a B"sinycosy. 

En  effet,  un  pareil  changement  revient  simiilcment  à augmenter  de  X 
toutes  les  racines  de  l’équation  (a),  et  n’intlue  par  conséquent  pas'.sur 
les  valeurs  des  fonctions  ci-dessus  de  ces  racines.  Les  coeflicients  de  lit 
substitution  ne  subissent  non  plus  aucune  modification  dans  leurs  va- 
leurs; ce  qui  résdlte  d’ailleurs  à priori,  de  ce  fait  évident  que  toute 
substitution  satisfaisant  aux  conditions  énoncées  au  commencement  de 
cet  article  Iransformc  nécessairement 

( .\  — ’x  J.I.’  4-  (A’  — '^)j‘  "b  -f-  ii4-  a B )■  4 'a  B x 4~  a B -r  v 
en 

( K—  >1  ( j”4-  r’’  ) 4-  a h ' 4-  ■!  4-  '>■ 

((•(".r'4é”i'4c")’ 
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ly.  — Sur  les  xoordonnéfs  syinvlrii/iics. 

Les  formules  qui  servent  à trouver  l'équation  générale,  on  coordonnées 
do  Descartes,  des  projections  centrak's  d une  courbe  donnée,  sont  suscep- 
tibles d’interprétations  directes,  entièrement  indépendantes  dos  considé- 
rations à l’aide  desquelles  on  les  a d'abord  établies.  Ou  est  ainsi  cfmduit 
à les  regarder  comme  exprimant  en  langage  algébrique  la  définition  d'un 
mode  de  transformation,  que  l'analogie  pennel  d’éU'tidre  immédiatement 
aux  ligures  à trois  dimensions,  (’.onrevons  en  elfet  que  -r,  y,  z,  étant  les 
coordonnées  d’un  point  quelcomiue  de  l'espace,  on  détermine,  par  une  con- 
struction d’ailleurs  susceptible  d’énoncés  géométriques  divers,  un  nouveau 
point  (x',  y',,z']  lié  au  premier  par  les  relations  * 

n.r' by  + rz' + d _ ' c/'.r'-t-// 

^ + «•”x'-+-r’r’+c"i'-+-rr  ’ 

a" .r‘ b”  y v"  z' + d" 
a'" x' b'" y r‘"  z' ->r  il"' ' 

la  ligure  formée  par  les  points  (x', z')  pourra  être  considérée  comme 
la  transformée  de  la  figure  formée  par  les  points  (x,- v,  z). 

Bornéo  au  cas  des  figures  planes,  l’étude  directe  d’un  pareil  mode  de 
transformation  ne  saurait  évidemment  fournir  aucune  proposition  qu’il 
ne  soit  possible  d’établir  d’une  manière  plus  intuitive,  par  les  principes 
de  la  projection  centrale,  et  l'auteur  de  la  Théorw  des  Propriétés  projec- 
tives a montré  lui-môme,  en  créant  la  notion  de  V homologie,  qu’une  ana- 
lyse purement  géométriciuo  des  méthodes  de  perspective  suffit  pour  en 
dégager  les  résultats  généraux,  sous  une  forme  qui  n’exige  plus  que  les 
Constructions  et  les  raisonnements  de  la  géométrie  plane.  Mais  les  prin- 
cijtes  de  l’homologie  s’étendent  à l’espace  aussi  bien  que  les  formules 
[voir  le  Supplément  du  Truité  des  Propriétés  projectives),  et  bien  que  la 
transformation  que  celles-ci  servent  à définir,  paraisse  dans  l’espace  plus 
générale  (jue  la  tran.sformation  homologique,  elle  lui  est  au  fond  réduc- 
tible; il  suffit  pour  cela  de  combiner  la  transformation  homologique  avec 
une  opération  spéciale,  que  l'on  peut  regarder  comme  l'un  de  ses  cas  par- 
ticuliers, et  qui  consiste  simplement  à déduire  d’une  figure  donnée,  rap- 
portée à un  certain  système  de  plans  coordonnés,  une  figure  nouvelle,  ou  - 
les  coordonnées  do  chaque  point  ont,  par  rapport  à tin  nouveau  système 
de  plans  coordonnés  formant  un  angle  trièdre  différent  du  premier,  les 
mêmes  valeurs  que  les  coordonnées  anciennes  du  point  correspondant. 

Quel  que  soit  d’ailleurs  l’intérét  qui  s’attache,  sous  un  point  de  vue 
philosophique,  aux  formes  géométriques  diverses  que  peut  revêtir  la 
méthode  de  Iransformatioa  analytiquement  définie  ci-dessus,  il  est  juste 
d’on  rapporter  les  résultats  essentiels  à l’idée  mère  de  la  projection  cen- 
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tralo,  Joal  elles  sont  liistoriquenient  et  logiquenieiil  dérivées.  Sous  cet 
aspect,  il  parait  i>erniis  de  rattacher  à la  même  origine,  la  conception  de 
géométrie  analyliciue,  aujourd’hui  bien  répandue,  qui  constitue  la  mé- 
thode des  coordonnées  symétriques.  C’est  l’objet  que  nous  nous  propo-> 
sons  ici  de  développer. 

La  forme  sous  laquelle  nous  avons  jusqu’ici  considéré  la  substitution 
coiTcspondante  à la  transformation  d’une  figure  par  voie  de  projection  f 
centrale,  devient  plus  symétrique  lorsque,  pour  désigner  les  deux  coor- 
données de  chaque  point  de  la  figure  ou  de  sa  projection,  on  emploie 
deux  rapports  ayant  mémo  dénominateur,  et  que  l’on  remplace,  par 

exemple,  .r  par^i  r par^i  x'  par  -^i  r'  par'^-  Par  l’introduction  de  ces 

nouvelles  lettres,  les  premiers  membres  des  équations  d’une  courbe  ot  de 
sa  projection  se  présentent  comme  des  fonctions  homogènes  à trois  va- 
riables, F(x,  J,  y,  z');  et  la  substitution  propre  à transformer 

la  première  en  la  seconde,  peut  alors  s’écrire  sous  une  forme  identiipie  à 
celle  que  l’on  emploie  le  plus  communément  dans  l’algèbre  et  la  théorie 

des  nombres  ; 

» 

X = fljr' -+-/;)■' -f- ci',  y = a' x’ -h />' y c' z%  z = fi’x' + //y c"z'. 


On  conçoit  aisément  que  dans  ces  notations  les  expressions  algébriques 
qui  répandent  à des  propriétés  projectives,  acquerront,  en  général,  plus 
d’élégance  et  de  symétrie;  les  travaux  de  Jacobi,  de  Pluckcr,  d’Otto 
Hesse,  sur  la  géométrie  analytique,  en  oBrent  de  beaux  exemples;  c’est 
ainsi  encore  que  si,  l’on  désigne  par /{x,  r,  s)  = o l’équation  rendue 

homogène  d’une  courbe  d’ordre /«,  par  y,  les  coonlonnées  d’un  point 

"T  ’-ï 

de  son  plan,  l’équation  de  la  polaire  d’ordre  du  point  par  rapjiort  à la 
courbe  peut  s’écrire  sous  l’une  des  deux  formes  symboliques 


(x 


Mais  il  convient  de  remarquer  que  la  symétrie  obtenue  do  celle  ma- 
nière esl  plutôl  apiwrenle  que  réelle,  plulôl  algébrique  que  géométrique, 
car  toutes  les  variables  ne  jouent  pas  le  même  rôle  dans  l’interprélation 
concrète,  à moins  toutefois  qu'on  ne  la  regarde  comme  ayant  pour  objet 
de  substituer  l’étude  des  cônes  à celle  des  courbes.  .Mais  ce  dei  nier  point 
de  vue  no  s’étend  pas  aux  figures  à trois  dimensions,  et  c’est  à propre- 
ment parler  dans  la  conception  qui  permet  d’attribuer  des  .significations 
géométriques  similaires  à toutes  les  variables  d’une  équation  homogène  à 
trois  ou  quatre  lettres,  que  consiste  le  principe  de  la  méthode  des  coor- 
données symétriques.  Cette  conception  dérive,  d’une  manière  fort  simple, 
de  l’étude  des  formules  de  transformation  par  voie  de  projection  centrale. 
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N 

_ n.v' hr' r + v'-4-o' 

a" -k' h“ y ' ■ a’ .r' -ir  h" y " 

et  imaginons  que  l’on  trace  clans  le  plan  du  tableau  les  trois  droites  (A  ), 
(A'),  (A"),  qui  ont  respectivement  pour  équations  ; 

(A)  + = O,  (A')  rt'x'4- r' = O. 

(A")  /»'x'H-iy4-c”=o, 

On  sait  que  les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  les  expressions 
des  distances  du  point  [x\  y)  aux  trois  droites  correspondantes,  à des 
facteurs  constants  près;  de  là  résulte  que,  l’équation  d’une  courbe  en 
coordonnées  de  Descartes  étant  donnée,  il  sullit,  pour  obtenir  celle  de 
l’une  quelconque  de  ses  projections  centrales,  de  rendre  d’abord  l’équa- 
tion homogène  par  l’introduction  d’une  nouvelle  variable  z,  et  de  consi- 
dérer ensuite  les  trois  lettres  x,  y,  z comme  désignant,  à .des  facteurs 
constants  prés,  les  distances  d’un  point  de  la  projection  à "trois  droites 
arbitraires  fixes  situées  dans  son  plan. 

On  est  ainsi  conduit  à définir  en  général  la  position  d’un  point  dans 
un  plan,  en  se  donnant  les  produits  respectifs  des  distances  de  ce  point 
à trois  droites  arbitraires  fixes,  par  trois  nombres  arbitraires  fixes.  Nous 
nommerons  les  trois  droites  fixes,  axes  de  refereme,  les  trois  multi- 
plicateurs fixes,  paramètres  tir  référence,  et  les  trois  produits  cnor- 
thnnées  symétriijaes  du  point.  Dans  ce  système  de  coordonnées,  tout 
lieu  géométrique  ]ieut  être  représenté  par  une  relation  homogène  entre 
les  trois  coordonnées  de  chaque  point;  et  pour  passer  d’upe  courbe  don- 
née à l’une  quelconque  de  ses  projections  centrales,  on  peut  à volonté 
effectuer  une  substitution  linéaire  dans  l’équation  symétrique  de  la  courbe, 
en  regardant  le  résultat  comme  relatif  au  mémo  système  de  référence,  ou 
bien  conserver  l’équation  proposée  clle-môme,  en  changeant  simplement 
le  système  de  référence.  Ce  dernier  point  de  vue,  qui  permet  de  con- 
fondre dans  une  représentation  unique,  tout  le  groupe  des  courbes  qui 
peuvent  se  déduire  les  unes  des  autres,  par  voie  de  projection  centrale, 
fait  ressortir  la  profonde  analogie  du  problème  algébrique  de  la  réduction 
d’une  fonction  homogène,  avec  la  méthode  si  efiicacement  employée  dans 
cet  ouvrage,  jwur  ramener  l’étude  des  propriétés  d’une  ligure  à celle 
d'une  figure  plus  simple. 

A côté  de  l’origine  logique,  attribuée  dans  ce  qui  précède  à la  méthode 
des  coordonnées  symétriques , on  peut  en  signaler  une  autre  dans  cer- 
taines nolations  abrégées  que  Bobillicr  a le  premier  employées  d’une  ma- 
nière systématique;  mais  il  n’en  est  pas  moins  vrai  que  ce  nouveau  mode 
île  représentation  analytique  des  figures  n’a  le  plus  généralement  un 
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« . avantage  marqué  sur  l’analyse  de  Desrartes,  ([ue  dans  les  questions  rela- 

tives aux  propriétés  projectives,  et  qui  n’impliquent  aucune  détermination 
métrique  spéciale  du  système  de  référence.  Ce  n’est  en  ellet  «pi’à  la  con- 
dition de  laisser  dans  une  complété  indétermination,  et  1a  |K)sition  des 
axes  et  les  valeurs  des  iwramèlres  de  référence,  qu’il  sera  permis  do 
regarder  l’équation  d’une  courbe,  et  tous  les  résultats  qui  s’y  rapportent, 
comme  s’appliquant  sans  modification  à l’une  quelconque  de  ses  projcc- 
■tions  centrales. 

Nous  nous  bornerons  à exposer  succinctement,  parmi  les  formules  re- 
latives au  calcul  des  coordonnées  symétriques,  celles  dont  l’emploi  paraît 
le  plus  avantageux  dans  l’analyse  des  transversales. 

La  question  fondamentale  dans  ce  genre  de  recherches  est  la  sui- 
vante : Étant  données  les  coordonnées  symétriques  do  deux  points 
M|,  Z,)  et  M,,  (x„  2,),  calculer  les  coordonnées  (x,  r,  z)  du 

point  M,  situé  sur  la  droite  M,M,  de  manière  que  l’on  ait 

M.M,  > 

.M.VI,  “ «■ 

En  supposant  d’abord,  pour  fixer  les  idées,  les  points  M,  et  M,  dans 
l’intérieur  du  triangle  de  référence,  et  le  point  M entre  les  points  .M,  et 
M,,  on  trouve  aisément  pour  x,  y,  2 tes  expressions 

px -(-’/x  y.z  +lz 

x = !— ! î,  y — ‘---L---,--!?,  Z = 

fit  — A U -4—  A'  jÂ  A 

La  discussion  de  ces  formules  conduit  par  des  considérations  analo- 
gues à celles  qui  se  présentent  au  début  do  l’analyse  de  Descartes,  à pré- 
ciser la  notion  des  coordonnées  symétriques  en  les  affectant  d’un  signe,  et 
à nommer,  en  général,  coordonnées  symétriques  d’un  point,  les  distances 
de  ce  point  aux  trois  axes  do  référence,  multipliées  respectivement  par 
trois  nombres  arbitraires  fixes,  et  précédées  du  signe  -1-  ou  du  signe  — , 
suivant  que  le  point  est  situé  par  rapport  à Taxe  correspondant,  du  môme 
côté  que  le  point  do  concours  des  deux  autres  axes  ou  d’un  côté  diffé- 
rent. On  peut  d’ailleurs  remarquer  que  l’on  arrive  directement  à la  môme 
définition  du  signe,  on  partant,  comme  nous  l’avons  fait  ci-dessus,  do  l’in- 
terprétation des  formules  de  projection  centrale. 

En  supposant,  en  second  lieu,  le  point  M non  situé  entre  M,  et  M^, 
on  trouve  de  môme  aisément  les  expressions 


qui  se  déduisent  des  précédentes  par  le  changement  du  signe  de  -• 
Réciproquement,  lorsque  les  coordonnées  de  trois  points  sont  liées  entre 
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elles  par  les  relations 


. — ; — ~ = — T—  = — ) où  U et  * sont 

+ f<r,  + A/,  f*3,+  Aî, 

(les  nombr(!S  queleomjiies  positifs  ou  négatifs,  on  voit  par  ce  qui  précède 
que  le  point  M (x,  » z)  est  situé  sur  la  droite  qui  joint  le  point 
(-^11  .'•  n 2|)  su  point  M,  (.r,,  _r„  z,),  que  le  rapport  des  distances  MM,  et 

MM,  est  égal  à la  valeur  absolue  du  rapport  et  enfin  que  le  point  M est 

entre  les  points  M,  etM,  ou  sur  le  prolongement  do  M,M,,  suivant  que  / et  (t 

. ont  le  même  signe  ou  des  signes  différents.  L’élimination  de  ^ entre  ces  deux 

fl  . , 

é(|uations  donne  celle  de  la  droite  M,  M,  sous  la  forme  symétrique 

' {j, Z, -2, 2, J, -v,.r,)2  = o. 

Les  formules  qui-  jrrécèdont  permettent  d’interpréter  géométriquement 
plusieurs  des  éléments  analytiques  que  l’on  rencontre  dans  l’étude  des 
fonctions  homogènes.  Concevons  que  dans  une  pareille  fonction z) 
on  subslitue  à x,  r,  z les  quantités  fix,-|->.r,,  f»/',  + V,,  fi3,-U^z„  et 
que  l’on  développe  le  résultat  par  rapport  aux  puissances  de  X et  de  fi, 
les  divers  coeHicients  do  cette  expression  représenteront  certaines  gran- 
deurs géométriques  faciles  à définir,  dépendant  de  la  position  relative  des 
points  (.r„  r,,  z,),  (.r„  r„  z,),  et  de  la  courbe  dont  l’équation  est 
/(x,  r,  z)  = o.  En  combinant  les  divers  coefficients,  on  retrouve  ainsi, 
par  une  discussion  fort  simple,  le  théorème  de  Carnot,  les  propriétés  des 
polaires  des  divers  ordres,  et  la  plupart  des  résultats  généraux  de  l’ana- 
lyse des  transversales.  Mais  ce  n’csl  point  ici  le  lieu  de  développer  les 
conséquences  de  cette  interprétation;  rappelons  toutefois,  i“  que  l’équa- 

qtic.1  (Poncelet)  du  point  (5,  n,  £)  par  rapport  à la  courbe/ (x,  /,  z)  o, 
et  que  l’axe  harmonique  d’un  point  situé  sur  la  courbe  se  confond  avec 
la  tangente  en  ce  point;  a“  que  l'expression  ax-\-bx+cz  représente,  à 
un  facteur  constant  près,  la  distance^ du  point  (x,  _y,  s)  à la  droite  qui  a 
pour  équation  nx  ■+■  by+cz  = n. 

Transformation  des  coordonnées.  — Soient 

ux-f-^r-t-cz  = O,  «'x-t-//'_v-|-c’z  = o,  a"x-|-6'’_v-t-c‘'z  =o, 

les  équations  de  trois  droites  qui  ne  concourent  pas  en  un  même  point, 
ce  qui  exige  que  ab'c"  — nc'b"-yhc'a“  — ba'c’‘  + cn'b" — cb’a"  ne  soit  pas 
nul.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l’équation 

f(ajc+br  + cz,  a'j--hb'y  + e'z,  a"  se '+ b" y -y  c"  z)  = o 

représente  dans  le  système  donné  de  référence  la  même  courbe  que  celle 
qui  serait  représentée  |>ar  /(x,  r,  z)  = o.  dans  un  nouveau  système  où 


tion  X -t-jv -I- z-^  = O représente  Y axe  des  moyennes  hnrmoni- 


Oigitize(t  by  Google 


NOTES  ET  ADDITIONS.  'Oi 

* 'V* 

l’on  choisirait  pour  axw  les  (rois  droites,  et  pour  paramétres  les  trois  fac- 
teurs numériques  par  lesquels  les  trois  expressions  ax  + i)  -)-c3  doi- 
V Ht  être  multipliées,  pour  fournir  les  distances  respectives  du  point 
(x,/,  a)  à ces  droites.  ' 

' Cette  remarque  contient  la  solution  du  prolilè.me  do  la  transformation.,, 
des  coordonnées  symétriques,  lequel  consiste,  étant  donnée  l’équation 
d’une  courbe  dans  un  certain  système  do  référence , à découvrir  la  sub- 
stitution propre  à fournir  l'équation  tie  la  même  courbe  dans  un  nouveau 
système.  Nous  définirons  ce  nouveau  système  en  nous  donnant  les  coor- 
données des  sommets  o,  o',  o*  dn  triangle  forme  par  les  nouveaux  axes. 
Quant  aux  paramètres,  nous  les  choisirons  dans  lo  courant  du  "calcul,  de 
manière  à apporter  la  plus  grande  simplification  possible  dans  les  résultats. 

Soient  donc  (ç,hî,  Ç),  (|',  r,',  ;'),  (|”,  r,",  les  coodonnees  des  trois 
points  o,  o',  o';  les  équations  îles  trois  droites  o'n”,  n"o,  oo'  seront  respec- 
tivement : 

(oV)  + 

(o'o)  (n“Ç -r»)x-+-(!;"«-;';)r-l-(4'»",-,'5)a  = o, 
joo')  (ni;'  — Çn' — ïs' )v-t-^ïr,' — »ç’  )a  = o. 

Lès  premiers  membres  de  ces  équations  représentent,  à des  facteurs 
numériques  près,  les  distances  du  point  -r,  r,  z aux  droites  correspon- 
dantes ; si  donc  on  prend  pour  paramètres  de  référence  ces  trois  facteurs, 
et  que  l’on  désigne  les  coordonnées  nouvelles  par  X,  Y,  Z,  on  aura 

X=(VÇ*-Ç'r,’')x-|-(ïT-?'r)v4-(?’«''-i!T)ï. 

Y = (r,»; -!;"r,  )x-+-(ï*ç-?'ï  )v-b(r>i -n'ï  )3, 

Z =(nV  -?r/ -çr  )r-t-(ïV-.iV  )=, 

d’où  l’on  déduit,  en  posant  A = 

Ax  = 5X  d“ -t- ç”Z  , 

A_r  = >:  X -i-  r'\ 4-  «"Z , 

Az  = ;x-t-î'Y4-rz. 

En  résumé  donc,  si  f(x,j\z)-=o  est  l’équation  d’une  courbe  dans 
un  certain  système  do  référence,  l’équation  de  la  même  courbe  par  rap- 
port à un. nouveau  système,  où  les  points  de  concours  des  axes  ont  res- 
pectivement |X)ur  coordonnées  (? , »,’?),  (?',  V,  t'),  (?”,  D,  pourra,  en 
choisissant  convenablement  les  paramètres,  se  mettre  sous  la  forme 

/(5X-h?'V4-?'Z,  «iX-l-VY-f-n'Z,  ÇX-+-Ï'Y-+-Ï’Z)  o. 

Du  triangle  jx)lairc  conjugué  à deux  ronir/ue.i.  — On  a vu  dans  lo_ 
V'  cahier  (p.  270  et  suiv.)  que,  lorsque  deux  coniques  sont  situées  dans 
le  môme  plan,  il  existe  en  général  dans  ce  plan,  un  triangle  unique  dont 

34.  \ 
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cliaque  sommet  a pour  polaire  commune , par  rapport  à chacune  des  co- 
niques, le  côté  opposé.  Ce  théorème  ne  cesse  d’avoir  lieu  que  lorsque  les 
deux  coniques  sont  simplement  tangentes;  lorsque  les  coniques  sont  dou- 
blement tangentes,  le  triangle  polaire  conjugué  comporte  une  certaine 
indétermination. 

Lorèque  l’on  prend  pour  axes  de  référence  les  cétés  du  triangle  polaire 
conjugué  à deux  coniques,  les  équations  de  celles-ci  se  présentent  sous  une 
forme  iwrticulièremenl  simple,  et  qui  facilite  notablement  la  solution  de 
divers  problèmes  relatifs  à leur  système. 

Soit,  en  effet, /{.r,_y,  z)  = o l’équation  d’une  conique;  les  polaires  des 
points  (y'=  O,  Z = o),  ,(z  = O,  .r  = o),  (x  = o,x  = o)  ont  respectivement 
pour  équations 

. <l.f  <if 

dy~°' 

pour  ((ue  ces  trois  droites  se  confondent  respectivement  avec  les  trois 
axes,  il  faut  nécessairement  que  l’on  ait 

f(Xyy,z]  = nx^-^hy^  + cz^. 


D’où  il  résulte  que  les  équations  des  deux  coniques  données  pourront 
s'écrire 

ax' -^hjr-\-cz‘ = O,  i/x'‘  + b'y‘+c'z^=o, 

ou  enfin,  en  choisîs.sant  convenablement  les  paramètres  de  référence, 
que  rien  d’ailleurs  n’empèche  de  sup|)osor  imaginaires, 

x‘‘  -f-^  ’ -f-  z’  = O et  ax^  -i-  bjd  4-" cz’  = O. 

Lorsque  les  deux  coniques  données  sont  doublement  tangentes,  deux  des 
coefficients  «,  b,  c de  la  dernière  équation  sont  égaux  éntre  eux.  Nous 
nous  bornerons  à indiquer  sans  démonstration  une  remanpie  dont  nous 
aurons  besoin  plus  loin,  à savoir  que  la  polaire  réciproque  de  la  première 
conique  par  rapport  à la  seconde  a pour  équation 


a‘x‘Jrb'x‘+c‘z^=a. 

f - — liéilm  tio/t  simultanée  de  deux  fonctions  homogènes  du  second  degré 
a ries  sommes  de  carrés. 

Le  problème  de  la  réduction  simultanée  de  deux  formes  quadratiques 
s’énonce  de  la  manière  suivante  : Étant  données  deux  fonctions  homo- 
gènes du  second  degré  à m variables,  déterminer  les  coefficients  d’une 
substitution  linéaire  homogène  propre  h transformer  simultanément  les 
deux  fonctions,  chacune  dans  la  somme  des  carrés  des  nouvelles  variables 
multipliés  respectivement  par  des  coefficients  constants. 

Pour  préciser  la  question,  nous  ajouterons  la  condition  que  dans  l’une 
des  deux  transformées,  les  coefficients  deviennent  ég^ux  à l’unité. 
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Lorsque  les  fonctions  proposées  ne  renferment  que  trois  variables,  le  pro- 
blème se  rattache  "éoméiriquement  à la  détermination  du  triangle  polaire 
conjugué  à deux  coniques,  expliquée  dans  le  \"  Cahier;  lors<iu'ellos  renfer- 
ment (luatre  variables,  il  se  rattache  de  même  à la  détermination  du  té- 
traèdre conjugué  à deux  surfaces  du  second  ordre,  expliquée  dans  le  Traité 
des  Propriétés  projectives.  Ij  solution  à laquelle  on  est  conduit,  dans  l’un 
ou  l'autre  cas,  par  les  considérations  de  géométrie  fondées  sur  les  théo- 
rèmes de  M.  Poncelet,  peut  d’ailleurs  être  aisément  dégagée  de  ces  con- 
sidérations, et  l’on  reconnaît  alors  qu’elle  s’applicpte  à un  nombre  quelcon- 
que de  variables. 

Soient 

F = A j-’-l-  A'  r'-4-  A"  a’ -f- ’iH  rs  -t- 'jiB'  3x-t- a B"xr, 

F,  = A,  -I-  A',  v’  A'  l’  -1-  a B,.rî  + 2 B',  j-r  -f-  ï B’J  jj-, 

deux  fonctions  homogènes  du  second  degré;  pro|)Osons-nous  de  calculer 
les  cocllicienls  d’une  substitution 

(i)  < = nX4- , 

( Z ='X-4Ï'Y-|-:'’Z, 

assujettie  à la  condition  de  transformer  simultanément  F en  X’-3-  Y'-f-Z', 
et  F,  en  «X’  -|-/»Y'^-f-cZ\ 

U suffit  de  rapprocher  la  question  ainsi  posée,  de  ce  qui  a été  dit  ci- 
dessus,  relativement  à la  transformation  des  coordonnées  et  au  triangle  po- 
laire conjugué  à deux  coniques.  ]>our  reconnaître  que  les  tcois  gropiæs  de 
coefficients  (;,  r>,X),  (5',  >i',  ?'),  (5",  n”,  i;’)  sont  respectivement  proportion- 
nels aux  coordonnées  des  trois  points  qui  ont  la  même  polaire  par  rap- 
port aux  deux  courbes  F = o,  h’,  =,o.  Le  problème  se  trouve  donc  ramené 
à la  détermination  de  ces  points., Or,  si  l’on  désigne  par  z les  coor- 
données de  l’un  quelconque  d’entre  eux,  elles  satisfont  aux  relations 

r/F.  (fF,  ..r/F  .r/F,  ..r/F  . r/F,  _ 

dx  ■ dx  " d)  ‘ dy  " dz  ' dz  ’ 

posant  chacun  de  ces  trois  rapports  égal  à X,  on  obtient  les  équations 

MAX-A,)j-1-(B''6-B';)/4-(B'à-B',)z  = o, 

(•2)  (B")i-Br,)x-t-{A'i-A’,).r-HB  X-B,)3=o, 

( (B'X-B',)x-+-(B  X-B,  )j-4-(A"X-A';)a  = o, 

et  l’élimination  de  x,  y,  z donne,  pour  déterminer  X,  l’équation  du  troi- 
sième degré 

AX-A,  B’'X-B"  B'X-B', 

B’’X-B’  A'X-A',  BX-B,  o. 

B'X-B',  BX-B,  A'’X-A'; 
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Soieiii  À, , \ les  trois  i-acines  de  cette  équation  ; soient  encore  I , >i,  Ç 
les  valeurs  de  x,  jr,  z correspondantes  à la  valeur  \ ; n\  Ç'  celles  qui 
répondent  à X,  ; ï"  celles  qui  répondent  à X,.  Il  importe  de  remar- 

quer que  de  cette  manière  les  valeurs  de  I,  etc.,  ne  sont  pas  encore  en- 
tièrement déterminées;  ce  (pii  est  connu  en  réalité,  ce  sont  les  rapports 
mutuels  des  trois  inconnues  d'un  môme  groupe,  et  il  sera  permis  par 
Conséquent  de  joindre  une  quatrième  équation  do  condition  aux  équa- 
tions (2).  Quoi  qu’il  en  soit;  en  prenant  ces  quantités  pour  les  coefficients 
de  la  subslitution  (1),  on  sait  à priori,  par  la  géométrie,  que  les  deux  fonc- 
tions F et  F,  se  transformeront  chacune  en  une  somme  de  carrés';  la  véri- 
fication analytique  n’oifre  point  de  dilliculté;  les  théorèmes' d’analyse  sur 
lesquels  elle  repose,  bien  que  correspondant  à autant  de  théorèmes  de 
géométrie  qui  peuvent  en  faciliter  la  découverte,  s’étendent  d’ailleurs  aux* 
cas  d’un  nombre  quelconque  de  variables. 

Cetté  vérification,  (|u’il  nous  parait  inutile  de  développer,  donne  pour 
la  transformée  de  F 

F(ï,  r„  ï)X'+F(4',  r,',  Ç')V'-+F(H'’',  V',  t")Z\ 
et  pour  celle  de  F, 

F,(2,  r,,  î)'.V'+F,(r,  n’,  i;')V'4-F,(r,  a', 

Si  floue,  comme  cela  est  [>ermis,  l’on  joint  aux  équations  (2)  l’éqùa-  . 
lion  F (x,  f,  z)  = i,  pour  déterminer  entièrement  les  trois  groupes  de 
coefficients  (H,  n,  (5',  r/,  Ç' j,  • {ç”,  j)",  Ç"),  et  si  l'on  remarque  d’au- 
tre part  que 

Ç)  - O.  X,F  (r,  V,  ?')  -F,(r,  V,  î:')  = o, 

et  ■ 

?")- F, 

on  obtiendra  en  définitive,  pour  les  transformées  de  F et  F,, 

X’'+Y’+Z’  -et  X,X’^-X,Y’-t-X,Z^ 

En  généralisant  les  résultats  obtenus , par  l’extension  à un  nombre 
quelconque  de  variables,  on  retrouve  donc  ainsi  la  solution  do  problème 
de  la  réduction  simultanée  des  fonctions  quadratiques,  telle  qu’elle  a été 
donnée  par  Jaçobi.  Cette  solution  échoue  généralement  lorsque  l’équation 
en  X a des  racines  égales,  mais  elle  peut  au  contraire  devenir  indéter- 
minée, lorsqu’il  existe,  en  outre,  certaines  autres  relations  entre  les  coéf- 
ficients  des  fonctions  proposées.  Ces  cas  singuliers  correspondent  géomé- 
triquement à l'exception  que  comporte  le  théorème  relatif  au  triangle 
polaire  conjugué  à deux  cliniques,  lorsque  celles-ci  sont  simplement  tan- 
gentes entre  elles,  et  .à  l'indétermination  relative  au  double  conlact'  Cotte 
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remarque,  surtout  en  y joignant  les  considérations  analogues  au.\quelles 
donnent  lieu  les  surfaces  du  secoiul  ordre,  faciliterait  sans  doute  l'étude 
analytique  des  cas  d’exre|)lion. 


111. 

ntClIEKCIIES  A.NALÏT10CES  81H  LES  füLÏÜO.NES  SIMLLrA.NEMEIST  INSCRITS 
ET  CIRCONSCRITS  A DELA  Caj.NiqCES; 

Par  M.  Mootahii. 

Les  Notes  i|ui  précédent  ont  pour  objet  do  faire  concevoir  l'ellicacité, 
en  dehors  tle_la  géométrie  même,  des  principes  et  des  méthodes  exposés 
dans  les  J/jjjlictilinns  iCAntdyst:  et  de  Céornétrie.  Mais  à côté  des  prin- 
cipes et  des  méthodes,  à côté  des  rédexions  lumineuses  par  lesquelles 
l'auteur  éclaire  l’emploi  de  l’analyse  des  coordonnées  et  assure  la  mar- 
che du  calcul  algébrique,  en  l’accompagnant  d’une  interprétation' en  quel- 
que sorte  continue,  cet  ouvrage  renferme  aussi  certaines  théories  élé- 
mentaires très-fécondes,  qui,  restées  ignorées  ju-'^qu’à  la  publication  du 
Truité  (les  Pnipriétês  projeetiees,  sont  devenues  depuis  lors  et  peuvent 
devenir  encore  l’objet  de  nombreux  travaux.  Telle  est  particulièrement 
la  théorie  des  polygones  à la  fois  inscrits  et  circonscrits  à des  coniques, 
dévelop|)ée  dans  le  \T'  cahier.  Un  des  corollaires  de  cette  théorie  (iv«> 
p.  33Ü)  enseigne  la  manière  de  former  algébriquement  la  relation  qui  lie 
entre  eux  les  rayons  et  la  distance  des  centres  de  deux  circonférences, 
l’une  inscrite  et  l’autre  circonscrite  à un  môme  polygone.  Lexistencaî 
d’une  pareille  relation  constitue  à elle  seule  un  fait  géométriipie  remar- 
quable, qui,  avant  la  découverte  du  théorème  de  M.  Poncelet,  n’avait  été 
reconnu  par  Kuler  que  pour  le  cas  du  triangle,  et  n’avait  pu  être  que  sou|)- 
çonne  par  l’uss  pour  le  cas  général  d’un  polygone  tpielconque.  On  sait 
en  efl'et  que  Fuss  n’avalt  considéré  que  le  cas  où  les  polygones  simultané- 
ment inscrits  et  circonscrits  aux  deux  cercles  sont  symétriques  par  rap- 
port à la  ligne  des  centres. 

(Juant  au  problème  fondamental  de  la  théorie  {voir  l’énoncé,  p.  348), 

11  a fait  l'objet  d’un  Mémoire  de  Jacobi  [Joitrmil  de  Cnd/e,  t.  111,  an-  , 
née  i8'i8),  dans  lequel  l’illustre  géomètre,  après  avoir  rappelé  la  solution 
exposée  dans  le-  Traité  des  Propriétés  projectives,  en  rattache  l’interpré- 
tation analytique  à certaines  i)ropriétés  des  fonctions  elliptiques,  et  dé- 
duit de  la  comparaison  des  deux  méthodes  une  construction  géométrique 
pour  la  multiplication  et  l’addition  des  sinus  d’amplitude.  11  convient 
d'ailleurs  de  remanpier  que  la  forme  donnée  à la  solution  par  Jacobi  ne 
s'applique  (|ue  dans  l’bypothèse  où  les  conicpies  données  sont  des  cercles  : 
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ce  qui,  grâce  aux  principes  de  projection  centrale  posés  par  M.  Poncelet, 
ne  nuit  en  rien  à la  généralité  des  conclusions  géométriques,  mais  n’en 
laisse  pas  moins,  lorsqu’on  se  place  au  point  de  vue  de  l’analyse  des 
coordonnées,  désirer  une  solution  plus  générale  et  plus  complète. 

En  essayant  d’aborder  directement  par  la  méthode  des  coordonnées 
symétriques,  avant  d’avoir  eu  connaissance  du  Mémoire  précité,  la  solu- 
tion de  ce  problème  : Trouver  la  courbe  enveloppe  du  côté  libre  d'un 
polrgone  de  n côtés,  dont  les  autres  côtés  touchent  une  conique  don- 
née, et  dont  les  sommets  décrivent  une  autre  conique  donnée,  j’ai 
rencontré  une  loi  de  récurrence  assez  simple  |)Our  la  formation  des  équa- 
tions successives  relatives  aux  cas  de  3,  4,  • • •,"  côtés.  L’élude  de  cette 
loi  de  récurrence  se  ramène  à celle  de  certaines  équations  fonctionnelles, 
dont  la  solution  fait  retrouver  directement,  non  [»as  les  fonctions  ellip- 
tiques elles-mêmes,  mais  les  transcendantes  h et  U qui  en  forment  les 
numérateurs  et  les  dénominateurs.  Plusieurs  des  propriétés  de  ces  fonc- 
tions se  trouvent  ainsi  rattachées  au  théorème  de  M.  Poncelet  par  une 
voie  entièrement  différente  de  celle  qui  a été  suivie  par  Jacobi. 

Enoncé  du  problème.  — Pour  faciliter  la  mise  en  équation  du  pro- 
blème, nous  en  modifierons  l’énoncé  et  le  présenterons  sous  la  forme  sui- 
vante ; « Étant  données  deux  coniques  (,l„)  et  (ilb) , soit  pris  sur  (A.,) 
» un  point  quelconque  M„;  soit  (D,)  la  polaire  de  par  rapport  à' ( ifb ), 
» et  M|,  M',  les  points  où  (D,)  rencontre  (X,).  La  polaire  de  M,<  par 
» rapport  à ('il',)  rencontre  (A-,)  en  M„  et  en  un  second  point  M^,  do 
» même  la  polaire  de  M',  rencontre  {A„)  en  M,  et  en  un  second  i>oint  M',  ; 
» joignons  M,M',  et  désignons  par  (Dj)  la  droite  ainsi  obtenue.  La  polaire 
» de  M,  rencontre  {A-,)  en  M,  et  en  un  second  point  M, ; de  môme  la 
» polaire  de  M',  rencontre  (ol.,)  en  M',  et  en  un  second  point  M',;  joi- 
» gnons  MjM'j,  et  désignons  par  (Dj)  la  droite  obtenue.  En  continuant  la 
» même  suite  de  constructions,  on  obtient  une  double  série  de  points 
» M,,  Mj,  ...,  M,,,  M',,  Mj,  ...,  Mp,  et  une  série  do  droites  (D,), 
» (Dj),  ■ . .,(D^)  joignant  resiiectivoment  ces  points  deux  à deux.  Nous 
• nommerons  les  droites  succe.ssives  (D,),  (D,l,  ...,{D^)  les  cordes  déri- 
» véos  d’ordre  1,  -i,  ...,p  du  point  M„.  Cela  posé,  le  problème  que  nous 
1)  nous  proposons  de  résoudre  consiste  à trouver  la  courbe  enveloppée 
» par  la  corde  dérivée  d’ordre  p du  point  M,  lorsque  ce  point  décrit  la 
» conique  donnée  fX,).  Nous  appellerons  cette  courbe  l’enveloppe  dérivée 
» d’ordre  p de  (X,)  par  rapport  à (all>),  et  nous  la  désignerons  par  le 
» symbole  » 

La  série  de  constructions  c|ue  l'on  vient  d’énoncer  donne  lieu  à plusieurs 
remarques. 

1“  L’enveloppe  (=*=,),  dérivée  du  premier  ordre  do  (XJ  par  rapixtrt  à 
(t)l>),  n’est  autre  chose  que  la  polaire  réci[)roquo  de  (aCj)  par  rapport  à 
(vJii);  c’est  donc  une  conique,  et,  la  cunii{ue  (XJ  étant  donnée,  on  peut 
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généralement,  dioisir  do  quatre  manières  différentes  la  conique  (’tft'),  en 
sorte  que  {Jt»,  ) devienne  telle  autre  conique  que  l'on  voudra. 

■j.°  La  corde  dérivée  d’ordre  i>  du  point  M„  est  le  côté  libre  d’un  poly- 
gone de  côtés  inscrit  dans  et  dont  les  autres  côtés  louchent 
(-JLi).  Lorsque  p est  pair,  le  polygone  est  d’un  nombre  impair  de  côtés, 

M,  est  alors  le  sommet  opixjsé  au  côté  libre,  et  les  autres  sommets  sont 
M,,  M,,  M’,,  .M',,  ...,.Mp.  lorsque  />  est  impair,  le  polygone 

a un  nombre  pair  de  côtes,  le  côté  oiiposé  au  côté  libre  est  la  corde  (D,) 
dérivée  du  premier  ordre  do  M„,  et  les  sommets  du  ]H)lvgone  sont  aux 
points  M,,  M',, 

3°  Le  polygone  de  p + \ côtés  est  à la  fois  inscrit  à la  conique  (.A),) 
et  circonscrit  à la  conique  soit  lorsque  la  corde  dérivée  d’ordre  p 

du  point  M,  est  tangente  à (A-,),  soit  lorsque  la  corde  dérivée  d’ordre 
p+i  do  ce  même  point  est  tangente  à (A.,). 

4“  Les  cordes  dérivées  d’ordre  q des  deux  points  M^,  et  rencon- 
treet  respectivement  la  conùiue  aux  points  M^,_^  et  m;_„; 

par  suite  les  cordes  dérivées  du  point  M,  d’ordre  p — q et  d’ordre  p + q , 
à savoir  (D^.,)  ou  M,,_,  et  (D^,^)  ou  forment  un 

système  de  sécantes  communes  à la  conique  (A„)  et  au  système  des 
deux  cordes  dérivées  d’ordre  q des  points  et  M^.  Ceci  est  vrai,  lors 
même  que  pourvu  que  l’on  regarde  .M_,  comme  désignant  le  même 
point  que  AP^,  M[_^  le  même  point  que  M„,  (D_„)  la  même  droite  que 
(D,),  et  (D,)  la  tangente  à (A,)  en  Afj.  Ainsi  pour  toutes  les  valeurs 
entières  de  p et  de  q,  les  trois  systèmes  de  deux  droites,  qu’on  peut  me- 
ner par  les  quatre  points  i -,  i so“t  ; i"  le  système 

des  deux  cordes  dérivées  d’ordre  q des  points  M^,  et  le  système 

des  deux  cordes  dérivées  d'ordre  p des  points  et  et  3"  enfin  le 
système  formé  par  les  deux  cordes  dérivées  du  point  M„ , Tune  d’ordre 
p — qB\,  l’autre  d'ordre  p + q. 

5°  Los  constructions  qui  servent  à définir  la  corde  dérivée  d’ordre  n 
de  M, , ne  peuvent  plus  s’exécuter  géométriquement  lorsque  le  point 
est  dans  l’intérieur  de  (il!,),  mais  la  corde  elle-même  n’en  Conserve  pas 
moins  une  existence  géométrique.  En  appliquant  certaines  considérations 
fondées  sur  le  principe  de  cnntinnicé,  on  peut  modifier  l’énoncé  de  ces  con- 
structions de  telle  manière  qu’elles  restent  possibles  pour  toutes  les  dis- . 
|)ositions  de  la  figure.  En  |)remier  lieu,  concevons  que  du  point  M„  on 
mène  deux  droites  quelconques  conjiigt/ées  par  rapport  à (A,),  c’est-à-  ’ 
dire  telles  que  chacune  d’elles  contienne  le  pôle  de  l’autre';  chacune  de 
ces  droites  rencontre  encore  (A.,)  en  un  point,  et  le  point  de  concours 
des  tangenU*^  menées  à (A,)  aux  deux  points  ainsi  obtenus  décrit  la 
corde  nommée  (D,),  c’est-à-dire  le  côté  libre  du  triangle  inscrit  dans 
(A,),  dont  Tun  des  sommets  est  en  M,  et  dont  les  côtés  adjarxmts  à M„ 
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touchent  («V,).  En  second  lieu,  une  fois  deux  cordes  consécutives  (Dy_,) 
et  (l)j,)  tracées,  la  corde  suivante  (D^^,)  peut  s’obtenir  aisément  par  une 
construction  linéaire.  Si  l’on  désigne  en  ell'et  par  le  pôle  de  par 
rapport  à (i)b),  et  par  (E,,)  la  polaire  de  par  rapport  à il  n’est 

pas  difficile  de  reconnaître  que  la  corde  inconnue  est  conjuguée 

harmonique  à (ü^,)  par  rapport  à (E^),  et  à la  droite  qui  joint  le  tiôle  1^ 
au  point  de  concours  de  (Dj_,)  et  de  (Ej,). 

Poué  traduire  algébriquement  les  constructions  de  l’énoncé  et  les  re-, 
marques  auxquelles  elleS’dounenl  lieu,  nous  supposerons  d’aboixl  que  l’on 
ait  ramené  les  équations  des  deux  coniques  données  à la  forme  réduite  : 

( .1,,  ) .r"  + z'  = O,  ( 1)1,  ) + Ar*  -1-  cz"  = O. 

Nous  désignerons  par  Ç,  >i,  ï les  coordonnées  du  point  M„  et  générale- 
ment par(5,,  >!,,  (5p,  »p,  les  coordonnées  respectives  des  points 

Mp  et  Mp  dérivés  de  M„. 

Les  droites  que  nous  avons  nommées  (D,)  et  (D.)  ont  re8[>ectivement 
l>our  équations 

(D,)  ix-+-«/-t-îz  = O,  (D,)  «Çx4-ÔJi_j--)-cÇz  = O,  ■ 

et  je  dis  tout  d’abord  que  l’équation  de  1a  droite  dérivée  d’un  ordre  quel- 
conque n peut  se  mettre  sous  la  forme 

(D„)  '"„?-r  + *„>:/-l-c„£z  = o, 

eu  désignant  par  ir„  des  fonctions  de  a,  h,  c indépendantes  de  la 

position  du  point  M,  sur  la  conique  (cV,).  Il  est  clair  que,  ceci  étant  vrai 
pour«=o  et  /»  = i,  il  sulDt  de  faire  voir  qu’une  fois  la  proposition 
admise  pour  rt  = p,  pour  « = y et  « =p — y,  elle  a nécessairement  lieu 
pour  n = p-\-  (j\  car  en  faisant  7=1,  et  />  successivement  égal  à 1,2, 
3,...,/?,  on  trouve  pour/i -+-7  successivement  les  valeurs  2,  3,,..,«-t-i. 
Soient  donc  respectivement 

(l'p)  ",5x4-ôp'iJ  + ‘-’,?2  = o,  (D,)  f/^?x-I-ô,>)jr-l-c,i;z=-<>, 

(D,,-,)  + = 

les  équations  des  trois  cordes  dérivées  do  M„,  d’ordre  p,  7 et  /.>  — 7;  il 
nous  est  permis  d’écrire  également  l’équation  de  la  dérivée  d’ordre  p_+q, 
■ sous  la  forme 

(D,^)  + 

pourvu  que  nous  ne  spécifiions  rien  sur  la  nature  des  trois  coeflicients 

précisément  de  démontrer  que  res  coef- 
ficients no  dépendent  que  des  9 coeflicients  </p,  , et  par  suite 

seulement  do  «,  b et  c. 

Considérous,  ! dans  ce  Ixit.  les  équations  des  trois  systèmes  de  deux 
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droites  que  l’on  peut  conduire  par  les  quatre  points 

M' 


'p-^1 


1°  Le  système  des  deux  droites  et  (0^,^^),  c’est-à-dire 

et  a pour  équation 

(>)  (",-,?-r-+-V,V+ + = o. 

a”  Lès  deux  droites  et  31'  M', étant  les  dérivées  d’ordre  7 

des  deux  points  et  , on  obtiendra  l’équation  de  leur  système  en 
éliminant  entre  les  trois  équations  : 

dont  les  deux  dernières  servent  à définir  les  points  et  M'^. 

Le  résultat  de  l’élimination  s’obtient  immédiatement  sous  la  forme 

ce  que  nous  écrirons  encore,  en  vue  de  conséquences  ultérieures, 

(«;  i’  -f-  l'I  + ri  V ) ,r’  + + < l ~Jj 

— { /v-^+<y,izY  = O. 


(a  bis) 


’i”  Les  deux  droites  et  étant  les  dérivées  d’ordre;/ 

des  deux  points  et  M'^,  l’équation  de  leur  système  peut  s’écrire 

(3)  + ’-L r/^è„r;x)==  o, 

ou  bien 

{ «’  ? + 1>1  u’  + < l V ) ( al  j;'‘  + bîf  4-  <1  x=) 

-[a^ai-r  + b^hr.r  + iy-^C.zf -ij. 


{■3  bis) 


Cela  posé,  la  ( onique  (»L,)  passant  par  les  quatre  points  communs  aux 
deux  lieux  du  second  degré  représentés  par  les  équations  (i)  et  (a),  on 
sait  à priori  que  la  somme  de  leurs  premiers  membres  multipliés  par  des 
coefficients  convenablement  dioisis,  doit  pouvoir  être  identifiée  avec 
jr'4-.d4-s’.  Cette  dernière  expression  ne  renfermant  i)lus  les  rectan- 
gles dos  variables,  il  faut  nécessairement  que  les  coefficients  de  ces 
rectangles  soient  proportionnels  dans  les  équations  (i)  et  (a),  ce  qui 
donne  les  relations 


I { j P ' p-i"p- 

^ aAcAc  “ a. 

!•  .P  7 7 


' "p-<l‘  P P‘l  _ 'V  -/  ^'PPI  _ 


IM  voit  par  là  i|ue  si  les  neuf  coefficients  a^,,  b^  r^, . . sont  indé- 
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))cndants  de  i,  »,  Ç,  peuvent  être  choisis  de  manière  à 

l’étrc  également;  et  par  suite  il  t«t  démontré  (pie  l’équation  de  la  corde 
dérivée  d’ordre  « du  point  M,  peut  toujours  s’écrire 

(•>„)  "„?J^-Fi!',»i,r4-c.ïz  = o, 

représentant  des  constantes  indépendantes  deç,  », 

La  forme  de  cette  éiiuation  permet  d’obtenir  rapidement  l'écpialion  de  1a 
courbe  enveloppée  par  la  corde  dérivée  d’ordre  « du  point  M„,  lorsque  le 
point  M„  parcourt  la  coniipie  (-A  „).  On  a vu  dans  la  Note  relative  aux  coor- 
données symétriques  qu’en  général  l’équation  de  la  polaire  réciproque  do 
la  conique  +j^  -f-  s’  = o,  par  rapport  à la  conique  ax^  -(-  -f-cz’  — o, 
est  donnée  par  «“x’ -f- //>-’ -f- c’z'' = o.  Or,  la  corde  (l)„)  peut  être, 
d’après  la  forme  de  son  éiiuation,  considérée  comme  la  polaire  du  point  M„ 
par  rapport  à une  certaine  conique 

(u!)J  + 

la  courbe  cliercliéo  est  donc  la  polaire  réciproque  de  par  rapport  à 
lu  directrice  ( è!i„),  ce  qui  donne  enlin,  pour  son  é(iuation, 

(a.  J rt“x'-pé’r"  + c’s’'  = o. 


et  montre  qu’elle  consiste  en  une  conique  ayant  même  triangle  polaire 
conjugué  que  les  coniques  données. 

Considérons  en  outre  les  deux  systèmes  du  droites 
M'  M'  ,etM„.^M'  , M„  de  ce  que  ces  deux  lieux  du  secomf 

degré  ont  leurs  quatre  points  d’intersection  sRiu^  sur  (<A>,),  il  résulte, 
comme  ci-dessus,  que  la  somme  des  premiers  membres  de  leurs  équa- 
tions, multipliés  par  dos  facteurs  convenables,  doit  pouvoir  être  identifiée 
à .r’  +_)'’  + z’.  Or  si  l’on  remarque  que  les  éijuations  (2  l/is)  et  (3  bis)  ren- 
lerment  les  rectangles  des  variables  avec  les  imlmes  coefficients,  on  déduit 
de  là,  en  posant 


?” + b;  »’  4^  (■;  ^ a;  , «J  i' + é’  »’  -t-  ri  Ç’  = „ 


les  relations 


d'où  l’on  tire  enfin. 


(5) 


PS  P 1 ' P s 


■ r’'  b‘  — é’n'  o. 

P s ' P 7 PS 


Celte  dernière  éipialion  inonlre  que  les  premiers  membres  des  trois 


Digitized  by  Google 


NOTES  ET  ADDITIONS.  54 1 

équations  (X,),  (X^,),  (X,)  sont  liés  entre  eux  par  une  relation  linéaire 
homogène,  et  par  suite,  (pie  les  courbes  qu’elles  représentent  se  coupent 
aux  quatre  mêmes  points.  Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  ; 
Les  em'rhpprx  (/rricées  de  toux  les  ordrex  de  (X„)  pur  rupimrt  h (ift,) 
xont  des  ctmiipiex  eirennserites  uu  iiie'ine  quiidriliitère  que  les  deujc  ro- 
niquex  données,  (le.  t\\x\  n’est  autre  chose  que  le  théorème  de  M.  Poncelet, 
relatif  à deux  coniques,  énoncé  sons  une  forme  différente. 

Les  formes  (a  bis)  et  Ci  bis)  données  aux  équations  des  systèmes  de 
droites  et  pèrmettent  d’a- 

percevoir une  autre  conséquence  géométrnpie  ; si  l’on  considère,  en  par- 
ticulier, l’équation  (2  bis),  on  voit  qu’elle  repri'sente  un  lieu  du  second 
deffré,  tangent  à la  courbe  (X,),  en  ses  points  d'intersection  avec  la 
droite  qui  a pour  «luation 

La  droite  (D^,^)  est  donc  la  corde  qui  joint  les  points  de  contact  des 
cordes  dérivées  d’ordre  q des  points  et  M^,  avec  l’enveloppe  .dérivée 
d’ordre  7 de  (-\)  par  rapport  à (rlî,);' mais  l’équation  (3 /«.c)  montre 
de  la  même  maniéré  que  cette  droite  est  aussi  la  corde  do  contact  des 
dérivées  d’ordre  p des  points  et  avec  l’enveloppe  (X^).  Lorsque 
l'on  suppose  p cl  q de  même  parité,  on  lire  de  là  le  théorème  suivant  ; 

Étant  donné  un  polygone  Inscrit  dans  une  coni(|ue  (X.„)  et  ayant  tous 
ses  côtés,  moins  un,  tangents  à la  conique  (X,  ),  on  sait  (|uc  les  diagonales 
de  même  espèce  (c’ast-à-dire  joignant  des  sommets  séparés  par  le  même 
nombre  do  sommets  intermédiaires,  dans  le  sens  opposé  à celui  où  l’on 
rencontre  le  côté  libre)  enveloppent  toutes  une  même^coniqne.  Si  l’on 
considère  deux  sommets  quelconques,  et  les  sommets  correspondants 
{c’est-à-dire  sé|iarés  des  extrémités  du  côté  libre  par  le  même  nombre  de 
sommets  intermédiaires),  les  deux  diagonales  qui  joignent,  l’une  les  deux 
premiers  sommets,  l’autre  les  seconds,  sont  tangentes  à une  même  co- 
nique; do  même  les  deux  droites  qui  joignent  chacun  des  premiers 
sommets  avec  le  second  sommet  non  corres|)ondanl , sont  tangentes  à 
une  même  conique.  Les  quatre  points  de  contact  ainsi  obtenus  sont  en 
ligne  droite. 

Les  lignes  telles  que  (D,,^)  jouissent  de  diverses  propriétés,  parmi  les- 
quelles je  me  bornerai  à énoncer  la  suivante,  facile  à vérifier  : La  ligne 
telle  que  (D,,.^),  dérivée  d’un  point  .M„,  enveloppe,  lorsque  décrit  la 
conique  (X„),  une  autre  conique  inscrite  au  même  quadrilatère  que  les 
deux  coniques  (,ly)  et  (X,). 

Etude  spéciale  de  ta  loi  de  formation  îles  coefficients  e^.  — En 

désignant,  dans  ce  qui  précède,  par  a.^fr-i-b.,r,j'  + e^lz  = o l’étiualion 
de  la  corde  dérivée  d’ordre  n du  point  (?,  «,  i),  nous  n’avons  en  réalitéi 
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défini  géomélriquomoni  que  les  rapports  mutuels  des  coefficients  fi„ , , c„  ; 

et  nous  nous  sommes  bornés,  en  ce  qui  les  concerne,  à établir  les  rela- 
tions (4)  et  (5),  lesquelles  ne  dépendent  quode  leurs  valeurs  proportion- 
nelles. Bien  que,  d’après  la  nature  de  la  question  qui  nous  occupe,  les 
rapports  mutuels  de  h„,  c„  doivent  seuls  intervenir  dans  la  solution,  U 
est  permis  de  préciser  la  signification  de  ces  symboles,  en  leur  attribuant 
des  valeurs  propres;  c’est  ce  que  nous  ferons  en  spécifiant  d’une  certaine 
manière  la  loi  do  formation  contenue  dans  les  relations  (4). 

Concevons  donc  que  l’on  considère  les  trois  suites  illimitées 


^1  1 ^3  ï * • * 1 1 

h,, 

foi 

c,,  c,,...,c„,  . 

définies  par  les  deux  groupes  d’égalités 

( 

1 

l = a V,  /'p'-p  . 

(6)  J 

(7)  1 + ’ 

1 

( l>'’,p-,  + "p-,  *p_  "p  !>p , 

jointes  aux  conditions  initiales 

• 

11 

C’- 

11 

11 

«,=«,  bfz=  b,  c,  = c. 

La  simple  inspection  des  égalités  (6)  et  (7)  permet  de  -roconnaîtro  que 
pour  toute  valeur  paire  de  c„  sont  des  fonctions  entières  de 

n’,  6’,  c’,  et  que  pour  toute  valeur  impaire  de  «,  c„  sont  respec- 

tivement égaux  à a,  b,  c,  multipliés  par  des  fonctions  entières  de  n',  Ir,  c'. 
Dans  l’un  et  l’autre  cas,  les  fonctions  c„sont,  par  rapport  à /j,  /;,  c, 

rie  degré  n‘.  En  outre,  l’hypothèse  n = b entraîne  nécessairement  l’éga- 
'ilé 

Les  quantités  c„  que  nous  venons  de  définir,  Sittisferont  évidem- 

ment aux  conditions  géométriques  imposées  aux  coefficients  de  l'équation 
( D„)  ; on  en  conclut  immédiatement  qu’elles  jouissent  des  propriétés  expri- 
mées par  les  relations  (4)et(5).  En  outre,  si  l’on  remarque  que  les  trois 
rapports  égaux  qui  entrent  dans  les  relations  (4),  renferment  au  numéra- 
teur et  au  dénominateur  des  fonctions  de  a,  h,  c dij  même  degré,  à savoir 
du  degré  et  qu’ils  prennent  tous  deux  la  valeur  numérique  i, 

lorsque  l’on  suppose  n = 5 = c,  il  sera  permis  d’écrire  ces  relations  sous 
la  forme  plus  précise 


D.':< 
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Caulre  pari,  les  quatre  équalieiis  (lésigni!es  prérédemmcnl  par  (i),  (2) 
et  (3),  el  (ei„)  ou  + = o,  repré.senlanl  ries  lieux  riu  second  de- 

gré, qui  passent  par  les  quatre  mêmes  points,  il  existe  nécessairement 
entre  les  premiers  membres  de  trois  quelconques  d’entre  elles  une  rela- 
tion linéaire  homogène,  pourvu  toutefois  que  |,  n,  ï satisfassent  à la 
condition  o.  En  développant  les  calculs,  on  trouve  succes- 
sivement les  égalités  suivantes  ' 


( 9 ) * 


- >'l  c;  I>1  = - hl  rl  + al  cl  + al  b 


P ' "9  "/» 

~<bl+clhl+clf^. 


d’où  l’on  déduit  la  formide 


b -f- C C =:/v’C* 

1 p*i  ^ f-r  p+1  P I 


■^bl 


et  ses  analogues. 

En  combinant  les  formules  (8)  et  (10),  on  trouve  aussi 


(ni  ^ (*P-,+ V,) 

\ {bp-,-'-,^)  {b,^,-c^)-=(b^r^-r^bj, 

et  leurs  analogues. 

Ces  formules  expriment  autant  de  propriétés  des  c„,  dont  cha- 

cune pourrait  être  regardée  comme  définissant  ces  fonctions  avec  certaines 
conditions  initiales,  par  une  loi  de  formation  de  proche  en  proche;  mais 
toutes  les  lois  de  formation  que  Ton  obtient  ainsi,  exigent  le  calcul  simul- 
tané des  termes  des  trois  séries;  nous  nous  proposons  maintenant  de  faire 
voir  que  le  calcul,  sinon  de  c„,  du  moins  de  leurs  carrés,  peut  être 

ramené  à dépendre  de  celui  des  termes  d’une  série  unique. 

Considérons  pour  cela  l’équation 

i’c’  — r^hl  +c’(7j  — rt’c’  +n’ùl  — Pal  = o, 

laquelle  n’est  qu’un  cas  particulier  de  la  relation  (5),  et  exprime  que  l’en-  * 
veloppe  (.A,)  passe  par  les  points  communs  à (rA,,)  et  (X,  ).  Cette  équation 
peut  aussi  s’écrire  sous  les  formes  suivantes  : 

P — c’  c’  — fl’  fl’  — P 

n n n n n n 

— r’ 

— ^ — b‘ 

n n n n n n • 

P — c’  c’  — n’  fl’  — P 

• e 
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Désignant  p3r  U„  chacun  des  trois  premiers  rapports  et  par  11„  chacun 
des  derniers,  on  tire  de  là 

(12)  «.’  = G,«’+1I,,  c,’  = G.c’+H,. 

Il  est  d’ailleurs  évident  que  les  deux  numérateurs  — i’,  et  r/’é’  — 
fonctions  entières  de  «',  c’,  s’annulent  dans  l’hypothèse  «’=  />’,  puis- 

que l’égalité  d=b  entraîne  «,=  /<„;  par  suite  G,  et  ll„  sont  des  fonctions 
entières  et  xynwtriqucs  de  //,  c’,  dont  les  degrés  en  a,  i,  r sont  ])Our 
la  première  2 (a-  — 1),  et  pour  la  seconde  2a’.  Remarquons  en  outre  que 
l’on  a 

G,=  o,  ll„=i,  G,=  i,  H,=o. 

Cela  posé,  si  l’on  multiplie  membre  à membre  les  équations  (ii),  et  que 
dans  le  résultat 

Ih'  — c’  \ — c’  \ = ib^ c'  — b^c^Ÿ 

^ p-i  ) ^ p^^|  ptq  j ^ r ç 1 P J 

on  remplace  par  leurs  valeurs  (12),  il  vient  l’égalité 

(13)  G,,,^=(G„II  — G llj’, 

V / If-Hf  \ P if  q P r 1 

d’où  l'on  déduit 

(•4)  et  (.5)  G,^^,  = (G,IV,-G^,H,)’. 

On  trouve  d'ailleurs  directement 

(16)  G,p=  4a’i’c’Gp,  et  en  particulier  Gj  = 4a’6V’. 

On  conclut  aisément  de  ces  dernières  formules  que  la  fonction  G„  est  le 
carré  d’une  fonction  entière  et  symétrique  de  degré  a’ — 1 de  a,  b,  c. 
Soit  donc  fait  G„=  A’ , et  pour  mieux  préciser  la  signification  de  la  nou- 
velle fonction  A„  ainsi  introduite,  convenons,  ce  qui  est  évidemment 
permis,  quçj’on  prenne  A,=  +2a/a-,  et  que  les  signes  se  déterminent 
pour  les  valeurs  suivantes  de  l’indice  a jmr  l’égalité 

(•4to)  ' A,.,A,^,  = -1I^. 

Étiule  th;  lu  Jhnrtin/i  A„.  — Si  l’on  remplace  dans  l'équation  de  l’enve- 
loppe dérivée  d’ordre  a les  coeflicienLs  r’  par  leurs  expressions 

en  A , elle  prend  la  forme  très-simple 

A’  — A„_,  A„^,(x’-4-y4-a=)  = o, 

et  le  problème  se  trouve  ainsi  concentré  dans  l’étude  de  la  fonction  A^. 
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Lorsque  l’on  se  propose  en  particulier  de  trouver  la  condition  à laquelle 
doivent  satisfaire  les  paramètres  des  équations  de  deux  coniques,  pour 
qu’il  soit  possible  de  construire  un  jwlygone  de  n côtés  simultanément 
inscrit  à l’une  d’elles  et  circonscrit  à l’autre,  il  suffit  de  se  rappeler  les 
considérations  développées  dans  le  texte  (p.  355  à 365)  sur  l'impossibilité 
absolue  ou  la  possibilité  indéfinie  d’une  pareille  construction,  et,  d’autre 
part,  la  troisième  des  remarques  dont  nous  avons  fait  suivre  l’énoncé 
du  problème,  condition  cherchée  équivaut  à ce  que  l’enveloppe  («A,  ) 

se  confonde  avec  (^A.,  ),  et  que  l’envelopjæ  (X,)  se  confonde  avec  (X~), 
et  par  suite  elle  est  exprimée  |>ar  l’équation  A„=  o. 

Comme  corollaire  spécial,  nous  indiquerons  immédiatement  le  fait  géo- 
métrique traduit  par  l’équation  (16),  lequel  consiste  en  ce  que  a lorsqu’un 
» polygone  d’un  nombre  pair  de  côtés  est  à la  fois  inscrit  à une  conique 
» et  circonscrit  à une  autre  conique,  les  diagonales  qui  joignent  deux  à 
» deux  les  sommets  opposés  concourent  en  un  même  point,  confondu  avec 
» l’un  des  sommets  du  triangle  conjugué  aux  deux  coniques.  » Ce  théorème 
est  énoncé  et  démontré  dans  le  Traité  des  Propriétés  projectives  (p.  364). 

En  se  reportant  à la  définition  de  G,  et  de  H,,  on  reconnaît  facilement 
que  dans  l’hypothèse  a = b = c,  G,  devient  égal  à «V/’*"’-')  et  H à 
(i  — /?’)«*’’;  d’autre  part,  dans  les  mômes  hypothèses.  A,,  une  fois  son 
signe  précisé  comme  ci-dessus,  devient  égal  à Celte  remarque 

permet  do  déterminer  quel  est  le  signe  que  l'on  doit  prendre  en  exlravant 
les  racines  des  deux  membres  de  l’équation  (i3  ),  laquelle  se  présente  alors 
sous  la  forme  plus  précise 


(i3  bis) 


■ A!  A. 


A,_| 


Cette  équation  renferme  la  loi  de  formation  successive  des  A^.  En  v fai- 
sant tour  à tou  r />  = rjr  1 et  />  = y 4-  2 , on  en  tire  les  formules 


et 


A — A ’ A — A ■’  A 

'7  'q-H  *7- 


^ ~ I ''s  '\+a  ''«+1  A7 


à l’aide  desquelles  on  peut  calculer  de  proche  en  proche  tous  les  termes 
de  la  série  des  A , une  fois  .5, , Aj , A,  déterminés  directement. 

On  a déjà  trouvé  ci-dessus  A,  = 7.abr.  Le  calcul  direct  de  A,  donne  les 
formules  suivantes  : 


A,=  — b'P—c'a*  — eéb‘-\-it^b^c'+ïb‘Pa'+lc'a'b‘, 

Aj  = [bc  + ca-^ab)( — bc-{-ca-\-nh)[bc  — en nb)  (hr ca  — nh). 


I.  35 
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Il  faut  SC  rappeler  que  les  valeurs  de  ri^,  /q,  r,  et  sont  données 

par  les  équations 

ti^  = — ' + +«’//%  />.,  — q-i’r’  — c,  — — ti^h' , 

«3  rq  + rq  h.^),  /q  = h ( fq  r,  — rq  + rq  k^),  r(  i,  r,  -r  n,  — rq  /q  ) . 

Enlin  la  valeur  de  A,  est 

A,  = 4 "/qrj" 

Cela  posé,  on  obtient  immédiatement  pour  A^,  A„, . . . , les  expressions 
suivantes  : 

A.=  A^A3(A,— 4rt5/>5rî), 

a,  = a5A3-a,aj, 

A,=  a«,é,c,A,  = A,[A5(A3  — 4«;i’r;)  — AJ],  ' 

A,=  AJA,-A3AJ. 

En  examinant  la  loi  de  formation  des  A„,  ou  reconnaît  sans  peine  que 
pour  toute  valeur  impaire  de  /q  A„  est  susceptible  d’être  exprimé  par 
une  fonction  entière  et  symétrique  de  a,,  /q,  r, , et  mémo  de  /qc,,  c,rq, 

«,/q;  en  sorte  que  l’on  peut  écrire 

"3. 

en  désignant  par  le  symbole  F(«,  <>,  w)  une  fonction  entière  rationnelle 
et  symétrique  de  degré  p(p-\-  i)  par  rapport  aux  variables  u,  e,  Des 
considérations  géométriques  permettent  do  découvrir  une  propriété  sin- 
gulière de  cette  fonction. 

Soit  en  effet /(«,  b,  c)  l’expression  de  Aj^^.,  en  fonction  de  «,  b,  r;  on 
sait  que  l’équation  f{a,  b,  c)  = o exprime  la  condition  pour  qu’il  soit 
possible  de  construire  un  polygone  de  a/>-l-i  côtés,  simultanément  inscrit 
à (tA,,)  et  circonscrit  à imaginons  que  l’on  construise  un  pareil 

polygone  et  que  l’on  joigne  les  sommets  de  deux  en  deux , on  obtiendra 
un  nouveau  polygone  simultanément  inscrit  à (J»,)  et  circonscrit  à (A.,), 
dont  l’équation  ne  diffère  do  celle  de  (eA.,)  qu’en  ce  que  ot’,  b',  t’  sont 
remplacés  par  «J,  ij,  cj.  Il  résulte  de  là  que  l’équation /(n,  i,  c)  = o ou 
F { Ô3  c, , c,  , (7,  ô,  ) = o en  traîne  l’équation  / ( rq , 4, , c,  ) = o . 

En  tenant  compte  de  ce  que  les  quantités  a,  b,  c,  b,,  c,,  n’entrent 
dans  les  équations  des  courbes  ( -A.,  ) et  (X,)  que  par  leurs  carrés,  on 
conclut  de  là 

/(«„  /q,  fq) 

= F(^r.3,  c/q.  «,/q)F(-ô,<q.  r,rq,  «,fq)  F(  - /q<q , <i,b,)V  {b,c.^,  cpi.,  — fi,h,). 
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et  par  suit«  la  fonction  F jouit  de  la  propriété  caractérisée  par  la  relation 

= F {hr,  ra,  ab)  F ( — bc,  lyi,  ttb)  F(fec,  — ta,  nb)¥(bc,  ta,  — ab). 

La  fonction  A^,  formée  ci-dessas,  en  fournit  un  exemple  simple. 

Applications.  — Pour  apt>liquer  les  résultats  précédents,  lorsque  les 
équations  des  deux  coniques  et  •(-<■.,)  sont  données  en  coordonnées 
de  Descartes  sous  la  forme  générale. 

-A.„  —Ix^A-l  -i-l’A-'i  111}  + ï /«' j;  -4-  2 in'’xY  — o; 

-A.,  = /, x' -1-  -f- /'  + 2 /«, _> '4-  2 «é,  X -I- 2 nf,  xy=o, 

il  suflit  de  remarquer  que  les  quantités  nommées  ci-dessus  a^,  6’,  c‘  sont 
proportionnelles  aux  racines  de  l’équation 

/X  — l,  /n"X  — /«"  m'\  — m\ 

/«'X  — !«’  f'X  — n/A  — ni, 

m'\  — m\  /hX  — m,  /"X  — /" 

que  nous  écrirons  ain.si  ; 

A X*  — 1 X*  4- 1 I X A,  — O, 

en  désignant  par  A,  F,  A, , F, , des  invariants  bien  connus  du  système 
des  fonctions  et  «L,.  Nommant  d’ailleurs  respectivement  P,  Q,  H la 
somme,  la  somme  des  produits  deux  à deux,  et  le  produit  de  /qc,,  c,rq, 
on  aura 

P = 4FA,  - Ff,  Q = F,  [-  F;  4-  aA,  FF,  - 2AA;], 

R = [-fî4-2A,ff,-2Aa;p, 

et  l’on  sait  que  ()our  toute  valeur  impaire  de  n,  A„  est  exprimable  ration- 
nellement en  P,  Q,  R.  On  trouve  ainsi 

A,=  P,  a^=-1«4-4PQ-4R,  A,=  -P"4-4(PQ-R)(P’-4Rr, 

A,  = P j P“-  4 (PQ  - R) [3  P"  - 4 (3  PQ  — 4 R)P’+ 1 6 (P'Q’-  3 PQR  + 3R^)]  j . 

D’autre  part,  une  fois  l’expression  deA„  en  P,  Qi  R connue,  il  suffira  d’y 
remplacer  P,  Q,  R par  P,,  Qu  Rj  pour  obtenir  celle  de  par  1\,  Qji 
Rj  pour  avoir  celle  de  en  posant 

P, =  P(-1«-|-4PQ-8R), 

Q, ,=  (1»-2Q)[-P‘4-2(3PQ-4R)F-8(PQ-R)'], 

R, =  [-P"+2(3PQ-  4R)P'-8(PQ-R)’]’, 

P,  = P’’  — 4(PQ-R)[3P“-4(3PQ-4R)P’-1-i6(P’0"-3P0R4-3R’)J. 

35. 
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Lorsqu’on  se  propose  seulement  d'établir  la  relation  à laquelle  doivent 
satisfaire  les  coefficients  des  équations  des  deux  coniques,  pour  qu’il  soit 
possible  de  construire  un  polygone  de  n côtés,  simultanément  inscrit  à la 
première  et  circonscrit  à la  seconde,  il  est  permis,  d’après  la  remarque 
finale  du  paragraphe  précédent,  au  moins  pour  le  cas  de  n impair,  de 
substituer  dans  l’équation  A„=o,  aux  lettres  P,  (J,  R,  les  quantités  P', 
0',  U'  respectivement  égales  à la  somme,  à la  somme  des  produits  deux 
à deux,  et  au  produit  de  ôc,  ca  et  ah.  Dans  le  cas  général,  P’,  Q',  R'  ne 
sont  ]ias  exprimables  rationnellement  en  fonction  des  paramètres  dont 
dépendent  la  forme  et  la  position  des  deux  courbes,  mais  dans  certaines 
applications  particulières,  on  peut  déduire  effectivement  de  cette  remar- 
que, une  manière  de  décomposer  l’équation  en  deux  et  même  en  quatre 
facteurs  rationnels,  dont  chacun  reproduit  les  autres  par  des  changements 
de  signes  convenables.  Dans  tous  les  cas,  pour  des  valeurs  paires  de  n, 
l’équation  peut  se  décomposer  en  trois  facteurs  rationnels,  comme  cela 


résulte  immédiatement  de  la  formule  — = 

A, 

. Examinons  d’abord  le  c.as  particulier  où  les  deux  coniques  étant  con- 
centriques, on  connaît  les  longueurs  A et  B,  A'  et  B'  de  leurs  diamètres 
conjugués  communs. 

Pour  appliquer  les  formules  générales,  il  suffira  d’y  poser 


A , B ..  . 
«:±^,:.é.±^::c.i, 


ou,  ce  qui  revient  au  même. 


L , B'  . 

oc  = c<7  = ± -J-  ) ab=  \ . 

A B 


On  trouve  ainsi  les  relations  suivantes,  dont  chacune  en  représente 
quatre,  si  le  nombre  des  côtés  du  polygone  est  impair  : 

Pour  le  triangle, 

A\  ®'_L. 

Â+B’*''-"’ 

pour  le  pentagone,  , 

4A'B'/A'^B'\  /A'^B'^  \ /A'^B' 

AB  \A"^b)  \A  B ■’"*) \A  b ®> 

pour  l’heptagone. 
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De  même,  si  le  nombre  des  côtés  est  |i:iir,  on  ;i  ; 


549 


A"  B" 

pour  le  quadrilatère,  "V  ~ ' 


= I , ou 


Ë!! 

B’ 


pour  1 he.xagone,  I — + — -f- 1 j = 


^A'‘ 

OU 

+ f) 

4| 

rB” 

A'=\ 

ou 

^B< 

f 

A’^B"' 

ou 

4 1 

\ 

Connaissant  la  relation  |)Our  un  polygone  de  «'côtés,  il  suffit,  lorsque 
l’on  veut  obtenir  la  relation  pour  un  polygone  d’un  nombre  de  côté.s 
doubles,  d’y  remplacer 


A' 

- par 


A’ 


22 

B’ 


A"  B'»  ’ 


B' 

B 


îlI 

A’ 


22 

B^ 


A'^  B" 


B ' "*  ■' 


mais  on  doit  bien  remarquer  que  si  n est  impair,  l’application  de  ces 
formules  à l’un  des  quatre  facteurs  de  la  relation  A,=  o reproduit  préci- 
sément cette  relation  elle-même,  ce  sont  alors  les  trois  autres  facteurs  qui 
fournissent  les  relations  cherchées. 

De  même,  pour  passer  à un  polygone  d’un  nombre  de  côtés  triple,  il 
suffit  de  remplacer 


r par 


^ par  n-- 


A”  B”  \ 

< , A”B”\ 

A'( 

1 -4( 

A’B’ J 

A / 

'A”  B’>  \ 

' A"  B^^N 

|-4( 

yA‘  + 'à‘) 

'A”  B”  N 

3 

( , A”B''\ 

B'( 

1 -4| 

i,'"'"  A'B’j 

B ■ 

/A’“  B'»  ' 

/B'*  K'‘\ 

(b*  ^ K‘j 

Soient  maintenant  R et  r les  rayons  de  deux  cercles  situés  sur  un 
même  plan,  <1  la  distance  de  leurs  rentres;  les  équations  de  ces  deux 
cercles  pourront,  en  choisissant  convenablement  les  axes  de  coordonnées, 
s’écrire  ainsi: 

(X„)  R’=  O,  (»A>i)  x’-t-y;’— ar/x-l-rf’— O, 

et  les  quantités  désignées  ci-dessvis  par  n-,  h’’,  c‘,  seront  proportionnelles 
aux  racines  de  l’équation 


(>-  i)[Rn»-(R’-4-r“-(f’)).-|-/-=]  = o, 
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en  sorU(  qu'il  mous  sera  permis  de  poser 


d'ou-l’on  lire 


K^+r“-r/^  ^ ^ 

V/'  ' " K’"‘  ’ a'  r"’ 

r bc  ,t 

iT'  '■  «’ 


Nommant  de  même  /„  et  f/„  le  lajoii  et  l'abscisse  du  centre  du  cercle 
envelü()p6  par  le  côté  libre  d’un  polygone  de  n + 1 côtés  inscrit  dans  (A,,) 
et  dont  les  autres  côtés  touchent  on  aura  aussi 


et  par  suite 


R ' » 


ri,  <i‘  , 

-JL  — A’ 

ri  (il  " 


L’interprétation  géotnétrique  de  - et  -?  ou  plus  généralement  de  — 

C 

et  ~ est  facile  ; concevons  que  l’on  appelle  respectivement  1 et  1',  K„ 

et  K',  les  points  où  la  ligne  des  centres  rencontre  le  cercle  (st.,  ) et  le 
cercle  (-A„)  et  qne  l’on  construise  deux  longueurs  moyennes  proportion- 

f} 

nelles,  l’iino  entre  IK„  et  l'K'  l’autre  entre  IK'  etI'K„;  et  — seront 

n n 

les  rapports  de  la  demi-somme  et  de  la  demi-difTércnco  de  ces  longueurs 
au  rayon  R.  Avec  l’aide  dos  indications  qui  précèdent,  il  n’y  a aucune 
diBiculté  à traduire  les  résultats  relatifs  au  problème  général  dans  les 
notations  de  Fuss  et  do  M.  Stcincr. 

Je  me  bornerai  à signaler  les  formules  suivantes  ; Posant 


R+r/ 


■=P, 


R-f/ 


R 


= 


-V,. 


il  vient 


-JL  al 

b.f. 


-rj  = •^A,V(Yr»-A^)(g^-c»)  ^ p-rj 


b.t 


On  tire  de  là,  en  particulier, 

•ip‘(l' 

l'i  + '/j  — y J 


•>Kp‘—'h 
1^1- 'h=  1.»  - 


h+  h- r/ _ f- 

[p  — 'i)\p‘'p—(p+qŸY 


Pi-  q,= 
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Ces  formules  permellont  do  passer  de  la  relation  pour  le  polygone  de 
n côtés,  à la  relation  pour  un  polygone  de  a«  ou  de  3«  côtés  (*). 

Au  point  de  vue  général  où  nous  nous  sommes  placés,  il  n’existe  pour 
ainsi  dire  aueune  dilférence  entre  le  cas  où  les  deux  cercles  donnés  sont 
sur  un  môme  plan,  et  celui  où  ils  s<jnt  sur  une  même  sphère.  Soient  en 
ctl'et  U,  /•,  d les  ipiantités  angulaires  cpii,  dans  le  cas  de  la  sphèro,  ré- 
pondent aux  longueurs  ci-dessus  désignées  (wr  les  mômes  lettres.  En 
choisissant  convenablement  les  plans  coordonnés,  on  pourra  écrire  comme 
il  suit,  les  éqiwUous  des  cônes  de  rétolution  concenlrii|ues  ù la  sphère, 
qui  ont  res|ieclivement  [wur  directrices  les  cercles  donnés  : 

(.1.,)  tangMl . J-- o, 

l (cos’c  sin’r/l.r’ A- eus’/- . 1 (sin’f/— sin’/  ) î' 

' ' -(  — isiui/eosr/.  - O, 


et  t'équalioii  qui  a pour  racines  ft\  />',  , ' est  alors 

f A - 1 ) l^lang'  K . - ^lang'  H q-  tang'/  - ^ ),  q-  langv' J • 

En  Ja  coniparanl  à l'équalion  analogue  oblenuo  d‘Cie^suS)  on  rcconnaU 
irumédiatomont  que,  [>uur  |tasser  du  plan  à la  sphère,  il  sullit  de  rem- 
!»larcr  dans  les  premiers  résullals 

•»  IX  » siiw/ 

K par  langK,  r par  taiii:/',  fi  par  ■ — =7 1 

' i O I rus  U cosr 

ou,  re  i|iii  revient  au  même, 

U par  sin  K Cüs/\  / par  sinrensK,  fi  par  sinr/. 


(*)  Les  (ormultis  poiii'  lu  iliipUcuüoii  uni  éU‘  donndis  pur  M.  Kicludol,  Juns 
son  Mcnioii’ti  insère  au  Jounuil  de  Or//r,  l.  V ; 1829.  Je  ferai  reinortpier,  ù (îeUe 
occasion,  que  la  rcluliuii  ètioucêc  dans  ce  Mémoire  pour  le  pentai^oiie,  muuquc 
do  précision,  en  ce  qu’elle  cunlienl  un  facteur  étranger  — p — </. 

Moctaui). 

A mon  tour  et  à lu  même  occusioii,  je  crois  devoir  déclarer  ici  que  les  Addi- 
tions de  MM.  Moutard  et  Mannheim  ont  ete  fuites  sans  aucune  participation  de 
ma  part,  et  sans  t|uc  je  sois  iiilorvcmi  dans  la  correction  des  epieovos  d'impri« 
nierie.  Je  croîs,  de  plus,  devoir  faire  observer  que  mon  travail  cl  celui  de  ces 
savants  géomètres  ont  été  conçus  et  rédigés  d'une  manière  entièrement  indé- 
pendante, avant  toute  communication  réciproque  de  ces  épreuves:  les  ruppro- 
chementsque  Von  voudrait  établir  entre  la  communauté  d'origine  des  idées 
géométriques  ou  analytiques  que  ces  diverses  Ilotes  et  Additions  reiifernuMit, 
risqueraient  donc  beaucoup  de  porter  à fait)!. 

l’o.MELLT 
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Nous  tomiineruns  ces  applicaliuns  par  une  remarque  qu'il  serait  )>eut- 
f'ire  intdressmit  île  développer. 

Bien  que  l'analyse  que  nous  avons  employée  suppose  la  possibilité  de 
ramener  simullanémenl  Iw  é(|ualions  des  deu.v  coniques  données  aux 
formes  x''+ > o,  >■“-!- c’ 3’ =o,  et  que  cette  hypothèse 

tombe  en  défaut,  lorsque  les  deux  coniques  sont  tangentes  en  un  seul 
point,  il  est  clair,  par  des  considérations  de  continuité,  qu’une  fois  les 
résultats  exprimés  en  fonction  des  coefficients  des  équations  générales, 
ils  subsistent  dans  tous  les  cas.  D’autre  part,  ce  cas  exceptionnel,  se 
caractéri.sant  par  l'égalité  de  deux  racines  de  l’équation  du  troisième 
degré  en  ne  se  distingue  pas  explicitement,  dans  la  question  qui  nous 
occupe,  de  celui  où  les  courbes  sont  doublement  tangentes.  Mais  en  vertu 
de  l’un  des  principes  de  projection  centrale,  deux  coniques  doublement 
tangentes  peuvent  se  projeter  suivant  le  système  de  deux  cercles  concen- 
triques, et  par  suite  la  solution  algébrique  complète  du  problème  revient 
alors  à la  multiplication  des  fonctions  trigonomélriques.  C’est  ce  qui  a 
d’ailleurs  été  montré  directement  pour  le  cas  de  deux  cercles  tangents, 
par  M.M.  Mention  et  Tchébyehef  dans  le  Mémoire  cité  ci-dessus.  Il  y a 
plus,  la  détermination  de  l’enveloppe  du  côté  libre  d’un  polygone  inscrit 
dans  une  conique,  et  dont  les  autres  côtés  roulent  sur  d’autres  coniques 
données,  ne  dépend  que  do  l’addition  des  fonctions  trigonomélriques 
lorsque  les  courbes  directrices,  s’entrecoupant  en  deux  points,  sont  en 
outre  tangentes  en  un  troisième  point.  Dans  le  cas  général,  où  les  quatre 
points  communs  aux  directrices  sont  distincts,  le  problème  dépend  au 
contraire  de  la  considération  de  transcendantes  plus  élevées. 

Réditflion  du  problème  it  lu  résolution  iFutte  éipuition  fonctionnelle. 

Les  diverses  propriétés  que  nous  avons  reconnues  dans  ce  qui  précède, 
aux  trois  séries  n„,  c,,,  peuvent  être  regardées  comme  autant  de 

systèmes  d’équations  aux  différences  finies,  propres  à définir,  moyennant 
* certaines  conditions  initiales,  leurs  termes  généraux  respectifs.  Sous  un 
autre  point  de  vue,  on  peut  les  considérer  comme  caractérisant  certaines 
fonctions  de  l’indice  n,  susceptibles  de  conserver  un  sens  précis  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  l’indice,  et  dont  il  reste,  bien 
entendu,  à démontrer  l’existence.  En  prenant  en  particulier  les  rela- 
tions (6),  on  est  ainsi  amené  à se  poser  le  problème  suivant  : 

Construire  trois  fonctions  bien  déterminées  A(«),  ilb{«),  £(«),  sa- 
tisfaisant pour  toutes  les  valeurs  de  u et  de  i>  aux  é(]uations 

ü!>( «-(-<’)  — 1'  ) — e)  G(«-l-  I'  ) = l)b«  llb  c 

■K\u  -I- 1'  ) èb(/(  — e ) -+-  »U(  « — V ) llb(  « -I-  e ) = ï n Vlbtt  JC  e tib 
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et  aux  conditions  initiales 

tA,(o)  = db(o)  = 3(o)  = 1,  X(«,)  = rt,  = G(«,)  = c. 

Il  est  clair,  en  effet,  que  les  valeurs  de  a, , et  c„  coïncideront  entiè- 
rement avec  les  fonctions  «3  («),  d!>(«),  ©(«),  pour  la  valeur ««,  de  la 
variable. 

Soit  donc  proposé  de  rechercher  tous  les  groupes  de  deux  fonctions 
bien  déterminées  qui  satisfassent  à l'équation 

/(K-f-c)Ÿ(«—  t') = ïfu'fu/o’fV. 

Il  est  possible  de  reconnaître  à priori  que  les  fonctions  / et  ly  sont 
nécessairement  pmrfs,  qu’elles  sont  entières,  qu'e//c.>-  ne  peuvent  avoir 
de  racines  finies  communes,  qu’elles  ne  peuvent  avoir  de  racines  finies 
multiples.  On  reconnaît  encore  aisément  que  si  / et  y appartiennent  à 
cette  classe  singulière  de  fonctions  qui  ne  peuvent  ni  s'annuler  ni  de- 
venir infinies  pour  aucune  valeur  finie  de  la  variable,  la  solution  du  pro- 
blème est  donnée  par 

et  que  lorsque  l’une  seulement  des  deux  fonctions,  y,  par  exemple,  ap- 
partient à cette  fiasse,  la  solution  est  donnée  par 

f(ii)  — f*“  "*■  ^ cos  mu,  y ( « ) = e*“  ~ ^ 

Nous  ajouterons  d’ailleurs,  que  si  F((f)  et  <!'{«)  fournissent  une  solu- 
tion du  problème,  les  fonctions 

/(//)  = F(«)e*“‘  + ',  y(«)  = .f.(«)c*“’-', 

en  fournissent  également.  Mais  aucun  des  deux  types  déjà  trouvés  ne 
permet  de  former  trois  fonctions  distinctes  satisfaisant  deux  à deux  à 
l’équation  fondamentale,  en  même  temps  qu’aux  conditions  initiales;  il 
sera  donc  entendu,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  les  fonctions  / et  y doi- 
vent être  susceptibles  toutes  deux  de  s’annuler  pour  des  valeurs  finies  •• 
de  la  variable,  et  qu’elles  sont  paires,  entières,  premières  entre  elles  et 
premières  avec  leurs  dérivées  respectives. Le  problème  ainsi  précisé,  nous 
nous  appuierons,  pour  le  résoudre,  sur  les  considérations  si  lumineuses 
relatives  aux  zéros  et  aux  infinis  des  fonctions  bien  déterminées,  déve- 
loppées par  M.  Liouville  dans  son  cours  du  Collège  de  France  en  i85i 
et  en  i85g. 

Soit  a l’une  quelconque  des  racines  soit  de/{«),  soi ^ de  y(«)i 
remplaçant  v par  a dans  l’équation  fondamentale,  on  obtient 

f(it  + %)  y(«  — a)4-/(«  — a)  y(«-f  a)  = O,  ^ 

d'où 

/(«-f-g) /(«  — «) 

y [U  + ccj  y ( K — a ) 
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011,  CO  qui  revient  au  même, 


/(»  + 2g)  _ _ /( U ) 
y(ii  + -za)~  <p(«) 


et 


/( K -f ■ 4 ^ /(») . 
?|)l«  + 4a)  ?(«)’ 


c’est-à-dire  que  pour  tout  accroissement  égal  au  double  d'une  racine, 
soit  de  /,  soit  de  y,  donné  à la  variable,  la  fonction  ne  fait  que 
changer  de  signe,  et  que  le  quadruple  de  toute  racine  de  / ou  de  y est 
une  période  de  • De  là  résulte,  en  particulier,  que  tout  multiple  im- 
pair d’une  racine  de /(k)  ou  de  y(«)  augmenté  de  multii»les  pairs  de 
racines,  soit  de  l'une,  soit  de  l’autre  de  ces  deux  fonctions,  est  aussi  une 
racine  de  la  première,  et  que  les  multiples  impairs  du  double  d'une  ra- 

f 

fine  dey  ou  de  y ne  sont  pas  des  (périodes  de  -j  mais  que  la  somme  de 

deux  pareils  multiples  est  une  telle  période. 

Cola  posé,  concevons  que  l’on  figure  sur  un  plan  les  affu-cs  de  toutes 
les  racines  de /et  y;  nommons  les  points  ainsi  obtenus  points-racines, 
et  désignons-les  par  les  mêmes  notations  que  les  valeurs  algébriques  aux- 
quelles ils  correspondent.  Les  fonctions  j et  y étant  paires,  ils  seront  si- 
tués deux  à deux  symotrhpiement  par  rapport  à l’origine  des  coordonnées. 
Joignons  l’origine  o à l’un  de  ces  points,  tellement  choisi  que  la  droite  ob- 
tenue n’en  renferme  pas  d’autre  entre  l’origine  et  lui  ; prolongée,  cette  droite 
contiendra  une  infinité  d’autres  points-racines  équidistants  compris  dans 
la  fbiTOule  5t  désignant  le  premier;  et  il  est  clair  par  ce  qui 

a été  dit  ci-dessus,  que  si  de  tout  autre  point-racine  on  mène  une  paral- 
lèle à f>a,  et  qu’on  y porte,  dans  l’un  ou  l’autre  sens,  une  longueur  égale 
à un  multiple  pair  do  oa,  le  nouveau  point  obtenu  correspondra  lui- 
même  à une  racine.  Do  là  résulte  d’ailleurs  aisément,  que  la  droite  oa. 
ne  saurait  contenir  d’autres  points-racines  que  ceux  qui  sont  contenus 
dans  la  formule  (2«-f  i)a. 

Imaginons  maintenant  que  l’on  transporte  la  droite  oa  parallèlement  à 
elle-même,  jus<pi’à  ce  q\ie  l’on  rencontre  pour  la  première  fois  un  nouveau 
point  racine.p.  Dans  cette  nouvelle  position,  elle  contiendra  aussi  tous  les 
points  compris  dans  la  formule  |i(  + 2«a,  mais  n’en  contiendra  pas  d’autre; 
en  effet,  tout  point  de  cette  droite  est  évidemment  fatlixe  d’une  quantité 
comprise  dans  la  formule  ^ + >.a,  en  désignant  par  > un  nombre  réel 
quelconque;  or  si  p-f-'/a  est  racine  de  / ou  y,  a -|- 2((îq->,a)  — aS, 
c’est-à-dire  a-f-2>a,  l’est  également , ce  qui  exige  que  * soit  entier;  mais 
d'autre  part  \ ne  peut  être  -impair,  sans  cpioi  serait  en  même 

tem|)s  une  racine  et  la  somme  de  deux  racines;  ce  <pii  est  impossible,  puis- 

(pi’alors  2(p-t  ).a)  devrait  à la  fois  être  et  ne  pas  être  une  période  de  — • 
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L’existence  des  racines  a et  ^ (dont  le  rapport  est  imaiiinaire)  entraîne 
l’existence  de  toutes  celles  qui  sont  comprises  dans  les  formules 

(a/«  + i)  a4-  vinfi,  -J-  (a/j  + i) 

En  outre,  on  |)cut  alFirmer  qu'il  ne  saurait  y en  avoir  d’autres;  car,  par 
hypothèse,  il  n’y  a pas  de  points-racines  entre  la  droite  qui  contient  les 
(ï«-|-i)a  et  celle  qui  contient  les  ni  par  conséquent,  puisque 

les  fonctions  f et  y sont  paires,  entre  la  droite  p-t-2/«a  et  la  droite 
— ^-l-2/«a,  et  tout  |K)int  du  plan  peut  toujours  être  ramené  entre  ces 
deux  droites  par  l’addition  d’un  multiple  pair  convenablement  choisi  de  2(5. 

11  est  donc  certain  que  toutes  les  racines  de/ et  y sont  comprises  dans 
les  deux  formules  + + et  2ma-)-(2«-i-  ij  De  plus,  si  a 

est  une  racine  de  / (2w  + i)a-t-2//(i  sera  aussi  une  racine  de  /,  car 
2/Haq-2«jî  est  une  période;  dès  lors  ^ ne  saurait  être  racine  de/,  sans 
(pioi  toutes  les  racines  appartiendraient  à /,  et  il  n'en  resterait  point 
pour  y,  hypothèse  (jue  nous  avons  exclue. 

En  consé(|uence , lorsque  deux  fonctions  / et  y satisfont  à l’équation 
fondamentale  du  problème,  leurs  racines  res|>ectives  peuvent  être  repré- 
sentées par  les  deux  formules  ; 

P0Ur/(«) « = {2/«-(-|)ît-H2«^, 

Pour^lu) tt  = 2/«a-t-(2«-|-i)^, 

où  a et  P désignent  des  constantes  arbitraires  dont  le  rap[X)rt  est  né- 
cessairement imaginaire.  Mais  les  quantités  comprises  dans  la  formule 
{2/«  + i)a-f-2«p  peuvent  aussi  être  représentées  par  la  formule 

(2/H+ i)  jt-t-2«(a-t-p); 

en  choisissant  les  premières  pour  racines  de/,  il  sera  donc  permis  de  leur 
associer  comme  racines  de  y toutes  les  quantités  comprises  dans  la  formule 

2/«2-t-  (2/Î  + «)(z-|-f2).  • ' 

ou , ce  qui  revient  au  même, 

(2///  + 1)  a t- {2//-+-  1)6. 

De  là  résulte  que,  si  l’on  forme  séparément  trois  fonctions  («  ), 

2 ( H ) , ayant  respectivement  pour  racines  ( 2 /«  + i ) a -)-  ( 2 //  -)-  1 ) fs , 
2/;/a-|- (2/r-4- i)  P , (2//; -I- r ) a + 2/jS,  deux  quelconques  d’entre  elles 
satisferont  aux  conditions  que  notre  première  discussion  impose  aux  fonc- 
tions /et  f.  Le  type  de  trois  fonctions  auxquelles  on  parvient  ainsi  est 
nécessairement  unique;  pour  s’en  convaincre,  il  suffit  de  remarquer  que 
si  l’on  distribue  les  points-racines  do  /,  par  exemple,  suivant  les  points 
d’intersection  de  deux  systèmes  do  parallèles  équidistantes,  de  telle  sorte 
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que  l’origine  se  trouve  un  centre  de  l’un  des  parallélogrammes  formés,  ce 
qui  est  possible  d’une  intinité  de  manières,  nécessairement  les  points- 
racines  do  l’autre  fonction  formeront  le  système  des  points  milieux  de 
tous  les  côtés  parallèles  à une  même  direction  de  tous  ces  parallélo- 
grammes; par  suite,  une  fois  les  racines  de  l’une  des  fonctions  choisies, 
celles  de  l’autre  no  peuvent  plus  l’être  que  de  deux  manières  différentes. 

Pour  définir  complètement  les  fonctions  Jt,(«),  tl!i(«)<  S('0i 
se  présentent  encore  que  comme  les  valeurs  de  produits  doublement  illi- 
mités, dont  le  facteur  général  est 


Pour  la  première... . . . 

Pour  la  deuxième.  . . . 
Pour  la  troisième 


U 

(2/n-|-i)5e-l-(2«-|-i)^’ 

U 

2/«a-t-  ( 2«  4- 1)  P ’ 

U 

( 2 «I  4-  I ) * + * ' 


il  est  nécessaire  de  spécifier  la  loi  suivant  laquelle  on  fera  croître  indéfi- 
niment les  entiers  m et  n.  Il  convient  d’ailleurs  de  remarquer  que  ta  géné- 
ralité de  la  solution  ne  se  trouve  pas  diminuée  par  le  choix  d’une  loi 
particulière,  car  l’on  sait  qu’en  changeant  cette  loi,  on  no  fait  qu’intro- 
duire un  de  ces  facteurs  de  la  forme  c*“’,  dont  il  a été  tenu  compte  au 
commencement  de  la  discussion.  Soit  donc  admis  que  l’on  fasse  aug- 
menter indéfiniment  d’abord  m,  puis  «,  ce  qui  revient  à grouper  les  points- 
racines  suivant  des  lignes  parallèles  à la  droite  Oa;  on  aura  pour  les 
expressions  des  trois  fonctions 

n=n'  m=m' 

.V(«)=:lim  J'J  lim  JJ 

«= — n' — I m=s. — m' — i 

n=n'  m=#n' 

= lira  n lim  n (■ 

n= — n' — 1 m= — m' 

©(«)  = lim  JJ  lim  JJ  ^1 

nz=z  - n’  m:=—m' — i 

On  üsl  naturellement  conduit  à leur  en  associer  une  quatrième  (0(//) 
que  l’on  peut  définir  comme  il  suit  : 

it)(«)  = limJJ  lim  JJ  (■-v,;Ta-^;rfO^ 

/I  3C  — n'  wi  — ni' 


'i \ 

(2OT  4 l)  2-4  (2«-|-  l)py  ’ 

" Y 

2///2-(-(2/?  + l)  (5/ 

V 

(2//i  4-  i)a-42«P/ 
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5.Î7 


en  avant  soin  de  convenir  que  le  facteur  i ; -r  soit  remplace 

par  H pour  les  valeurs  m = o,  n — o. 

En  posant  y = les  quatre  fonctions  prennent  les  formes  suivantes  ; 


°°  I + COS 

a.{")=]][_  * 


O 

00 

. . w ■ ■ 

e(«)  = <-08-11 

I 

cc 


(i 


1 — ay’”+'  fos >■') 

(i-y-  ■)'  ' 


1 + 2 7“  cos  — 4- y' 

iiTi 


(i+y 


1 — ay’"cos  — 4-y" 


(i-y>-)» 


et  l’on  reconnaît  ainsi  qu’elles  sont  respectivement  à des  constantes  près 
les  fonctions  désignées  dans  les  écrits  de  Jacobi,  par  è)(u),  H,(«) 

et  H(u).  Comme  il  est  d'ailleurs  possible  de  choisir  les  constantes  arbi- 
traires II,,  a,  P de  manière  à satisfaire  aux  conditions  X(w,)  = a, 
— h,  Q(ii,)  = c,  il  reste  seulement  à reconnaître  à postériori  que 
"A.(h),  S(")  satisfont  bien  deux  à deux  à l’équation  de  condition 

/(  H 4-  V ) y ( K — V ) 4-/{  tt  — c ) ^ ( ?/  4-  c ) = ïfii  fufvfv. 

C’est  à quoi  l’on  parvient  sans  peine  en  appliquant  les  méthodes  de 
M.  Liouville,  et  remarquant  que  l’expression 

f{u  + v)<f{u  — v)+f(u  — i>)f{u-hv) 

7“ï“ 

constitue  alors  une  fonction  doublement  périodique  de  u,  laquelle  ne 
peut  s’annuler  ni  devenir  infinie  pour  aucune  valeur  de  u. 

Les  mêmes  principes  permettent  de  vérifier,  à postériori,  les  propriétés 
de  ces  fonctions  exprimées  par  les  formules  suivantes,  lesquelles  corres- 
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pondent  respectivement  aux  relations  (5),  (9),  (10)  et  (11); 


'.'-i 

-1F 


(5  bis) 

(9  /''■'  ) 


lü/eô’ie  — nJ,'// ( S’e«.l>’«' — X^i’Q’u’) 

+ — 'lU.’e-l.’u’)  = o; 

-l.(/f  + e)4..(«  — i>)  ir  — i|i,’«G’e4-.UH©’c'+!)U’(''i)t)’// 

— — il!,"''e’"  + cl,’eS’«  + 4,’«U!.^', 

( I O bis ) 1)1, («  + e)  8li  («  — <’)  4-  3 («  <’)  © («  — 1<)  = lU,’ riZ'i’-\- M!,»!' £’ «, 


(1 1 bis) 


\ [ll!.(«  + e)4-3(«-l-'’)J[uj,(H  — e)H-3(«  — e)]  =r(u!,«ei'+ilî,eG«)’' 


1 L »!>("  + •')  - — — £("  — •’)]  = (H!."3'’— 9!>'’G«)’> 


et  Imites  celles  qui  s’en  déduisent  par  l’échanso  des  leltrcs  -A>,  il!>,  3, 
En  essayant  d’établir  les  relations  analogues  aux  précédentes,  dans  les- 
quelles l’une  des  fonctions  kî,  (<<),  3(«)  serait  remplacé  par  (D(«), 
on  trouve,  parmi  diverses  formules,  les  suivantes  : 


(V)(//-|-e)tO(«  — (')  =:  — CO’iuV’tt, 

cO(//-|-e)(D(f/  — e)  =:  — tô’e  a!,’», 

({){u  + v)(ç>(u  — i’)  = (D’«3’(>  — 


lesquelles  permettent  de  rattacher  la  fonction  (£)(«)  aussi  bien  que  les 
fondions  il!.!")-  ©{“)>  théorème  de  M.  Poncelet. 

Faisant,  en  elfet,  11  = ne,  on  tire  de  là 


,l,’(n(>)  = .,l,’-'(«| 

1 (Ô(ni>)' 

LTô^, 

y (0(n-t-i<’)  (D(n  — le) 

J (De  (De  ’ 

8Î>“  ( "■’  ) = 11!»'  *’  1 

rcO(nc)' 

L . 

”1’  ÛD(n+ie 

J (De 

) (0(n  — 1 1’] 

(De 

G’(nc)  = e’c 

RD  (ne) 

T (D(n-hie 

) (D(n-i). 

L ®'’ 

J (Oe 

(De 

ar  ce  qui,  rapproche  des  relations  (la),  et  de  la  définition  du  symbole  ci- 
<lessiis  désigné  par  A„  nous  apprend  immédiatement  que,  de  même  que 


on  a aussi 


<A>  éî>(n«,)=i„,  e(nn.)  = c.. 


% 

1^. 


Si  l’on  iiorte  cette  expression  de  A,  dans  les  diverses  formules  ci-dessus, 

U ■ X ■ 
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on  obtient  lefe  relations  suivantes  ; 


55<) 


(D(3») 


tO(3H)  _vA,(3h)  tit.[3»)  £(3«) 

(du  iii,«  £«  ’ 


- to(«) 

(Q{i/j+(  .ii)(d^it  = (D’  [/»()  (0  (/>  + t..if)  —(d  {p  — I I .«), 


Enfin  la  dernière  propriété  relative  aux  A,  établie  par  une  considé- 
ration géométricpie,  peut  s’énoncer  ici  : 

(D(2/>+  I ■«)  exprimable  i>ar  une  fonction  entière,,  rationnelle  et 
(0(«) 


symétrique,  de  degré  jes  irois  produits  \I!,(2«)£(2h), 


£(2h),1.(2«),  X(2«)\|!,(2«),  laquelle  jouit  de  cette  propriété,  que,  si 
l’on  y remplace  »l«(2/£),  D>,f2H),  0(2//),  respectivenicnt  par  leurs  va- 
leurs en  o.(o//,  vi!,//,  ©//,  à savoir  : 


par  — '/©’//+ C“//A>’// 4- t'«’//i(!)’ //,•:,■ 

tlii(2//)  par  11!,’//©’// — ©’//-l.’//-t-X’//ii!,’//,  TÇ' 

0(2//)  par  pî,’"S’«4-0’/<«'-’//  — 


le  résultat  de  la  substitution  est  un  produit  de  quatre  facteurs,  dont  l’uii 
est  formé  avec  «A>//,  il!)//,  ©//,  comme  la  fonction  proposée  l’estavec 
,1.(2//),  ift,(2//),  ©(2//),  et  dont  les  trois  autres  se  déduisent  <lu  pr/'- 
mier,  par  le  changement  successif  du  signe  de  Xn,  de  ift,//  et  do  ©//. 


1 


1 

t 


i3 

« 


Remtirrpic  relut ive  au  cas  où  les  côtés  du  polygone  inscrit  sont  assujettis  a - 

toucher  des  coniques  dijférentcs,  coupant  toutes  ta  conique  circonscrite  ■ j 

auj:  quatre  mêmes  imints. 


Nous  avons  établi  dans  ce  qui  précédé,  /pie  si  l'on  met  les  éi|uations  de 
deux  coniques  sous  la  forme 


,r>  -P  r’  -t-  z’  = O,  X’  // . J/*  + ilb’  // . r'  -f-  S’  /» . z’  = O, 


1 


l’équation  de  la  courbe  enveloppe  du  côté  libre  d’un  polygone  de  n côtés 
inscrit  dans  la  première  et  circonscrit  à la  seconde,  peut  s’écrire 


î».-  • I 


,Jl,’  (////).  .r"  4- 1)!,''  ( nu  ) r*  -|-  ©’  ( nu  )z‘ = g, 


S 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 


. z’)  — ® («  — I «)  (D  («  -)- 1 f<)  r’+  z’). 

• Concevons  maintenant  que  l’on  n’assujettisse  plus  les  côtés  du  polygone 
inscrit  à rester  tous  tangents  à la  mémo  conique,  mais  seulement  à rouler 
sur  des  coniques  qui  coupent  toutes  la*coniquo  circonscrite  aux  quatre 
mêmes  points.  Le  problème  est  évidemment  réductible  au  cas  du  triangle, 
et  peut  alors  s’énoncer  ainsi  ; Étant  données  trois  coniques  (-A.,), 

(<Ai,),  circonscrites  au  môme  quadrilatère,  trouver  l’enveloppe  du  côté 
libre  d’un  triangle  inscrit  dans  («*•,)  et  ayant  ses  deux  côtés  tangents, 
l’un  à (A>,),  l’autre  à (=A,). 

Comme  il  est  aisé  de  le  voir,  on  pourra  généralement,  en  choisissant 
convenablement  «,  v et  les  constantes  a et  p,  mettre  les  équations  des 
trois  coniques  sous  les  formes  suivantes  : 

(A,)  x’-t-?'’+z’  = o, 

(A.)  + = o, 

(A,)  + + = o. 

Par  une  méthode  d’induction,  qu’il  est  inutile  de  développer,  on  arrive 
à prévoir  que  l’enveloppe  se  compose  des  deux  coniques 

( «A».,.,)  A.’  («  + <’).  j:’  4-  11!,’  ( « H-  0 ) ._r’  + 3’  ( « + •' ) . z’  = o , 

et 

( — «)y  4-G’(«  — <’)z’  --  O, 

et  cette  prévision  se  justifie.  Il  suffit  pour  cela  de  considérer,  comme  ci- 
dessus,  trois  systèmes  distincts  de  deux  droites  se  coupant  deux  à deux 
en  quatre  points  situés  sur  la  conique  (»V,).  Le  développement  du  calcul 
conduit  précisément  à rattacher  cette  proposition  aux  propriétés  des  fonc- 
tions eV(«),  ©(«),  qui  nous  ont  servi  de  point  de  départ  pour 

en  établir  la  construction. 
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TRAITÉ  • 

DE 

GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE, 

Par  Jules  DE  LA  GOURNERIE, 

Ingéoleor  en  chef  de*  PonUet  Chentsdes.  Eiamineteari  l’École  Poljteehnlqae,  Profeseenr  de 
Géométrie  deecrlptUe  an  Contervttolre  des  Aru  et  Méllera. 


LN'4'’i  PL'BUÉ  en  trois  parties,  avec  atlas  de  i5o  planches. 

PRIX  : 3o  francs. 

Chfujue  Partie  se  vend  sé/xiré/nent  lo  francs, 

La  Partie,  avec  Allas  de  5a  planches,  conlient  quatre  Livres  qui  sont  con- 
sacrés : à la  ligna  droite  et  au  plan;  au  cdne«  au  cylindre  et  aux  surfaces  de 

révolution;  S*’  aux  projections  cotées  ; 4^  aux  perspectives  axonoméirique,  mono- 
dymétrique,  isométrique  et  cavalière.  Les  deux  premiers  Livres  contiennent  tout  ce 
qui  est  exigé  pour  L’ADMISSIOII  A X.’SCOIÆ  POZ.'TTECBXnçUE. 

La  Partie^  avec  Atlas  de  planches,  comprend  le  cinquième  Livre  relatifà 
la  détermination  des  Ombres  sur  les  figures  géomélralcs,  axonométriques  et  cava- 
lières, et  les  sixième  et  septième  Livres  consacres  aux  Surfaces  développables  et 
gauches. 

La  3^  Periief  avec  Atlas  de  46  planches,  comprend  les  huitième,  neuvième  et 
dixième  Livres,  qui  contiennent  les  principales  propositions  de  la  théorie  de  la 
courbure  des  surfaces  avec  leurs  applications  aux  arts  graphiques  et  les  constructions 
relatives  aux  surfaces  hélicofdcs  et  topographiques.  Elle  est  terminée  par  une 
Table  analytiques  des  trois  Parties. 

Les  deux  dernières  Parties  sont  le  développement  du  COURS  DE  GÉOMÉ- 
TRIE DESCRIPTIVE  actuellement  professé  à L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE. 


fia  cnToyant  A l’Éditeur  un  mandat  nir  la  Pofte  ou  de.  timbret-porte, 
l’ouvrage  sera  expédié  fVanoo  dans  toute  la  France. 


Je  présente  au  public  la  troisième  Partie  de  mon 
Traité  de  Géométrie  descriptive;  elle  contient  les  VlII*, 
IX®  et  X®  Livres  de  cet  Ouvrage. 
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Le  VHP  Livre  est  relatif  à la  courbure  des  surfa- 
ces; j’y  expose  les  parties  de  cette^iniportante  théorie 
qui  sont  utiles  dans  les  arts  graphie jues.  Les  démons- 
trations simples  que  je  donne  des  principales  propo- 
sitions sont,  en  général,  nouvelles.  On  sait  que  le 
théorème  de  Meusnier  ne  peut  pas  servir  à détermi- 
ner les  rayons  de  courbure  de  la  section  d’une  surface 
par  son  plan  tangent  : je  donne  une  formule  pour  la' 
solution  de  ce  problème,  et  j’en  fais  l’application  au 
tore. 

Les  lignes  d’ombre  des  surfaces  gauches  présentent 
des  circonstances  intéressantes  lorsque  le  point  lumi- 
neux est  dans  le  plan  tangent  le  long  d’une  généra- 
trice singulière.  J’examine  cette  question  avec  quel- 
ques détails,  et  je  présente  toute  une  théorie  sur  la 
courbure  des  surfaces  gauches  aux  divers  points  de  ces 
génératrices. 

Les  surfaces  lieux  de  normales  ont  de  l’importance 
en  Stéréotomie  ; je  les  étudie  d’une  manière  assez  mi- 
nutieuse, et  je  fais  connaître  des  constructions  fort  sim- 
ples qui  conduisent  à des  démonstrations  élémentaires 
de  leurs  propriétés. 

Dans  un  Chapitre  consacré  au  théorème  des  tangen- 
tes conjuguées,  je  discute  avec  soin  la  manière  dont  les 
parties  utiles  des  lignes  d’ombre  propre  et  d’ombre 
portée  se  succèdent  et  se  continuent  sur  les  surfaces 
à courbures  opposées.  Je  crois  avoir  levé  les  incerti- 
tudes que  celte  question  délicate  pouvait  encore  pré- 
senter. 
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J’examine  dans  le  dernier  Chapitre  du  VIll*  Livre 
les  lignes  de  courbure,  les  lignes  asyniptotiques,  et 
ensuite  les  courbes  tracées  sur  une  surface,  et  telles, 
qu’en  chaque  point  la  section  normale  qui  leur  est 
tangente  soit  surosculée  par  un  cercle.  Ces  dernières 
lignes  sont  faciles  à déterminer  sur  les  surfaces  du  ' 
second  ordre.  Considérées  sur  l’ellipsoïde,  elles  ont  de 
l’importance  dans  la  question  de  la  rotation  des  corps. 

Le  IX®  Livre  est  relatif  aux  surfaces  hélicoïdes.  Un 
grand  nombre  des  constructions  que  j’y  expose  m’ap- 
partiennent; j’en  ai  emprunté  quelques-unes  à des  notes 
que  M.  Bour  avait  écrites  en  lisant  mon  Mémoire  sur 
les  hélicoïdes  gauches,  et  qu’il  a bien  voulu  me  com- 
muniquer. 

Les  hélicoïdes  me  donnent  l’occasion  de  présenter 
plusieurs  applications  importantes  des  théories  relati- 
ves aux  surfaces  réglées  et  à la  courbure  des  surfaces. 
Je  donne  plusieurs  théorèmes  nouveaux  sur  la  surface 
de  la  vis  à filets  carrés  et  sur  les  surfaces  hélicoïdes  à 
génératrices  quelconques. 

Je  m’occupe  dans  le  X®  Livre  des  surfaces  représen- 
tées par  des  lignes  de  niveau,  et  je  fais  connaître  d’a- 
bord les  opérations  graphiques  qui  les  concernent. 
Sur  ce  sujet,  j’ai  pris  pour  guide  M.  le  général  Noizet  ; 
je  reproduis  la  plupart  des  constructions  qu’il  donne, 
en  les  rattachant  d’ailleurs  aux  théories  exposées  dans 
les  Livres  précédents. 

Un  dernier  Chapitre,  relatifà  l’emploi  d’une  surface 
topographique  pour  remplacer  les  'Tables  à double 
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entrée,  est  le  résumé  d’un  Méntoire  publié  par  M.  La- 
lanne,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à qui 
cette  méthode  doit  ses  plus  grands  développements. 

Par  la  publication  de  cette  troisième  Partie,  je  rem- 
plis les  engagements  que  j’avais  pris  avec  le  public. 
Mon  ouvrage  présente  sans  doute  des  lacunes,  mais 
cependant,  sous  le  rapport  des  applications  aux  arts 
graphiques,  je  le  crois  plus  complet  qu’aucun  des 
Traités  de  Géométrie  descriptive  publiés  jusqu’à  ce 
jour. 

La  troisième  Partie  est  terminée  par  une  Table 
analytique  qui  permet  de  suivre  dans  tout  l’ouvrage 
les  développements  de  chaque  théorie  et  les  appli- 
cations de  chaque  construction. 


En  présentant  à l’Académie  des  Sciences  le  Traité  de  Géométrie  descrip- 
tive de  M.  de  la  Goumerie,  Professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers, 
Examinateur  à l’École  Polytechnique,  M.  Chasles  s’exprime  ainsi  : « La 
» Géométrie  s’est  enrichie  depuis  quelques  années  de  plusieurs  théories  qui 
» peuvent  recevoir  des  applications  utiles  dans  les  arts  graphiques.  Il  était 
» donc  à désirer  que  l’on  eût  un  Traité  de  Géométrie  descriptive  qui,  sans 
» négliger  les  notions  élémentaires,  fût  au  niveau  des  progrès  do  la  Science. 
» M.  de  la  Goumerie  a accompli  celte  tâche  avec  un  plein  succès.  Son  ou- 
» vrage,  dont  j’ai  l’honneur  de  présenter  à l’Académie  la  troisième  et  der- 
» nière  Partie,  contient  des  recherches  propres  à l’Auteur  sur  la  théorie 
» générale  des  surfaces,  et  sur  quelques  surfaces  individuelles.  On  y voit 
B que  la  Géométrie  descriptive  peut  fournie  d’utiles  ressources  à la  Géomé- 
B trie  générale,  b 
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IMPRIMERIE  DE  GAUTHIER-VILLARS , süccessedr  de  MALLET-BACHEI.IER. 
Par»,  rue  de  Seine-Saint-Germain,  lo,  près  rinstitut. 


Digilized  by  Goc^Ie 


Digitized  by  Googlel 


